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AVERTISSEMENT. 


Les  procédés^  souvent  fort  ingénieux^  par  lesquels  les  Tailleurs  de 
pierre  et  les  Charpentiers  construisent  leurs  épures  ,  étaient  connus 
depuis  longtemps^  il  est  vrai  ;  mais  ils  ne  présentaient  ordinairement 
que  des  méthodes  isolées ,  particulières  à  chaque  problème ,  et  que 
le  génie  des  artistes  avait  dû  inventer  à  mesure  qu^ils  hasardaient 
de  nouvelles  combinaisons  de  voûtes.  C^est  vers  la  fin  du  siècle  der- 
nier que  le  célèbre  Monge  a  rattaché  ces  procédés  divers  à  un  corps 
de  doctrine ,  dont  il  a  exposé  les  principes  généraux  sous  le  nom  de 
Géométrie  descriptive  ;  et  par  là  ^  il  en  a  fait  une  science  également 
propre  à  représenter  les  corps  avec  exactitude  ,  et  à  fournir  des 
moyens  de  recherche  pour  les  propriétés  générales  de  Tétendue  con- 
sidérée d'une  manière  abstraite.  L'ouvrage  que  cet  illustre  Gréomètre 
a  écrit  sur  cette  matière  y  est  sans  doute  un  modèle  de  clarté  y  mais  il 
laisse  des  lacunes  dans  plusieurs  théories  importantes^  et  n'offre  pas 
des  exemples  assez  nombreux  et  assez  variés  pour  que  le  lecteur  puisse 
acquérir  Thabitudedes  méthodes  de  projection.  En  outre^  il  est  bien 
essentiel  ici  que  les  épures  soient  toujours  tracées  d'après  un  mode  de 
ponctuation  soumis  à  des  règles  constantes  y  afin  de  manifester  sans 
ambiguité^et  par  une  sorte  de  langage  sensible  aux  yeux  du  spectateur^ 
la  position  respective  des  diverses  parties  de  l'objet  défini. 

(y  est  dans  ce  double  but  qu'a  été  écrit  cet  ouvrage,  où  j'ai  suivi 
Tordre  adopté  pour  le  programme  de  l'Ecole  Polytechnique;  du 
moins ,  autant  que  le  permettent  les  différences  qui  se  trouvent  néces- 
sairement entre  un  traité  écrit  et  un  cours  oral ,  où  la  distribution  des 
matières  doit  être  subordonnée  au  temps  dont  les  élèves  ont  besoin 
pour  exécuter  dans  l'intervalle  des  leçons  y  les  travaux  graphiques  qui 
s'y  rapportent.  Toutefois  y  en  multipliant  les  exemples  relatifs  aux  pro- 
blèmes des  plans  tangents  et  des  intersections  de  surfaces  y  ce  qui 
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permettra  aux  élèves  de  varier  entpe  eux  les  'données  d'une  même 
question ,  je  n'ai  pas  cru  devoir  me  renfermer  dans  les  limites  de  ce 
programme ,  que  la  courte  durée  des  études  à  FEcole  polytechnique , 
a  forcé  de  restreindre  beaucoup;  mais  j'ai  eu  le  dessein  d'offrir  aux 
ingénieurs  et  aux  personnes  qui ,  par  état  ou  par  goût  y  voudront  ap- 
profondir cette  science  susceptible  de  tant  d'applications  diverses , 
les  moyens  d'étudier  toutes  les  ressources  de  la  Géométrie  descriptive. 
£n  conséquence  je  me  suis  étendu  sur  les  surfaces  développables  et 
les  enveloppes  ,  sur  les  hélicoïdes  développables  ou  gauches  y  sur  la 
courbure  et  les  développées  des  courbes  gauches  ,  sur  la  courbure 
des  surfaces  et  sur  leurs  lignes  de  courbure  dont  j'ai  établi  la  théorie 
par  des  considérations  synthétiques^  en  les  accompagnant  d'exemples 
divers.  Quant  aux  surfaces  gauches^  si  importantes  par  leur  emploi 
fréquent  dans  les  arts ,  une  longue  expérience  m'a  convaincu  qu'il  va- 
lait mieux  ne  citer  d'abord  que  quelques  cas  fort  simples  de  ces  sur- 
faces, pour  empêcher  les  élèves  de  les  confondre  avec  celles  qui  sont 
développables  ;  puis  y  dans  un  livre  séparé^  réunir  toutes  les  parties 
de  la  théorie  complète  de  cette  classe  de  surfaces,  que  j'ai  eu  soin  d'ap- 
puyer encore  par  de  nombreux  exemples  où  je  réalise  les  construc- 
tions indiquées  dans  l'exposition  générale. D'ailleurscetordres'accorde 
bien  avec  la  marche  du  cours  à  l'École  Polytechnique ,  où  les  pro- 
priétés générales  des  surfaces  gauches  ne  sont  présentées  qu'à  une 
époque  qui  les  rapproche  de  leurs  applications  à  la  Stéréotomie,  et  en 
fait  mieux  ressortir  toute  l'importance.  £nfin ,  quelques  théorèmes 
utiles  pour  les  Ombres  et  la  Perspective ,  ont  été  réunis  dans  des  addi- 
tions, avec  un  exposé  succinct  de  la  méthode  des  Plans  cotés  qui 
sert  pour  les  dessins  de  la  FortiGcation . 

Dans  cette  seconde  édition ,  j'ai  ajouté  plusieurs  épures  nouvelles, 
ainsi  que  la  théorie  et  le  tracé  des  Engrenages ,  ce  qui  augmente  de 
neuf  le  nombre  des  planches.  Quant  à  l'ouvrage  que  j'ai  annoncé  sur 
les  Ombres ,  la  Perspective  et  la  Stéréotomie ,  la  rédaction  et  les  des- 
sins sont  déjà  terminés  pour  les  deux  tiers  du  volume;  et  je  vais  m'ef- 
forcer  de  le  compléter  aussi  promptement  qu'il  me  sera  possible. 
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que  l'on  y  a  découverts,  soit  pour  guider  l'artiste  chargé  de  reproduire  ces 
objets  dans  des  dimensions  assignées  d'avance.  Or ,  de  tous  les  moyens ,  le 
plus  efficace  et  quelquefois  le  seul  capable  d'atteindre  complètement  ce  but , 
c^est  la  description  graphique  des  corps  ;  et  tel  est  aussi  le  premier  objet  de  la 
Géométrie  descriptive ,  dont  les  méthodes  générales  deviendront  ensuite ,  par 
leur  fécondité ,  des  moyens  de  recherche  propres  à  découvrir  de  nouvelles 
propriétés  de  l'étendue ,  et  fourniront  d'ailleurs  les  procédés  nécessaires  pour 
résoudre  les  divers  problèmes  de  perspective ,  de  stéréotomie ,  de  fortifica- 
tion ,  etc. 

2.  Mais  ici  se  présentent  deux  genres  de  difficultés  :  en  premier  lieu ,  les 
corps  offrent  toujours  trois  dimensions ,  et  cependant  on  sent  bien  que  des 
constructions  à  effectuer  dans  l'espace  seraient  fort  incommodes ,  sinon  impra* 
iîcables  ;  par  conséquent  il  faut  trouver  des  méthodes  qui  permettent  de  rap^ 
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porter  tous  les  points  de  l'espace  à  un  seul  et  même  plan  ^  ou  du  moins  qui 
ramènent  toutes  les  opérations  graphiques  à  s'exécuter  dans  ce  plan  unique. 
3.  En  second  lieu  ,  ces  méthodes  devant  servir  non  à  établir  des  théories 
purement  spéculatives ,  mais  bien  à  effectuer  des  opérations  réelles ,  il  faut 
qu'elles  offireat  une  précision  complète  dans  la  manière  d'exprimer  les  données 
et  les  résultats  graphiques  de  chaque  question  ;  et  c'est  en  cela  surtout  qu  elles 
différeront  essentiellement  des  procédés  employés  dans  la  géométrie  ordi- 
naire ,  du  moins  quand  on  considère  les  trois  dimensions  de  Tespace.  Là ,  en 
effet ,  les  figures  n'étant  destinées  qu'à  guider  l'esprit  dans  la  suite  des  raison- 
nements nécessaires  pour  démontrer  la  vérité  d  un  théorème ,  jie  sont  tracées 
que  d'une  manière  vague,  ou  d'après  certaines  conventions  tacites  qui  ren- 
ferment toujours  beaucoup  d'arbitraire.  Pour  s'en  convaincre ,  il  suffira  de  se 
rappeler  comment  on  résout  le  problème  de  la  plus  courte  distance  de  deux 
droites  non  situées  dans  le  même  plan  ;  ou  bien  encore  celui  où  il  s'agit  de 
trouver  le  centre  et  le  rayon  d  une  sphère  qui  doit  passer  par  quatre  points 
donnés.  On  verra  aisément  que ,  dans  ces  questions ,  la  géométrie  ordinaire 
indique  bien  la  série  d'opérations  qu'il  faudrait  exécuter  pour  arriver  à  la 
solution  du  problème;  mais  elle  ne  donne  pas  les  moyens  d'effectuer  réelle- 
ment ces  constructions ,  et  d'obtenir  un  résultat  déterminé  pour  la  grandeur 
et  la  position  de  la  plus  courte  distance,  non  plus  que  pour  la  longueur  du 
rayon  et  la  position  du  centre  de  la  sphère(c?oy6z  n"^  49  et  500).  Il  est  donc 
indispensable  d'adopter,  en  Géométrie  descriptive ,  un  modèle  de  construction 
qui  ne  laisse  rien  d'arbitraire  dans  la  représentation  des  données  et  des  résul- 
tats ,  et  qui  permette  aassi  d'effectuer  toutes  les  opérations  graphiques  sur  un 
seul  et  même  plan  :  or ,  ces  deux  avantages  nous  sei'ont  fournis  par  la  Méthode 
des  projections  dont  nous  allons  exposer  les  principes* 
FiG.  1.  4.  Si  d'un  pointa  situé  dans  l'espace,  on  abaisse  sur  un  plan  fixe  VXY 
une  perpendiculaire  ak ,  le  pied  A  de  cette  droite  est  dit  la  projection  du 
point  a  sur  le  plan  en  question.  De  même,  en  abaissant  des  perpendiculaires 
de  tous  les  points  de  la  droite  abd... ,  la  suite  des  points  A,  B,  D,...  forme  ce 
qu'on  appelle  la  profeciion  de  la  droite  abd  sur  le  plan  fixe  ;  et  cette  projection 
est  nécessairement  rectiligne ,  puisque  toutes  ces  perpendiculaires  étant  évi- 
demment contenues  dans  le  plan  mené  par  l'une  d'entre  elles  aA  et  par  la 
droite  ac/ ,  c'est  l'intersection  du  plan  projetant  Kad  avec  le  fdan  de  projec^ 
tton  VXY,  qui  fournit  la  projection  ABD. 

Généralement ,  la  projection  d'une  courbe  quelconque  mnp  est  la  suite  des 
pieds  des  perpendiculaires  mtâ  ^  nN ,  /^P,....  abaissées  de  ces  divers  points 


CHAPITRB  I  —  NOTIONS  PBÉLIMINAIRES.  3 

sur  le  plan  fixe,  et  cette  projection  MNP est  une  ligne  dont  la  courbure 

diffère  ordinairement  de  celle  de  la  courbe  donnée  dans  l'espace.  D'ailleurs, 
Tensemble  de  ces  perpendiculaires  compose  une  surface  cylindrique  dans  le 
sens  général  de  ce  mot ,  et  on  la  nomme  le  cylindre prof  étant  de  la  courbe  tnnp. 

5.  Cela  posé,  je  dis  qu'un  point ,  une  droite  <,  ou  une  courbe ,  sont  complè- 

iementdéterminésdepositionyquandon  assigne  leursprojectionssurdeuY  plans 
fixes  dont  la  situation  est  connue ,  et  qui  ne  sont  pas  parallèles.  Soient ,  en 
effet ,  YXY  et  XYZ  deux  plans  de  ce  genre ,  Â  et  A'  les  projections  données 
d'un  certain  point  dans  Fespace  :  si  par  le  point  A  tous  élevez  une  perpendi- 
culaire indéfinie  ka  sur  le  plan  YXY ,  cette  droite  passera  nécessairement  par 
le  point  demandé  ;  ce  point  deyra  aussi  se  trouver  sur  la  droite  A'a  élevée  per- 
pendiculairement au  plan  XYZ  ;  donc  il  ne  pourra  occuper  dans  Tespace  qu^une 
poriticn  unique^  déterminée  par  Tintersection  de  ces  deux  perpendiculaires. 
A  la  vérité ,  si  les  deux  droites  A  a  et  A^a  ne  se  rencontraient  pas ,  il  n'existerait 
aucun  point  de  l'espace  qui  eût  pour  projections  A  et  A'  ;  mais  cela  prouveseule- 
ment  que  les  deux  projections  d'un  point  ne  doivent  pas  être  prises  d'une  ma- 
nière tout  à  fait  arbitraire,  et  qu'il  y  a  entre  elles  une  dépendance  que  nous 
expliquerons  bientôt  (n^  10). 

6.  Soient  maintenant  AD  et  A'D'  les  projections  d'une  droite  inconnue ,  sur  Fig.  1 
les  deux  plans  fixes  YXY  et  XYZ.  En  imaginant  par  la  première  un  plan  in- 
défini DAa  perpendiculaire  à  YXY ,  ce  plan  renfermera  évidemnient  la  droite 
demandée  ;  elle  sera  aussi  dans  le  plan  D'A  a  mené  par  D'A' ,  perpendiculai- 
rement à  XYZ  ;  donc  la  ligne  inconnue  se  trouvera  nécessairement  à  l'intersec* 

tion  de  ces  deux  plans,  qui  est  une  droite  unique  etddtenmnée.  Il  n'y  aurait 
d'exception  que  dans  le  cas  où  les  deux  plans  projetants  DAa  et  D'A'a  se  con- 
fondraient en  un  seul ,  ce  qui  supposerait  que  la  droite  dans  l'espace ,  ainsi  que 
ses  deux  projections  ^  se  trouveraient  précisément  perpendiculaires  à  Tinter- 
section  XY  des  deux  plans  fixes  :  alors  deux  projections  de  ce  genre  ne  suffi- 
l'aient  plus  pour  définir  la  droite  en  question ,  et  il  faudrait  demander  une  troi- 
sième projection  faite  sur  un  autre  plan  fixe ,  non  parallèle  à  Tintersection  des 
deux  premiers. 

7.  Enfin ,  si  l'on  donne  les  projections  MNP  et  MTÏ'F  d'une  courbe  inconnue, 
on  imaginera  par  la  première  un  cylindre  perpendiculaire  au  plan  YXY ,  et 
par  la  seconde  un  autre  cylindre  perpendiculaire  au  plan  XYZ  ;  la  courbe 
demandée  devra  évidemment  se  trouver  située  sur  chacune  de  ces  surfaces , 
et  par  conséquent  sa  position  et  sa  forme  seront  déterminées  par  leur  inter- 
section mnp ,  qui  pourra  bien  être  une  courbe  gauche  oaamrheà  double  çour^ 
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hure  (*)  9  c  e8t*à-dire  telle  que  tous  ses  points  ne  soient  pas  compris  dans  un 
même  plan. 

Ce  serd  donc  dorénavant  par  ses  deux  projections  que  nous  définirons 
graphiquement  un  point  ou  une  ligne  ;  et  quand  nous  dirons  que  tel  point 
ou  telle  ligne  est  donné ,  il  faudra  entendre  que  ce  sont  leurs  projections  qui  sont 
connues.  Quant  aux  surfaces ,  nous  verrons  plus  loin  (p?  93)  comment  il  faut 
modifier  l'emploi  des  projections  pour  les  représenter  commodément. 

8.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  nous  avons  supposé  que  les  projections  s'exé- 
cutaient au  moyen  de  droites  abaissées  perpendiculairement  sur  le  plan  fixe. 
Quelquefois,  il  est  vrai,  on  emploie  des  droites  obliques  au  plan,  quoique 
toujours  parallèles  à  une  direction  donnée ,  et  les  conséquences  que  nous  avons 
établies  dans  les  numéros  5 ,  6  et  7  subsistent  également  ;  mais  il  faut  de 
graves  motifs  pour  faire  adopter  ce  genre  de  projections ,  parce  qu'en  général 
il  est  moins  simple  et  offre  moins  d'exactitude  dans  les  résultats  graphiques,  at- 
tendu que  des  droites  qui  se  coupent  obliquement ,  laissent  plus  d'incertitude 
sur  la  position  précise  de  leur  point  de  rencontre.  Ainsi ,  à  moins  que  nous  n'a- 
vertissions expressément  du  contraire ,  les  projections  seront  toujours  orlho-- 
gonales. 

Par  des  motifs  semblables ,  on  choisit  ordinairement  les  plans  de  projec- 
tion VXY,  XYZ,  perpendiculaires  entre  eux  ;  et  pour  se  les  représenter  plus 
aisément ,  on  suppose  que  le  premier  est  horizontal  et  l'autre  verticaL  Leur  in- 
tersection XY ,  qui  est  une  ligne  importante  à  remarquer ,  se  nomme  la  ligne 
de  terre. 

9.  Voilà  donc  une  méthode  suffisante  pour  exprimer  graphiquement  les 
données  d'un  problème  sans  aucune  indétermination  ;  il  reste  à  la  modifier  de 
manière  que  les  constructions  puissent  toutes  s'exécuter  sur  un  plan  unique. 
Pour  atteindre  ce  but ,  on  imagine ,  après  avoir  projeté  les  points  et  les  lignes 
dont  il  est  question  sur  les  plans  rectangulaires  YXY ,  XYZ,  que  ce  dernier  a 


(^)  Celte  dénomination  ne  vient  pas,  comme  on  Fa  dit  faussement,  de  ce  qu'une  telle  courbe 
participe  aux  deux  courbures  des  surfaces  dont  elle  est  Tintersection  ;  car,  d*abord ,  une  sur- 
face n'admet  pas  une  courbure  unique ,  et  ensuite  une  même  courbe  peut  être  Tintersection 
d'une  inGuité  de  surfaces  irès-difFérentes.  Mais  cette  expression  veut  dire  qu'une  courbe  qui 
n'est  point  plane,  présente  deux  sortes  de  courbure,  Tune  par  rapport  a  sa  tangente,  l'autre 
par  rapport  à  son  plan  osculateur,  comme  nous  l'expliquerons  plus  loin  (n^  654).  La  première 
est  proprement  la  seule  et  véritable  courbure  de  la  courbe,  la  seconde  est  une  vraie  tonton; 
c'est  pourquoi  la  dénomination  de  courbe  gauche  serait  a  la  fois  plus  exacte  et  plus  simple. 
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tourné  autour  de  la  ligne  de  terre  XY  pour  se  rabattre  sur  le  plan  horizontal  ^ 
et  ne  former  aveclui  qu'un  seul  et  même  plan  YZ';  et  c'est  sur  ce  dernier  que 
Ton  trace  efiectivement  toutes  les  constructions  que  Ton  aurait  dû  faire  sur 
les  deux  plans  primitifs.  Néanmoins ,  il  ne  faut  pas  perdre  de  Tue  que  ce  rabat- 
tement n'est  admis  que  comme  moyen  d'exécution;  et,  toutes  les  fois  qu'on 
?eut  se  rendre  compte  d'une  opération  par  des  considérations  géométriques , 
on  doit,  par  la  pensée ,  relever  le  plan  vertical ,  et  se  le  figurer  toujours  dans 
une  situation  perpendiculaire  au  plan  horizontal. 

10.  Après  le  rabattement  des  plans  fixes ,  il  existe  entre  les  deux  projections      Fig.   1 . 
d'un  même  point  de  l'espace,  ime  dépendance  très-importante  à  observer.  En 

effet,  les  deux  droites  Âa  et  Â  a  qui  projettent  le  point  a  en  A  et  en  A',  sont  per- 
pendiculaires ,  Tune  au  plan  horizontal ,  l'autre  au  plan  vertical  ;  ainsi  le  plan 
kak\  mené  par  ces  deux  droites ,  se  trouvera  perpendiculaire  aux  deux  plans 
de  projection ,  et  par  suite  à  leur  intersection  XY  ;  donc  le  plan  AaA'  coupera 
ceux-ci  suivant  des  droites  AF,  AT,  perpendiculaires  sur  XY,  et  aboutissant 
au  même  point  F  de  cette  ligne  de  terre.  Cela  posé ,  quand  le  plan  vertical  XYZ 
tourne  autour  de  XY,  il  entraîne  avec  lui  la  droite  AT  qui ,  pendant  ce  mouve- 
ment ,  demeure  perpendiculaire  à  la  charnière  XY  ;  par  conséquent ,  après  te 
rabattement  du  planvertical,la  droite  FA'  prendra  une  position  FA'^  qui  sera 
évidemment  le  prolongement  de  FA.  Ainsi  les  deux  projections  A  et  M' d'un 
même  point  de  V espace,  doivent  toujours  se  trouver  sur  une  même  droite  perpen-- 
diculaire  à  la  ligne  de  terre  XY»  lorsque  les  plans  de  projection  sont  rabattus 
l'un  sur  l'autre  :  de  sorte  que ,  si  l'on  prend  à  volonté  une  de  ces  projections, 
A  par  exemple ,  il  faudra  mener  la  droite  indéfinie  A  F  perpendiculaire  à  XY^ 
et  placer  quelque  part  sur  le  prolongement  de  AF,  la  deuxième  projection  A". 

11.  Quant  à  la  droite  ad^  si  l'on  rabat  semblablement  le  point  D' en  D''^  la 
projection  verticale  A'D' deviendra  en  rabattement  A''D''  ;  mais  celle-ci  n'aura, 
avec  la  projection  horizontale  AD ,  aucune  dépendance  nécessaire  «  de  sorte 
que  Ton  peut  tracer  arbitrairement  les  lignes  AD  et  A''D"pour  représenter  les 
deux  projections  d'une  même  droite  dans  l'espace.  11  faut  toutefois  excepter  le 
seul  cas  où  AD  serait  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  XY  ;  alors  la  projec- 
tion verticale  devrait  aussi  être  le  prolongement  de  AD  ^  mais  nous  avons  déjà 
dit  (n^  6)  que ,  dans  ce  cas  tout  particulier ,  deux  projections  de  ce  genre 
laisseraient  la  droite  indéterminée  de  position. 

12.  Dorénavant  nous  placerons  les  plans  de  projection  rabattus,  de  manière 
que  la  ligne  de  terre  XY  ait  la  position  indiquée  /?^.  2  ;  et  comme  alors  la  par- 
tie VXY  de  la  feuille  de  dessin  représentera  en  même  temps  la  portion  anté- 
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ri^ure  du  plan  horizontal  et  la  portion  inférieure  du  plan  Terticalquiest  venue 
se  confondre  avec  la  première ,  tandis  que  la  partie  XTZ  comprendra  la  portion 
supérieure  du  plan  Tcrtical  et  la  portion /x^^^ënétir^  du  plan  horizontal,  il  ne 
suffira  pas ,  pour  déterminer  graphiquement  un  point  de  l'espace ,  de  donner 
indistinctement  ces  deux  projections  Â  et  A^  Il  feudra  encore  énoncer  si  le 
point  À  est  la  projection  horizontale ,  ou  bien  s'il  est  la  projection  verticale  ; 
car  Tune  et  l'autre  de  ces  hypothèses  peuvent  être  admises,  et  elles  produiraient 
une  très-grande  différence  quant  à  la  position  réelle  du  point  dans  l'espace. 
Afin  donc  de  rappeler  aux  yeux  le  plan  auquel  est  relative  chacune  des  projec- 
tions ,  nous  conviendrons  de  noter  ordinairement,  par  des  lettres  sans  accent, 
les  projections  AoKzon^a^  des  points  ou  des  droites,  et  par  des  lettres  accen- 

FiG.  2.  tuées  les  projections  verticcUes.  Ainsi  le  point  (A,A')  désignera  le  point  de  les- 
pace  qui  est  projeté  horizontalement  en  A  et  verticalement  en  A^  :  le  point 
(B ,  B")  désignera  celui  qui  a  pour  projection  horizontale  B  et  pour  pro- 
jection verticale  B',  et  il  en  sera  de  même  du  point  (C,  C)  ou  du  point  (D,  D')  ; 
mais  le  lecteur  fera  bien  d'exercer  son  imagination  à  se  représenter  les  posi- 
tions diverses  de  ces  points-là,  au-dessus  ou  au-dessous ,  en  avant  ou  en  arrière 
du  plan  de  projection ,  afin  de  pouvoir  dorénavant  reconnaître  avec  facilité 
dans  lequel  des  quatre  angles  dièdres ,  formés  par  ces  deux  plans ,  se  trouve 
situé  un  point  défini  par  ses  projections. 

FiG.  3.  13.  Les  mêmes  conventions  devront  être  appliquées  aux  lignes  ;  ainsi  la 
droite  (AB,  A^BO  sera  celle  quia  pour  projection  horizontale  AB,  et  pour  pro- 
jection verticale  A^B^  :  mais  comme  d'ailleurs  une  droite  est  déterminée  de 
position  par  la  connaissance  de  deux  de  ses  points ,  nous  allons  donner  le 
moyen  général  de  trouver  les  traces  d'une  droite,  c'est-à-dire  les  points  où 
elle  va  rencontrer  les  deux  plans  de  projection. 

La  trace  verticale  de  la  droite  (AB,  A'B')  étant  un  point  commun  au  plan  ver* 
tical  et  à  la  droite ,  elle  doit  être  projetée  horizontalement  sur  la  ligne  de  terre 
XY,  et  aussi  sur  la  ligne  AB  indéfiniment  prolongée  ;  donc  cette  trace  a  pour 
projection  horizontale  le  point  C ,  et  conséquemment  elle  sera  placée  quelque 
pfltrt  sur  la  verticale  CC  :  mais  cette  même  trace  doit  être  évidemment  située 
sur  la  projection  verticale  A'B'  indéfinie  ;  donc  elle  est  au  point  C  De  là  ré^ 
suite  cette  règle  générale  dont  il  faut  se  rendre  l'application  très-familière  : 
prolongez  la  projection  horizontale  de  la  droite  jissqu'â  la  ligne  de  terre  ^  et  à 
ce  point  élevez  une  verticale  indéfinie  qui,  par  sa  rencontre  avec  la  projection 
verticale ,  donnera  la  trace  verticale  de  la  droite  proposée, 

La  trace  horizontale  de  la  même  droite  étant  un  point  situé  à  la  fois  dans  le 
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plan  horizontal  et  sur  la  ligne  proposée ,  se  trouvera  projetée  yerticalement 
sur  la  ligne  de  terre  XY  et  sur  A'B'  indéfinie;  donc  cette  trace  aura  pour  pro- 
jectî<Hi  yerticale  le  point  D\  et  conséquemment  elle  sera  placée  quelque  part  sur 
la  perpendiculaire  D'D  à  la  ligne  de  terre.  Mais  d'ailleurs  cette  trace  doit  né- 
cessairement se  trouver  sur  la  projection  horizontale  AB  indéfinie;  donc  elle  est 
au  point  D.  Ainsi,  en  général,  prolongez  la  projection  verticale  jusque  la  ligne 
de  terre;  et^â  ee  point ,  élevez  sur  cette  dernière  ligne  une  perpendiculaire  tn- 
dé finie  qui,  par  earencontre  avec  la  prqjeotiofè  korizoniale^  déterminera  la  trace 
horizontale  de  la  droite  en  question. 

14.  Réciproquement,  si  l'on  donnait  les  deux  traces  D  et  C  d'une  droite,  il 
serait  facile  d'en  conclure  les  projections;  car,  comme  le  point  C  appartient  à 
la  droite  même,  la  perpendiculaire  CG  abaissée  sur  la  ligne  de  terre,  donnera 
un  point  G  de  la  projection  horizontale,  et  celle-ci^era  évidemment  DC.  De 
même,  le  point  D  qui  appartient  à  la  droite,  étant  projeté  verticalement  sur 
la  ligne  de  terre^  donnera  un  point  D"  de  la  projection  verticale  qui  sera  D'C. 

On  fera  bien  de  s'exercer  à  résoudre  ces  deux  questions  réciproques  l'une 
de  Faiitre,  sur  des  droites  diversement  situées,  telles  que  sont,  dans  la  fig.  3, 
la  ligne  (EF,  E'F'),  dont  la  trace  horizontal^  est  en  F  et  la  trace  verticale 
en  G\  et  la  ligne  (HK,  H'K'),  dont  K'  est  la  trace  verticale  et  L  la  trace  hori- 
zontale. 

15.  En  terminant  ces  notions  préliminaires,  nous  établirons  quelques  règles 
essentielles  à  observer  dans  le  tracé  de  toutes  les  épures.  Ces  dessins,  en  effet, 
devant  servir  à  représenter  exactement  la  forme  des  objets,  il  faut  que  les 
divers  modes  de  ponctuation  qu'on  y  emploiera,  offrent  une  sorte  de  langage 
intelligible  aux  yeux  ;  c'est-à-dire  qu'ils  manifestent  clairement  la  situation 
relative  des  différentes  parties,  distinguent  celles  qui  sont  cachées  de  celles 
qui  sont  visibles  pour  Tobservateur,  et  fassent  discerner  les  résultats  d'unpro« 
blême  d'avec  les  lignes  qui  n'ont  ser?i  que  de  moyens  auxiliaires  pour  y  arri- 
ver; c'est  pourquoi  nous  adopterons  constamment  les  règles  suivantes  : 

I®.  Les  Ugnes  prirgipalis,  c'est-à-dire  celles  qui  représentent  les  données  ou 
les  résultats  d'un  problème,  seront  marquées  par  un  trait  plein  etcontinu^  lors- 
qu'elles seront  visibles;  mais  si  ces  lignes  principales  sont  invisibles^  elles  seront 
poM^uées^  c'est-à-dire  tracées  en  points  ronds.  On  voit  des  exemples  de  ces 
deux  modes  de  ponctuation  dans  les  lignes  ABGD  et  EFGH  de  la  fig,  3  bis. 

2*  Les  lignes  AtrxiuAiREs,  c'est-à-dire  toutes  celles  qui  ne  rentreront  pas 
dans  la  classe  précédente,  et  qui  ne  seront  employées  que  comme  des  moyens 
d'arriver  à  la  solution  du  problème,  seront  pointillées  ou  composées  de  petits 
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traits  interrompus  ;  telle  est  la  ligne  P  dans  la  fig.  ^  bi$.  Quant  à  ces  lignes 
auxiliaires,  il  n'y  aura  jamais  lieu  de  distinguer  si  elles  sont  visibles  ou  non, 
parce  qu'elles  sont  censées  n'exister  que  dans  Timagination  du  géomètre  qui  les 
conçoit  pour  paryenir  au  résultat  demandé. 

3°  Lorsque  parmi  ces  lignes  auxiliaires  il  s'en  trouvera  quelqu'une  qui  of- 
frira plus  d'importance,  et  sur  laquelle  on  voudra  appeler  l'attention  d'une  ma- 
nière particulière,  on  pourra  la  représenter  par  une  ligne  miivte^  composée  de 
petits  traits  séparés  par  un  ou  deux  points  ronds,  comme  dans  les  droites  M 
et  N  de  la  fig.  3  bis.  Gependanton  doit  se  garder  de  trop  multiplier  ce  modede 
ponctuation,  et  consulter  sur  cela  le  bon  goût  et  des  modèles  bien  choisis; 
d'ailleurs  il  ne  faut  jamais  employer  ces  lignes  mixtes  pour  les  droites  qui  réu- 
nissent simplement  les  deux  projections  d'un  même  point. 

16.  Il  reste  maintenant  à  expliquer  comment,  parmi  les  lignes  principales 
de  chaque  question,  on  discernera  celles  qui  sont  visibles  et  que  l'on  doit  mar- 
quer en  trait  plein ,  d'avec  celles  qui  sont  invisibles  et  que  l'on  doit  ponc- 
tuer. Des  règles  complètes  sur  ce  sujet  ne  pourront  être  données  qu'après 
avoir  parlé  des  surfaces  courbes  et  de  leurs  plans  tangents;  mais,  comme  dans 
les  premiers  problèmes  qui  vont  nous  occuper,  il  ne  se  rencontrera  que  des 
droites  et  des  plans,  il  nous  suffira  pour  l'instant  déposer  les  conventions  sui- 
vantes : 

On  admet  toujours  que  l'observateur,  qui  considère  la  projection  d'un  objet 
sur  le  plan  horizontal^  est  placé  au-dessus  deceplanàune  distance  infinie  sur 
laverticale  qui  passe  par  un  quelconque  des  points  de  cet  objet,  mais  en  avant 
du  plan  vertical  ;  et  cette  convention  qui  simplifiera,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin,  le  tracé  du  contour  apparent  des  surfaces  courbes,  a  été  d  ailleurs 
suggérée  par  la  manière  dont  on  projette  les  points  de  l'espace  sur  un  plan. 
En  effet ,  les  rayons  visuels  menés  de  l'œil  de  l'observateur  à  tous  les  points 
d'un  corps,  approchent  d'autant  plus  d'être  perpendiculaires  au  plan  horizon- 
tal, que  l'observateur  s'élève  davantage  en  restant  sur  la  même  verticale;  de 
sorte  que  quand  le  point  de  vue  est  à  une  distance  infinie,  ces  rayons  devien- 
nent parallèles,  et  coïncident  avec  les  droites  qui  servent  à  projeter  les  points  du 
corps.  D'où  il  suit  que  la  projection  horizontale  d'un  objet  nest  autre  chose  ^u 'un e 
VUE  de  cet  objet  éprise  d'un  point  infiniment  éloigné  fur  la  verticale;  résultat  qui 
justifie  suffisamment  la  convention  énoncée  plus  haut. 

Par  une  raison  semblable ,  toute  projection  verticale  est  censée  vue  par  un 
obsevs^ieuv^hiÇié  aune  distance  infinie  sur  une  perpendiculaire  au  plan  verti^ 
cal^  élevée  en  avant  de  ce  plan  et  au-dessus  du  plan  horizontal. 
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D'après  cela,  toute  ligne  ou  portion  de  h^ne principale  qui  se  trouvera  au- 
dessous  du  plan  horizontal,  ou  derrière  le  plan  vertical,  sera  réputée  invisible  ; 
et^  comme  telle ,  ponctuée  en  points  ronds.  Si ,  de  plus ,  il  se  trouve  dans  la 
question  quelque  plan  réellement  existant,  et  qu'une  portion  de  ligne  princi- 
pale soit  située  derrière  ce  plan  ou  au-dessous,  par  rapport  à  robàervateur, 
cette  portion  devra  aussi  être  jmmo^t/^:.  mais  il  iaudra  se  souvenir  que  ces  dis- 
tinctions ne  regardent  nullement  les  lignes  auxiliaires ^par  la  raison  citée(n«l  5,2») . 
On  pourra  reconnaître  déjà  Tapplication  de  ces  règles  dans  la/î^r.  3,  et  nous 
aurons  soin  de  les  rappeler  dans  la  plupart  des  problèmes  que  nous  allons  ré- 
soudre. 


CHAPITRE  IL 

Problèmes  sur  les  lignes  droites  et  les  plans. 

17.  Chnstrmre  la  droite  qui  passerait  par  (leux  points  (tonnés  {A^k')  et  (M  M%'  ^'^*  ^ 
puiSf  trouver  la  véritable  distance  de  ces  deua: points  {*). 

D'après  les  définitions  établies  au  n*"  4,  il  est  évident  que  la  projection  ho- 
rizontale de  la  droite  cherchée  passera  par  les  points  A  et  M ,  tandis  que  la 
projection  veiticale  passera  par  A^  et  M'  ;  donc  cette  droite  indéfinie  est  pro- 


(*)  Arant  de  constriiire  ane  ëpnre,  il  est  essentiel  d'observer  les  précautions  suivantes.  On 
trace  d'at^ord,  avec  le  crayon,  une  droite  indéfinie  vers  le  milieu  de  la  feuîUe  de  dessin,  et 
à  pco  près  parallèle  a  sa  longueur:  puis,  on  trace  une  seconde  droite  exactement  perpendîoa- 
laire  sur  la  première,  en  se  tervant  d'arcs  de  cercle  ;  car  Téquerre  n'est  pas  un  instrument 
dont  Ja  précision  soit  assez  sûre  pour  qu'on  l'emploie  à  mener  des  perpendiculaires  qui  doivent 
avoir  une  longueur  un  peu  considérable.  Mais  du  moins  l'équerre  peut  servir  à  mener  des 
parallèles  par  un  procédé  très-exact  et  très-expéditif,  lequel  consiste  à  la  faire  glisier  le  long 
i^mne  règle  fixe;  aussi  c'est  par  ce  moyen  que  Fon  doit  tracer,  dans  chaque  épure,  la  ligne 
de  terre  et  tontes  les  droites  qni  loi  sont  parallèle»  on  perpendienlaires,  en  se  dirigeant  snr  les 
deox  droites  rectangulaires  que  nous  avons  recommandé  de  constraire  d'abord,  et  qni  forment 
ce  que  les  praticiens  appellent  le  irait  carré. 

Ajoutons  en  outre  que,  quelque  importante  que  soit  la  ligne  de  terre,  il  fiant  se  garder 
de  la  former  avec  un  trait  plus  gros  que  les  lignes  principales;  car  il  en  résulterait  souvent 
beaucoup  dlnexactitude  dans  la  situation  des  points  où  elle  serait  rencontrée  par  les  autres 
drcntes  de  Tépure. 
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jetée  suivant  AMBet  Â'M'B\etpar  là  elle  se  trouve  complélemeot déterminée 
de  position  (n""  6).  D'ailleurs  on  peut  construire  ses  traces  (n""  13),  qui  seroat 
lespomts(B,B')et(C,C'). 

Quant  à  la  distance  des  deux  points  donnés,  elle  est  mesurée  dans  l'espace 
par  la  portion  de  droite  projetéesur  AM  etA'M";  mais  il  est  faciledeyoir  qu'une 
droite  finie  est  toujours  plus  longue  que  sa  projection  sur  un  plan,  excepté 
quand  la  première  se  trouve  parallèle  au  plan  sur  lequel  on  la  projette;  car 
alors  ladroiie  dans  l'espace  esiévidemment  de  mâme  longueur  que  sa  projection. 
D'après  cette  remarque,  imaginons  que  la  ligne  (AH,  A'M')  tourne  autour  de 
la  verticale  projetée  en  Â,  sans  changer  d'inclinaison  avec  cette  dernière  ;  par 
là  l'extrémité  (A,  A')  demeurera  immobile,  tandis  que  Taulre  extrémité  (M, M') 
restera  à  une  hauteur  constante,  en  décrivant  seulement  un  arc  de  cercle  autour 
del'axe  de  rotation.  Or,  si  Ion  continue  ce  mouvement  jusqu'à  ce  que  la  droite 
mobile  soit devenue/MrraZ/é/^  auplan  vertical ^ce  qui  arrivera  quand  la  projection 
AH  aura  pris  la  situation  AP  parallèle  à  la  ligne  de  terre  XY,  alors  l'extrémité 
M  venue  en  P,  se  trouvera  projetée  verticalement  (n^lO)  quelque  part  sur  PIP' 
perpendiculaire  à  XY  ;  et  comme  elle  doit  être  à  la  même  hauteur  que  M',  si 
Ton  mène  l'horizontale  HM'P',  le  point  P'sera  la  projection  verticale  de  l'ex- 
trémité mobile  de  la  droite  en  question.  D'ailleurs,  puisque  l'autre  extrémité 
(A, A')  est  demeurée  invariable,  il  s'ensuit  que  la  droite  (AM^A'W)  se  trouve 
actuellement  projetée  suivant  AP,  AT'  ;  et  sa  véritable  longueur  est  précisément 
la  projection  verticale  k'V\  d'après  la  remarque  faite  au  commencement  de 
cet  article.  De  là  on  conclut  la  règle  suivante  qu'il  fautse  rendre  très-familière: 
Fi6 .  4 .  Pour  trouver  la  distance  de  detiœ  points  (A ,  AO  et  (M  ,M')^  formez  un  triangle 
rectangle  A'H'P',  dont  un  côté  A!  E!  soit  la  différence  des  hauteurs  A'R  e^M'K 
de  ces  deux  points  au-dessus  du  plan  horizonlaX^  et  dont  Vautre  coté  WV  soit 
égala  rintervalle  AM  des  deux  projections  horizontales:  l'hypoténuse MV sera 
la  distance  demandée. 

18.  On  arriverait  au  même  but  en  construisant,  sur  le  plan  horizontal, 
un  triafUfle  rectangle  kDQ  dont  un  côté  égalerait  la  différence  des  distances  AK  et 
WLdes  deux  points  donnés  auplan  vertical,  et  dont  l'autre  côté  DÇiserait  tin^ 
tervalh  k!W  des  deux  projections  verticales  :^  F  hypoténuse  AQ  exprimerait  en- 
core  la  distance  des  deux  points  dans  FespacOyet  devrait  se  trouver  identique  avec 
A'F.  Pour  se  rendre  compte  de  cette  nouvelle  construction,  il  suffira  d'imagi- 
ner que  la  droite  proposée  a  tourné  autour  de  l'horizontale  qui  est  projetée 
Tcrticalement  en  A',  sans  changer  d'inclinaison  par  rapport  à  cette  dernière, 
jusqu'à  ce  que  cette  droite  mobile  soit  devenue  parallèle  au  plan  horizontal. 
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19.  On  aurait  pu  aussi  rabattre  la  droite  (AM ,  A'M")  sur  le  plan  horizontal , 
en  faisant  tourner  autour  de  ÂM,  comme  charnière,  le  trapèze  invariable  formé 
par  la  droite  proposée  et  par  les  yerticales  qui  projettent  ses  extrémités  en  A 
et  en  M.  Par-là  ces  deux  verticales  seraient  demeurées  perpendiculaires  à  la 
charnière  AM ,  et  auraient  pris  les  positions  A  A  ''  «=<  RA^ ,  MM"  =»  KM'  ;  de 
sorte  qu'en  traçant  la  droite  A''M'%  on  aurait  encore  obtenu  la  véritable  dis- 
tance des  deux  points(A,  A')et  (H,  M').  D'ailleurs,  il  se  présente  ici  une 
de  ces  vérifications  qu'il  ne  faut  pas  négliger  dans  les  opérations  graphiques  ; 
c'est  que  la  ligne  A"M"  prolongée  doit  aller  aboutir  en  B ,  puisque  ce  dernier 
point,  étant  la  trace  horizontale  de  la  droite  primitive,  se  trouvait  situé  sur  la 
charnière  AMB,  et  qu'il  a  dû,  comme  tel,  rester  immobile  pendant  la  révolution 
de  Ja  droite. 

20.  Réciproquement ,  n  Von  donnait  la  droite  indéfinie  (  AB,  A'B')  avec  un  de 
ies points  {AyK')^  et  qu^on  voulût  trouver  sur  cette  ligne  un  autre  point  (M,M') 
qui/iU  éloigné  du  premier  d^une  quantité  donnée  â^  on  rabattrait  comme  précé* 
demment  la  droite  proposée  sur  le  plan  horizontal ,  en  faisant  AA''  «=  RA'  et 
tirant  A'^B.  Ensuite  ,  on  prendrait  sur  cette  dernière  ligne  un  intervalle  A'^M'' 
s  &:  puis,  en  relevant  la  droite  rabattue  Â''B ,  le  point  M'^  se  ramènerait  en  M 
par  une  perpendiculaire  sur  la  charnière  AB;  et  enfin ,  de  la  projection  hori- 
zontale M  ^  on  conclurait  (n*  10)  Tautre  projection  M',  ce  qui  déterminerait 
complètement  le  point  demandé. 

21.  Par  unpointdonné  (D ,  \>')menerune  droite  qui  soit  parallèle  à  unedroite  Fis.  5. 
connue  (AB ,  A'B'). 

Lorsque  deux  droites  sont  parallèles ,  les  plans  qui  les  projettent  sont  évidem- 
ment parallèles  entre  eux;  et  par  conséquent  les  intersections  de  ceux-ci  avec 
le  plan  de  projection ,  c'est-à-dire  les  projections  des  droites ,  seront  nécessai- 
rement parallèles  lune  à  l'autre.  Réciproquement,  lorsque  les  projections  ho- 
rizontales de  deux  droites  sont  parallèles,  et  qu'il  en  est  de  même  de  leurs 
projections  verticales ,  les  quatre  plans  projetants  sont  parallèles  deux  à  deux  ; 
d'où  il  suit  que  leurs  intersections  mutuelles  ,  c'est-à-dire  les  droites  dans  les- 
paoe,  sont  parallèles  entre  elles.  D'après  cela ,  si  par  le  point  D  on  mène  une 
parallèle  DE  à  AB ,  et  par  le  point  D' une  parallèle  D'  £'  à  A'  B',  la  droite  deman- 
dée aura  pour  projection  DE  et  D'E'  ;  elle  sera  donc  ainsi  complètement  dé- 
terminée, et  d'ailleurs  les  traces  de  cette  droite,  qui  seront  en  F  et  en  E',  se 
construiront  comme  on  la  dit  au  n*'  13. 

22.  Construire  le  plan  qui  passerait  par  trois  points  donnés  (A,  A'),  (B,  B'),  Fio.  6. 

(C,  C). 
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Observons  d  abord  que  pour  déterminer  g^phiquement  la  position  d'uu 
plan,  il  suffit  d'assigner  ses  ckna;  trcèces^  c'est-à-dire  les  intersections  de  ce  plan 
avec  les  plans  de  projection.  Ces  deux  traces  devront  toujours  occuper  la  ligne 
de  terre  au  même  point  ;  mais  l'angle  qu'elles  comprendront  entre  elles  sur  les 
plans  de  projection  rabattus,  ne  sera  pas  égal  à  celui  qu'elles  forment  dans 
l'espace.  En  outre ,  il  est  bien  évident  que ,  quand  une  droiteest  située  dans  un 
plan ,  les  traces  de  cette  droite  (n<>  13)  doivent  être  situées  quelque  part  sur  les 
traces  du  plan. 

Cela  posé  y  joignons  les  points  donnés  deux  à  deux  par  des  droites(AB,  A'B'), 
(BG,  B'C),  (ÀC,  À'C),  lesqiielles  ayant  chacune  deux  points  dans  le  plan 
cherché,  y  seront  contenues  tout  entières';  puis  construisons^  xuimme  au  n<^i5y 
les  traces  verticales  E^  F'  et  G'  de  ces  droites.  Alors  ces  trois  points ,  qui  doi- 
vent évidemment  appartenir  à  l'intersection  du  plan  inconnu  avec  le  plan 
vertical  de  projection ,  se  trouveront  nécessairement  en  ligne  droite ,  et  se- 
ront plus  que  suffisants  pour  déterminer  la  trace  verticale  E'F'G'  du  plan  de- 
mandé. De  même ,  la  Irace  horizontale  DHK  de  ce  plan  s'obtiendra  en  construi- 
sant les  traces  horizontales  D,  H  etK  des  troisdroites  auxiliaires;  d'ailleurs  les 
deux  lignes  E'G'  et  DH  ainsi  obtenues ,  devront  aller  rencontrer  la  ligné  de  terre 
XY  en  un  même  point  Q ,  ce  qui  offrira  une  nouvelle  vérification  des  construc- 
tions antérieures* 

Si  l'on  y  ovAdXl  faire  passer  un  plan  par  une  droite  et  un  point  donnés^  on  join- 
drait ce  point  avec  un  de  ceux  de  la  droite,  ou  bien  on  mènerait  une  parallèle 
à  celle-ci  par  le  point  donné;  alors  on  connaîtrait  ainsi  deux  droites  situées 
dans  le  plan  cherché ,  et  leurs  traces  suffiraient  pour  déterminer  celles  de  ce 
plan. 
FiG.  7.  35.  Par  un  point  donné  {X^  A')  menerun  plan  qui  soit  parallèle  à  un  autre  plan 
dont  la  trace  horizontale  est  ST  et  la  trace  verticale  TV. 

Il  est  évident  que  deux  plans  parallèles  doivebt  avoir  leurs  traces  respective- 
ment parallèles  ;  ainsi  il  suffira  de  trouver  un  point  de  chacune  des  traces  du 
plan  demandé.  Pour  cela ,  imaginons*  par  le  point  donné  (A,  A')  une  droite 
awciliaire  qui  soit  située  dans  le  plan  inconnu  ;  le  choix  le  pliis  simple  sera  de 
mener  cette  droite  parallèlement  à  la  trace  horizontale  de  ce  même  plâui  c'est- 
à^ire  parallèlement  à  ST.  Si  donc  on  tire  dans  cette  direction  la  ligne  AB ,  et 
qu'on  mène  A^B'  parallèle  à  la  ligne  de  terré ,  céderont  là  évidemment  les  deux 
projections  de  la  droite  auxiliaire  renferi!née  dans  le  plan  inconnu.  Gela  posé, 
en  construisant  (n^  1 3)  le  point  B'  où  elle  va  percer  le  plan  v^lical ,  ce  point 
appartiendra  nécessairement  à  la  trace  du  plan  cherché ,  bquelle  sera  parcon- 
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séqueot  la  droite  B'Q  parallèle  à  V'T  :  l'autre  trace  devant  passer  par  le  poinl'Q^ 
sera  la  ligne  PQ  parallèle  à  TS. 

On  peut  aussi  ^  comme  vérification,  construire  directement  un  point  de  la 
trace  horizontale  du  plan  inconnu .  Pour  cela,  on  imaginera  parle  point  (A,  A'), 
une  droite  auxiliaire  qui  soit  parailéleà  la  tracé  verticale  de  ce  plan;  et  elle  aura 
évidemment  pour  projections  AC  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  A^C  parallèle 
à  VT.  Si  donc  on  cherche  (n<>  15)  le  point  C  où  cette  auxiliaire  va  percer  le 
plan  horizontal,  ce  point  appartiendra  nécessairemenit  à  la  trace  du  plan  de- 
mande ;  ainsi  il  faudra  que  la  droite  PQ,  déjà  construite,  passe  par  le  point  C. 

24.  Ohservons  que,  dans  l'épure  actuelle,  on  n'a  pas  regardé  les  deux 

plan«  STY'  et  PQR''  comme  existant  rjéellement  ;  car  alors  le  premier  aurait 

rendu  l'autre  invisible,  et  il  eût  fallu  (n<^  i&,  f)  ponctuer  en  totalité  les  traces 

de  ce  dernier,  ce  qui  aurait  multiplié  beaucoup  les  points  ronds^  et  surtout 

aurait  eu  le  grave  inconvénient  de  ne  plus  laisser  discernerles  parties  des  traces 

situées  en  deçà  des  plans  de  projection  d'avec  celles  qui  sont"au-delà.  C'est 

pourquoi  Ton  suppose  ici  qu'il  s'agissait  de  trouver  seulement  les  traces  d'un  plan 

parallèle  à  celui  qui  aurait  lui-même  pour  traces  ST  et  TV',  sans  construire 

eKectivement  aucun  de  ces  deux  plans.  Cette  restriction,  dont  le  but  est  de 

répandre  plus  de  clarté  dans  les  dessins,  a  été  aussi  admise  dans  les  épures  8, 
9  et  16. 

23.  Les  considérations  employées  dans  les  n^'  22  et  25  peuvent  servir  à 
résoudre  la  question  suivante  :  étant  donnée  laprojtciion  horizontale  AB  d'une  Fig.  6. 
droitequeVon  mit  être  située  dans  leplan  connu  PQR^  trouvei^  Vautre  profectionf 
La  droite  inconnue  percera  le  plan  vertical  en  un  point  qui  doit  être  projeté 
horizontalement  eu  E  {n°  13)  ;  d  ailleurs  cette  trace  ne  pouvant  être  hors  de 
la  trace  verticale  QR'  du  plan  qui  renferme  cette  droite,  sera  nécessairement 
située  en  E^  et  c'est  là  un  des  points  de  la  projection  demandée.  Ensuite,  par 
des  motife  semblables,  on  voit  que  la  droite  en  question  va  percer  le  plan  ho- 
rizontal en  D;  donc,  si  l'on  projette  D  en  D'  sur  la  ligne  de  terre  XY,  D'E'  sera 
la  projection  verticale  de  la  droite  proposée.  On  sent  bien  qu'il  serait  aussi 
aisé  de  trouver  la  projection  DE,  en  se  donnant  seulement  la  projection  ver- 
ticale D'E'avec  le  plan  qui  renferme  la  droite. 

Si  la  projection  AB  assignée  sur  le  plan  horizontal  se  trouvait,  comme  dans 
la  fiy.  7,  parallèle  à  la  trace  PQ  du  plan  donné,  on  obtiendrait  d  abord,  comme  Fig.  7. 
ci-dessus,  la  traœ  verticale  B'  de  la  droite  inconnue;  mais  ensuite  la  trace  ho- 
rizontale de  celte  droite  n'existant  plus,  puisque  AB  ne  rencontre  pas  PQ,  il 
en  faudrait  conclure  que  la  ligne  demandée  est  parallèle  au  plan  horizontal, 
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et  qu  ainsi  sa  projection  yerticale  est  la  droite  B^  A^  parallèle  à  la  ligne  de 
terre  XY. 

On  verra  de  même  que  si  la  projection  horizontale  donnée  est  la  ligne  ÂC 
parallèle  à  XY,  la  droite  dans  Fespace  est  parallèle  au  plan  vertical,  et  que  sa 
projection  sur  ce  dernier  plan  est  la  ligne  CA^  parallèle  à  la  trace  QR^ 

26.  Voici  encore  une  question  analogue  :  connaùsantîa  pfxyeciion  horizon- 
FiG.  6  taie  Al  (Tun  point  que  Ton  sait  être  sUuà  ^ur  un  plan  donnéPQR\  trouver  Fautre 

projection?  On  mènera  par  le  point  donné  A  une  droite  quelconque  DAE,  que 
l'on  regardera  comme  la  projection  horizontale  d'une  ligne  située  dans  le  plan 
PQR';  il  sera  facile  de  construire  comme  ci-dessus  la  projection  verticaleD'E' 
de  cette  droite,  et  alors  il  n'y  aura  plus  qu'à  ramener  le  point  A  en  A' sur  cet^^ 
projecUon  ,  au  moyen  d'une  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  (n<»  10).  On 
trouverait  aussi  aisément  la  projection  A,  si  l'on  avait  donne  A/. 

Parmi  les  diverses  directions  que  l'on  peut  donner  à  cette  droite  auxiliaire 
DAE,  la  plus  commode  ordinairement  est  une  parallèle  à  la  trace  horizontale 
PQ,  comme  la  ligne  AB  dans  la  fig,  7. 

27.  Trouver  Vintersection  de  deux  plant  qui  aidaient  pour  tracée^  l'un  PQ 
et  QK\  l'autre  ST  et  TV'. 

FiG.  8.  Si  l'on  prolonge  les  deux  traces  horizontales  jusqu'à  ce  qu'elles  se  coupent 
en  B,  ce  point,  évidemment  communaux  deux  plans,  appartiendra  à  leur 
intersection;  et  puisqu'il  est  dans  le  plan  horizontal,  ce  sera  la  trace  horizon- 
tale de  la  droite  cherchée.  De  même,  le  point  A'  où  se  couperont  les  traces  ver- 
ticales des  plans  donnés,  sera  la  trace  verticale  de  cette  droite.  0>nnais8ant 
ainsi  les  deux  traces  de  la  commune  section  ,  on  en  déduira  immédiatement 
(n""  14)  les  projections  qui  seront  ÂB  et  A'B'. 

28.  Si  deux  des  traces  se  trouvaient  parallèles,  comme  il  arrive  pour  les 
plans  R^Q/)  et  Y'TS,  le  point  B  s'éloignerait  indéfiniment,  et  par  suite  Tinter- 
section  des  deux  plans  deviendrait  une  horizontale  ayant  pour  projections  A^b' 
parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  A 6  parallèle  à  TS  :  résultat  qui  était  facile  à 
prévoir,  puisque  les  plans  donnés  passent  par  deux  droites  parallèles  Qp  et  TS, 
et  qu'ils  ne  peuvent  dès  lors  se  couper  que  suivant  une  droite  parallèle  à 
celles-là. 

FiG .  9.  39.  Lorsque  les  traces  seront  respectivement  parallèles  sur  les  deux  plans  de 
projection  à  la  fois,  les  plans  donnés  seront  évidemment  parallèles  entre  eux,  et 
il  n'y  aura  plus  d'intersection;  à  moins  que  ces  traces  ne  soient  en  même  temps 
parallèles  à  la  ligne  de  terre,  comme  PQ  etP'Q'  pour  l'un  des  plans,  TSet 
TS'pour  lautre:  car  deux  plans  ainsi  placés  peuvent  encore  se  couper  suivant 
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une  droite  parallèle  à  XT,  mais  la  méthode  précédente  ne  suffit  plus  pour  ob- 
tenir cette  intersection. 

Dans  ce  cas»  menons  à  volonté  un  plan  sécant  auxiliaire  atSy,  II  coupera  le 
plan  [PQ,  P'Q']  suivant  la  droite  (CD,  C'D'),  qui  se  construit  par  la  méthode  gé- 
nérale, et  le  plan  [TS,  T'S']  suivant  la  droite  (EF^  E/F');  alors  ces  deux  lignes 
fourniront,  par  leur  rencontre,  un  point  (M,  H^  qui  sera  évidemment  commun 
aux  deux  plans  [PQ,  P'Q],[TS,  T'S'],  et  par  conséquent  ceux-ci  auront  pour 
intersection  la  droite  (  AMB,  A!Vi'ïif)  menée  parallèlement  à  XY. 

On  pourrait  encore  employer  ici  unplan  deprofil  mené  perpendiculairement  Fig.  9. 
à  XT;  ce  plan  couperait  les  plans  de  projection  primitifs  suivant  les  deux 
droites,  XV  et  XZ,  dont  la  dernière  prendra  évidemment  la  position  XZ",  lors- 
que l'on  rabattra  le  profil  sur  le  plan  horizontal,  autour  de  VX  comme  char- 
nière. Cela  posé,  le  plan  de  profil  rencontrait  les  traces  verticales  des  plans 
proposés  aux  points  P'  et  T"  qui  deviennent  en  rabattecdent  P"et  T";  donc  PP" 
et  TT''  sont  les  tracesde  ces  plans  sur  le  profil  rabattu  suivant  Z''XV;  et  comme 
ces  traces  se  coupent  en  A",  c'est  là  un  point  de  Tintersection  démandée,  la- 
quelle aura  évidemment  pour  projection  horizontale  la  droite  AB  parallèle 
à  XY.  D'ailleurs,  si  l'on  relève  le  profil,  le  point  A"  se  projettera  verticalement 
en  A';  et  A'B'  parallèle  à  XY  sera  la  seconde  projection  de  l'intersection  des 
p\ans  proposés. 

Si  les  traces  de  ces  plans,  sans  être  parallèles  entre  elles , passaient  toutes  quatre 
par  Je  même  point  de  la  ligne  de  terre,  il  faudrait  encore  recourir  à  l'un  des 
plans  auxiliaires  que  nous  venons  d'employer;  et  nous  engageons  le  lecteur  à 
construire  l'épure  relative  à  ce  cas  particulier. 

30.  Construire  le  point  (ïifiter section  d'une  droite  (AB,  A'B')  avec  un  plan  Fie.    10. 
dmné  PQR . 

Pour  y  parvenir,  il  faut  mener  par  la  droite  donnée,  et  dans  une  direction 
quelconque ,  un  plan  se'cant  ;  construire  l'intersection  de  celui-ci  avec  le 
plan  PQR^  et  comme  cette  ligne  passera  nécessairement  par  le  point  cherché, 
ce  point  $ei*a  déterminé  par  la  rencontre  de  cette  intersection  avec  la  droite 
donnée. 

Adoptons  d^abord  pour  plan  sécant,  le  plan  vertical  qui  projette  la  droite 
donnée  suivant  AB  :  cette  dernière  ligne  sera  elle-même  la  trace  horizontale  de 
ce  plan,  et  sa  trace  verticale  sera  la  droite  C€'  perpendiculaire  sur  la  ligne  de 
terre.  Cela  posé,  le  plan  ACC  coupe  le  plan  donné  PQR'  suivant  une  droite 
qui  est  projetée(n''  27)  sur  Gïy  et  CD;  et  comme  cette  intersection  rencontre  la 
droite  donnée  (A'B%  AB)  au  point  M',  c'est  là  la  projection  verticale  du  point 
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demandé.  La  seconde  projection  de  ce  pointn'est  pas  fournie  immédiatement^ 
parce  qu'ici  les  deux  droites  que  nous  combinons  sont  projetées  Tuneet  Tautre 
suivant  ÂDBC;  mais  on  la  déduira  de  M^  en  abaissant  (n^  10)  la  perpendicu- 
laire M'M  sur  la  ligne  de  terre.  Ainsi  le  point  (M,  M')  est  celui  ou  la  droite 
(AB^  A B) perce  le  plan  PQR'. 

On  peut  aussi  employer  pour  plan  sécant,  le  plan  projetant  de  la  droite  sur 
leplauTertical,  lequel  aura  pour  traces  À'B^  et  B^F  perpendiculaire  à  XY.  Ce 
plan  auxiliaire  A'B'F  coupera  PQR'  suiTant  la  droite  (FG,  B'G'),  qui,  par  sa 
rencontre  arec  AB^  devra  donner  le  même  point  M  déjà  obtenu  par  la  pre- 
mière construction;  ainsi  les  deux  procèdes  employés  simultanément  se  servi- 
ront de  vérifiêiàtion . 

Observons  ici  que  le  plan  donné  PQR'  est  une  grandeur  principale  (n"  15) 
qui  existe  réellement,  et  qui  rend  invisible  la  portion  de  la  droite  (AB,  A^'B^)  si- 
tuée au-dessous  du  point  de  section;  c'est  pourquoi  la  partie  (MB,  M^B^  a  été 
ponQtuée.  Quant  au  prolongement  BC^  il  n'est  regardé  que  comme  une  ligne 
auxiliaire  relative  au  plan  sécant  qui  sert  de  moyen  de  solution. 

31 .  Quoique  les  deux  procédés  employés  n^  50  soient  les  plus  commodes, 
il  sera  bon,  pour  nous  eniercer  à  la  combinaison  des  plans  avec  les  droites,  de 
résoudre  encore  lemème  problème  en  nous  servant  d'un  plan  sécant  quelcon- 
que :  toutefois,  comme  ce  plan  devra  renfermer  la  droile  donnée  (AB,  A^') 

FiG.  IL  dont  les  traces  sont  Bet  C,  il  faudra  faire  passer  par  ces  points  les  traces  du 
plan  sécant  que  nous  adopterons.  Menons  donc  par  le  point  B  la  droite  arbitraire 
SBT,  et  par  les  points  T  et  C  la  droite  C^TV;  ce  seront  là  les  traces  d'un  plan 
auxiliaire  qui  contiendra  la  ligne  (AB,  A'B').  Cela  posé,  les  plans  STV'et  PQR' 
se  coupent  (n*  27)  suivant  la  ligne  (SV,  S'V'):  et  comme  celle-ci  rencontre 
(  AB,  A'B')  en  (M,  M'),  ce  point  est  celui  où  la  droite  donnée  perce  le  plan  PQR': 
mais  il  faudra  s'assurer,  pour  vérifier  les  constructions,  que  la  droite  MM' qui 
réunit  ces  deux  projections,  est  exactement  perpendiculaire  (n**  10)  sur  la  ligne 
de  terre. 

32.  Par  un  point  donné  conduire  une  droite  qui  rencontre  deua  droites  données 
de  position. 

Nous  indiquerons  seulement  la  solution  de  ce  problème,  que  nous  proposons 
ici  au  lecteur  comme  un  exercice  propre  à  le  familiariser  avec  les  méthodes 
précédentes..  Par  le  point  donné  et  la  première  droite  on  conduira  un  premier 
plan,  puis  un  second  parle  même  point  et  la  seconde  droite;  alors,  en  cher- 
chant l'intersection  de  ces  deux  plans,  on  obtiendra  une  droite  qui  satisfera 
évidemment  aux  conditions  énoncées. 
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Oa  peut  aussi  n'employer  que  le  premier  des  plans  dont  nous  Tenons  de 
parler,  puis  chercher  (n*  30)  le  point  où  il  coupe  la  seconde  droite  ;  alors, 
en  joignant  ce  dernier  point  ayec  le  point  donne,  on  obtiendra  une  droite 
qui  résoudra  le  problème. 

Il  n'y  aura  en  général  qu'une  solution,  à  moins  que  les  deux  droites  pro- 
posées ne  se  trouyent  dans  un  même  plan  avec  le  point  donné. 

33.  THioRiHE.  Lorsqu'une  droite  (AB,  A^B^)  est  perpendiculaire  à  un  plan  Fie.   12. 
PQR'  les  projections  de  cette  ligne'  sont  respectivement  perpendiculaires  sur 
les  traces  du  plan. 

En  effet»  le  plan  qui  projette  la  droite  suivant  AB  est,  par  sa  définition,  per- 
pendiculaire au  plan  horizontal  :  il  Test  aussi  au  plan  donné  PQK',  puisqu'il 
passe  par  une  droite  qui  est  supposée  perpendiculaire  à  ce  dernier  ;  donc  ce 
plan  projetant  est  perpendiculaire  à  la  fois  sur  les  deux  autres,  et  par  suite  à 
leur  intersection  qui  est  la  trace  hori2ontale  PQ;  par  conséquent,  cette  trace 
sera  elle-même  perpendiculaire  sur  la  projection  AB ,  qui  se  trouve  dans  le 
plan  projetant.  On  démontrerait,  d'une  manière  toute  semblable,  que  la  trace 
verticale  R'Q  est  perpendiculaire  sur  la  projection  A'B'. 

Réciproquement,  sHesmtvxprofecJions  AB  et  h!^  d'une  droite  sont  respective^ 
msntpeaiipendicsdaires  auœ  traces  PQ  et (^  d'un  plan^  ce  plan  et  la  droite  sont 
perpendiculaires.  Fun  sur  Vautre,  En  effet,  le  plan  projetant  qui  a  pour  trace 
AB  est  évidemment  perpendiculaire  sur  la  droite  PQ^  et  par  suite  au  plan 
PQR'  qui  contient  cette  ligne  :  de  même ,  le  plan  projetant  qui  a  pour  trace 
A'B^  est  perpendiculaire  à  la  droite  QR^^  et  par  suite  au  plan  PQR^  Donc  ce 
dernier  se  trouve  pei^pendiculaire  à  la  fois  sur  les  deux  plans  projetants  ;  et 
dès  lors  il  sera  aussi  perpendiculaire  sur  leur  intersection  qui  n'est  autre 
chose  que  la  droite  donnée  dans  l'espace. 

54.  Obsarvons  toutefois  qiie  ce  théorème  ne  serait  plus  yrai,  s'il  s'agissait  de 
projections  obliques  (n"*  8)  ;  et  d'ailleurs  il  faut  se  garder  de  croire  qu'une  rela- 
tion semblable  existe  entre  deux  droites  qui  sont  perpendiculaires  entre  elles; 
car  lears  projections  orthogonales,  sur  un  même  plan,  ne  formeront  pas  un 
angle  droit,  à  moins  que  l'une  des  lignes  proposées  ne  se  Ivonye  pctrallèle  ulu 
plan  de  projection. 

35.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'unpoint  (A,  A')  à^unplan  donné  PQR^     Pic.   1 2. 

On  abaissera  d'aboixl  du  point  (A,  A')  une  perpendiculaire  indéfinie  sur  le 
fistn^  en  menant  (n^  33)  les  projections  AB  et  A'B'  respectivement  perpendicu* 
iaires  sur  les  traces  PQ  et  QR';  puis,  on  cherchera  le  point  (M ,  M')  où  cette 
droite  rencontre  le  plan,  ce  qui  s'exécutera  comme  au  n?  oO,  dont  tous  les  rai*»- 
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soDiiements  s'appliqueiii  à  la  figure  actudle  oà  nous  atona  d'ailku»  oouaervé 
lea  mêmes  noialions.  Mon  ÀM.  et  A'W!  seront  ëvidemmeQtles  projections  de 
la  plus  courte  distance  deaumdée  ;  et  la  grandeur  absolue:  de.  cette  distance 
s'obtiendra  (n^  1 7)  en  menant  Thorizontale  HM'M''  ëgale  à  AM ,  et  tirant  la 
droite  Â'M"  qui  sera  la  rraie  distance  du  point  au  plan. 

FiG.  13.  36.  Trouver  la.  pluâ  courts  cU9tancB.(runpûint{C^C)  à  un0 droite,  donnéfe 
(AB,  A'B'). 

Menona  d'abord /lar  h^point  (C,  C)  vu  plan  perpendiculaire  à  la  droite  pro^ 
posée;  ses  traces  seront  perpendiculaires  (n^  35)  aux  projections  AB  iet  A'B'; 
et,  pour  déterminer  un  de  leurs  powts,  j'imaginerai  d^ns  ce  plan  -une  horizon-^ 
iale  partant  de  (C,  C).  Cette  droite,  qui  sera  néœssairemeirt  parallèle  à  ta 
trace  horizontale  cherchée,  aura  ponr  projections  CD  perpendioulaire  à  AB, 
et  Cïy  parallèle  à  XY  ;  ainsi,  elle  ira  percer  le.plan  vertical  en  (ÏK  ^)  '  si  donc 
je  mène  D'Q  perpendiculaire  sur  A^B%  etQP  perpendiculaire  sur  AB,.  ce  seront 
les  traces  du  plan' cherché.  Cela  posé,  en  construiaaat  (n^  SO)  le  point  (M,  M'} 
où  ce  plan  rencontre  la  droite  (AB,  A^BO,  et  en  le  joignant  arec  (C  C%  la 
ligne  (CM,  CM')  sera  ëyidemment  contenue  dans  le  plan  D^QP,  et  dès4or» 
«lie  se  trontera  perpendiculaire  sur  (AB,  A'B^  ;  par  conséquent  <^te  -  droite 
(CM,  C^H')  mesurera  la  plus  courte  distance  demandée,  dont  la  grandeur 
absolue  CW  se  déduira  des  projections  CM  et  C'M^par  la  règle  générale 
exposée  no  17. 

Dans  cette  épure,  le  plan  D'QP  n'est  ni  une.  donnée,  m  un  résultat  du  pix>* 
'blême  primitif;  c'est  seulement  un  moyen  deparrenir  à  la  solution  cherchée, 
et  par  ccmséquent  on  devra  marquer  ses  traces  comme  des  lignes  oêunUaires 
(n**  15).  La  même  remarque  s'applique  à  Ia:/^«  14,  dont  nous. allons  donner 
l'explication. 

37 .  Autre  solution.  Faisons  passer  un >  plan  par.  le  point  (C^  C)  «t  par  la  droite 

FiG.  14.  donnée  (AB^A'B');  il  suffira  de  joiodre(C,  C)  avec.  (A,  A"),  iet  de  dwiieber  les 
traces  verticales  des  deux  droites  (AB,  A'B')  et  (AC,  A'C')  :.alorsiB'DiQ)et  QA 
seront  les  traces  du  plan  auxiliaire  dont  nous  veoona  de  parler.  «Cela  ^posé,  ra- 
battons ce  pian  autour  de  Ha  trace  horizon  taie  AQ,  et  supposonsqu'il  entraîne 
avec  lui  la  droite  et  le  point  donnés.  Dans  ce  mouvement  dé  révolution,  lepoint 
(B,  BO  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  BF  perpendiculaire  k  la  «faarmère  AQ  ; 
d'ailleursia  distance  B'Q de  ce  point  au  point  fixe  Q,  restera  invariable;  par 
conséquent,  si  Ton  décrit  avec  le  rayon  QB'  un  arcdecetxleiqui.oempe  BF  en 
B'^iCepoint  sera  le  rabattement  de  (B,  B'),^  ^^  droite  proposée  ainsi  que  la 
trace  QB'  se  trouveront  rabattuea  suivant  AB"  et  QB'"*  De  mèmei  en  tirant 
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les  perpendîcutaîres  Ji&'  el  (X!'  sur  la  charnière  AQ,  oa  "verra  biea  que  la  li^ne 
(ACD,  A'C'D')  se  rabat  suiYant  Aiy%  et  que  le  point  C  se  traosporie  en  C". 
Alors ,  dans  le  plan  horisonf al  où  toutes  les  données  sont  maintenant  rabat- 
tues, sans  que  leurs  positions  respectives  aient  changé^  nous  pourrons  abaisser 
sur  AW'  la  perpendi^sukire  CM'',  et  ce  sera  la  plus  courte  distante  cherchée 
datiê  m mriiabky rondeur.  Ce  résultai  est  fM^dînairenaent  lé  seul  qui  intéres$e  ; 
eependajit ,  si  Ton  veut  aussi  fixer  la  poritiôn  de  la  plus  courte  distance ,  il 
dV  a  qu'àreleyer  lôvi  le  système  :  le  point  M*"  se  ramènera  en  M  par  une  per- 
pendiculaire sur  la  charnière  AQ,  et  la  projection  ^verticale  H' s'en  déduira 
(n''  10);  de  sorte  qu'enfin  la  distance  en  question  sera  projetée  sur  CM 
et  CM'. 

38«  Ce  mcKle  de  solution  serait  indispensable,  si  Ton  avait  voulu  trouver 
ntr  la  draiie{AS^  A'B')  un  point  quifUi  dùiant  de  (C,  CO  d*unB  quanitte  donnée 
i.  Car  ^  après  avoir  rabattu  comme  ci**dessus  la  droile  et  le  point  doanés  sui- 
lant  AB"  et  C\  on  déerireit  avec  un  rayon  C'-N"  «=»  ^  un  arc  de  cercle  qui 
couperait  AB''  en  N'%  et  ee  serait  là  le  point  demandé  en  rabattement  :  puis, 
en  relevant  tout  le  système  autour  de  la  charnière  AQ«  le  point  N''  se  rame* 
oeratt  eu  N,  et  aurait  pour  ses  deux  projections  N  et  N^  On  sent  bien  qu'il  y 
aura  généralement  une  secoiMie  solution  ,  puisque  l'arc  décrit  avec  le  rayon 
^ceupera  ordinairement  la  droite  AB/f  endeux  points  N"  et  n'^ 

'  39.  Trouver  le» angles  que  forme  un  plan  donné  PQR^avee  les  deuss  plans  Fig.   15. 
de  projection . 

On  sait  que,  pour  mesurer  rindinaison  de  deux  plans,  il  suffit  de  les 
couper  par  un  troisième  plan  qui  soit  perpendiculaire  à  leur  intersection ,  et 
que  les  deux  droites  tracées  par  ce  plan  sécant ,  forment  entre  elles  un  angle 
qui  exprime  l'inclinaison  cherchée.  D'après  cela ,  coupons  le  plan  PQB'  et  le 
plan  horizontal  par  un  plan  qui  soit  perpendiculaire  à  la  trace  PQ.  Ce  plan  sé- 
cant qui  fiera  vertical,  aura  pour  traces  une  ligne  AD  perpendiculaire  à  PQ^ 
et  la  verticale  DP'  :  par  eonséquentt  il  coupera  le  plan  donné  suivant  une 
droite  qui ,  dans  l'espace,  reunirait  le  point  A  avec  IV,  et  serait  Fhypoténuse 
d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  AD  et  DD^  Si  donc  on  fait  tourner 
ce  triangle  autour  de  DD^  pour  le  rabattre  sur  le  plan  vertical ,  il  deviendra 
D'A^'D  et  Tangle  de  même  nom  mesurera  l'inclinaison  du  plan  PQR'  sur  le  plan 
horizontal. 

Pour  obtenir  Tangle  du  plan  PQR'  avec  le  plan  vertical,  on  les  coupera  par 
un  plan  CD0'  perpendiculaire  à  la  trace  verticale  Ç^\  et  cela  lour/oira  un 
triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  CD  et  DB';  par  conséquent  ce  triangle. 
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après  avoir  été  rabattu  autour  de  CD ,  deviendra  DB'^C  dans  lequel  l'angle 
B"  exprimera  rinclinaison  demandée  (*). 

40.  Par  un  point  cUmné ,  mener  un  plan  qui  fasse  un  anglç  a  avec  le  plan 
horizontal^  et  un  angle  S  avec  le  plan  vertical. 

Ff G .  15.  Observons  d'abord  que,  dans  le  problème  précèdent,  les  deux  plans  sécants 
D'D  A.  et  B'DC  devaient  se  couper  eux-mêmes  suivant  une  droite  perpendicu- 
laire au  plan  PQR\  et  qui  mesurait  la  plus  courte  distance  de  ce  plan  au  point 
D  de  la  lig^ne  de  terre.  D'ailleurs  ,  comme  cette  perpendiculaire^  rabattue  tour 
à  tour  avec  les  deux  triang^les^  se  trouve  évidemment  représentée  par  les  droites 
DF  et  Df  menées  à  angle  droit  sur  les  hypoténuses ,  il  s'ensuit  que ,  quel  que 
soit  le  plan  PQR',  on  doit  avoir  la  relation  DF  =  Df.  Cela  posé ,  si ,  sans  con- 
naître le  plan  PQR'  que  nous  supposerons  avoir  sur  les  plans  fixes  les  incli- 
naisons a  et  ê,  on  construit  à  volonté  sur  la  ligne  de  terre  un  triangle  rectangle 
D'DÂ''  dans  lequel  langle  A''  soit  égal  à  a  ;  puis ,  qu'avec  la  perpendiculaire 
DF  on  décriye  un  arc  de  cercle ,  et  qu'on  lui  mène  une  tangente  B"/  C  qui 
fasse  l'angle  B"  égala  S;  cette  tangente  (**)  déterminera,  par  sa  rencontre  avec 
le  prolongement  de  la  verticale  DD,  un  point  C  de  la  trace  du  plan  PQR'. 
Alors  f  en  tirant  la  droite  CQ  tangente  à  l'arc  de  cercle  décrit  avec  le  rayon 
DA",  puis  joignant  les  points  Q  et  D,  on  obtiendra  les  traces  d'un  plan  CQD' 
qui  aura  sur  les  plans  fixes  les  inclinaisons  a  et  ^;  ensuite  pour  résoudre  le  pro- 
blème primitif  9  il  restera  à  conduire  par  le  point  donné  un  plan  parallèle  à 
CQD'  (n^  23). 

FiG.   16.      41.  Construire  Vangle  compris  entre  deua  plans  donnés  PQR'  et  PSR'. 

Il  faut,  comme  nous  l'avons  dit  précédemment,  couper  ces  deux  plans  par 


(*)  Dans  certains  arts^  on  définit  scavent  un  plan  par  sa  trace  horizontale  PQ  et  par  son 
inclinaison  «  sur  le  plan  horizontal.  Avec  ces  données,  il  est  toujours  facile  de  trouver  sa  trace 
verticale  au  moyen  du  plan  de  profil  AD  perpendiculaire  à  PQ,  et  qui  contient  Tangle  «  ^  car^ 
en  rabattant  AD  suivant  A'^D  et  formant  Tangle  DA'^  D/  s».  «,  le  côté  A''D'  prolongé  ira  cou- 
per la  verticale  DD'  au  point  D'  par  lequel  on  doit  mener  la  tri^oe  QDH.  Quelquefois  même 
on  évite  d'employer  le  plan  vertical  de  projection,  et  Ton  rabat  le  profil  autour  de  AD  en  for- 
mant rangle.DA<^=  «,  ce  qui  représente  d'une  manière  suffisamment  elaire  la  position  du 
plan  proposé,  et  permet  d'en  déduire  les  conséquences  dont  on  a  besoin.  Au  fond,  le  plan 
du  profil  tient  lieu  du  plan  vertical  de  projection. 

(**)  Comme  il  est  évident  que  Tangle  CD/œ  B''  =  C ,  on  pourra ,  au  lieu  de  mener  celle 
tangente,  construire  le  triangle  recUngle  CD/ sur  la  base  DF;  puis,  rapporter  son  hypoté- 
nuse de  D  en  C  sur  le  prolongement  de  la  verticale  D'D. 
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un  troisième  qui  soit  perpendiculaire  à  leuriotersection.  Or  celle  droite,  pro- 
jetée (a"*  27)  suivant  PR  et  P'R',  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
ayant  pour  càtës  PR  et  RR',  et  qui,  rabattu  sur  le  plan  horizontal,  deviendra 
PRR''.  Si  donc,  par  un  point  arbitraire  A'^  de  cette  hypoténuse ,  je  lui  mène 
une  perpendiculaire  A''B,  et  qu'ensuite  je  relève  le  triangle  R''RP  dans  lasitua- 
tion  verticale  PR,  il  est  évident  qu^alors  la  ligne  A''B  se  trouyera  dans  le  plan 
sécant  que  je  dois  mener  perpendiculairement  à  Tintersection  par  ce  point  A"; 
puis,  comme  A"B  ira  percer  le  plan  horizontal  en  B,  la  droite  CBD  perpendi- 
culaire à  la  projection  PR,  sera  (n^  33)  la  trace  horizontale  de  ce  plan  sécant. 
Maintenant,  on  doit  Yoir  que  ce  dernier  plan  coupera  les  plans  proposés  sui- 
vant deux  droites  partant  du  point  A''  relevé,  et  qui,  aboutissant  en  G  et  D, 
formeront  un  triangle  dont  la  base  sera  CD,  et  dont  Tangle  au  sommet  A''  sera 
celui  que  Ton  cherche  ;  ainsi,  il  ne  s'agit  plus  que  de  construire  ce  triangle. 
Or  sa  hauteur  est  précisément  A"B,  puisque  cette  droite  relevée  se  trouve  dans 
le  plan  yertical  RPqui  est  perpendiculaire  sur  labase  CD;  d'ailleurs,  si  l'on  rabat 
ce  triangle  autour  de  CD  comme  charnière,  le  sommet  A''  ne  sortira  pas  du 
plan  vertical  PR  perpendiculaire  à  cette  charnière  :  donc,  en  portant  sur  PR 
la  distance  BA=BA'',  on  obtiendra  CAD  pour  le  triangle  demandé^  et  l'angle 
de  même  nom  mesurera  l'inclinaison  des  plans  PQR'  et  PSR'. 

On  aurait  pu  rabattre  sur  le  plan  vertical,  l'intersection  des  plans  proposés; 
cette  droite  eût  été  représentée  par  R'P'',et  en  lui  menant  une  perpendiculaire 
A'BcIont  le  pied  B^  devrait  être  rapporté  en  B,  on  en  aurait  fait  le  même  usage 
que  ciniessus. 

42.  Lorsque  les  pians  proposes  ont  leurs  traces  parallèles  sur  un  seul  des  Fig.  17. 
deux  plans  de  projection,  comme  R'QP  et  R'ST,  la  construction  précédente 
exige  une  légère  modification  qui  rend  même  la  solution  plus  simple;  car  on 
sait  (n^28)  qu'alors  l'intersection  est  la  droite  horizontale  (R'V',Ry)  parallèle 
aux  traces  horizontales.  Par  conséquent,  si  l'on  mène  un  plan  vertical  R'RC 
perpendiculaire  à  cette  intersection,  il  coupera  les  plans  proposés  suivant 
deux  droites  qui  formeront  avec  CD  un  triangle  ayant  pour  sommet  le  pointR', 
et  pour  hauteur  la  verticale  RU  :  de  sorte  qu'en  rabattant  ce  triangle  sur  le  plan 
horizontal  autour  de  sa  base  CD,  le  sommet  R'  viendra  enR'/etrangleCR'D 
sera  la  mesure  de  l'inclinaison  des  plans  proposés. 

Enfin,  si  les  traces  étaient  toutes  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  comme  dans 
la  fiy.  9,  on  couperait  les  plans  donnés  parle  plan  de  profil  ZXV  déjà  employé 
o!^^  ;  et  par  le  rabattement  dont  nous  nous  sommes  servis  dansée  numéro^ 
OQ  obtiendrait  l'angle  PA'T  pour  l'inclinaison  des  plans  en  question. 
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FiG.  18       43.  Trouva  tangh de  demdr^t^dmnée${Kh^k'V)et{9^^^ 

On  entend  par  Taiigle  de  deux  droîle»,  qui  aauTent  neae  rencontrent  pas, 
l'augrle  que  eompreadrait  efitre  elle»  ^ux  droites  re&peetWemeiit  paraltèles 
aux  pi^emières^  et  qiii  seraient  menées  par  un  même  point  de  l'espace:  corn» 
mef>çons  donc  par  exaiiHiier  si  les  ligues  propodées  se  coupent.  Or ,  si  elles 
ont  un  point  commun,  on  voit  bien  qu'il  derra  être,  projeté. horizoutalemeut 
en  B  et  verticalement  en /i'  :  mais,  pour  que  ces  poînts-làfuesent  les  projections 
d'un  n^éme  point  de  l'espace,  il  faudrait  (n*19)  que  la  droite  B6' se  trouvât 
perpendiculaire  à  la  ligtie  do  terre,  condition  qui  n'est  pas  remplie  ici  ;  par 
conséquent  les  droites  proposées  ne  se  coupent  pas.  Alors,  nous  allons  mener 
une  parallèle  à  la  ligne  (BC,  Vc')  par  un  point  quelconque  de  Tautre  droite,  et 
pour  simplifier,  nous  choisirons  le  pointqui  est  projeté  en:  6^efiB\  Cette  paral- 
lèle aura  ainsi  pour  projection  horizontale  la  droite  BCadéjà  donnée,  et  pour 
projection  verticale  la  ligne  B'C  parallèle  iil/c  ;  desorteque  le  problème  sera 
réduit  à  trouver  Tangleformé  par  les  deux  droites  (AB,  A'B')  et  (BC,  B'C'),  que 
nous  regarderons  comme  des  données  immédiates  de  la  questi<Hi. 

En  construisant  les  traces  horizontales  A  et  C  de  ces  droites,  la  ligne  AC 
sera  la  base  d'un  triangle  ayant  pour  sommet  le  point  (ByB')  où  se  coupent  les 
droites  proposées,  et  dont  Tangle  au  sommet  sera  celui  que  Ton  cherche.  Or  la 
hauteur  de  ce  triangle  est  évidemment  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
qui  aurait  pour  base  la  perpendiculaire  BH  abaissée  sur  AG,  et  pour  hauteur 
la  verticale  qui  projette  le  sommet  en  B,  laquelle  est  égale  à  B'K  ;  par  consé- 
quent, si  Ton  prend  KH''=BH,  et  que  l'on  tire  BH',  cette  droite  sera  la  hau- 
teur du  triangle  primitif.  Maintenant,  si  l'on  rabat  ce  dernier  sur  le  plan  hori- 
zontal autour  de  sa  base  AC,  le  sommet  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  HB 
perpendiculaire  à  cette  base;  donc,  en  portant  la  hauteur  B'H"  de  H  enB^^  le 
triangle  cherché  se  trouvera  rabattu  suivant  AB^C^  et  l'angle  de  même  nom 
sera  celui  que  formait  dans  l'espace  les  deux  droites  (A6,  A^B^)  et(BC,  B'C). 

44.  Lorsqu'une  de  ces  droites,  par  exemple  la  seconde,  sera  parallèle  au 
plan  horizontal,  le  triangle  dont  nous  nous  sommes  servis  n'existera  plus; 
mais  la  trace  liorizoatale  du  plandesdeux  droites  proposées,  qui  était  AC  dans 
le  cas  général,  deviendra  alors  une  parallèle  à  BG  menée  par  le  point  A  :  de 
sorte  qu'en  rabattant,  comme  cî«<lessus,  ce  plan  autour  de  sa  trace,  on  obtien- 
dia  encore  l'angle  demandé. 

Nous  ne  parlerons  pas  du  cas  où  les  droites  seraient  toutes  deux  parallèles 
au  plaa  horizontal,  puisque  alors  l'angle  qu'elles  formeraient  dans  l'espace  serait 
égal  à  celui  que  comprendraient  leurs  projectio&s. 
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45.  Si  Ton  propMait  de  diviser  en  deutP parties  éffales  Fangiede^leua  droites  Pic*  18- 
qui  se  coupent*  on  opérerait  celte  dévisioa  après  avoir  rabattu  cet  ^n^e  «ur  le 

plan  horizontal;  puis,  on  relèverait  Tangle  AB'-C  et  la  droite  bissectrice,  en 
observant  que  le  peint  où  cette  deroiière  ligne -va  couper  la  trace  horizon- 
tale ACdu  plan  des  droites  donnëeSi  demeure  ifismolttle  pendant  ce  nsKHi ve- 
inent de  rotation.  Nc^us  conseillons  au  lecteur  de  s^exeroer  sur  les  opérations 
indiquées  dans  les  u""  44  et  45* 

46.  Trouver  V angle  formé  par  une  draiie  (AB,  A'Br')avee  un  plan  PQR'.      Fie.  19. 
L'angle  d'une  droite  avec  un  planéeraitunequantitéiodéterminée, si  Ion 

De  oonvenait  pas  d'entendre  par-là  ïanghq^^  formeia  dr^e  proposée  avec  sa 
projection  crthogonak  sur  leplan;  et  ce  ch^x  est  fondé  sur  ^  qiie  ce  dernier 
angle  est  évidemoient  le  fins  petit  de  tous  ceux  que  /ait  la  droite  avec  les  di*r 
verses  ligues  tracées  par  s<m  pied  dans  le  plan  en  question»  U  suit  de  là  que,, 
si  l'on  abaisse  d'un  point  de  cette  droite  une  perpendiculaire  sur  le  pian  pro- 
posé^ Tangle  compris  entre  cette  perpendiculaire  et  la  droileprinùlive,  setrou*- 
vera  le  oomplémont  de  celui  que  Ion  veut  obtenir  et  suffira  pour  eu  déduire  ce 
dernier. 

Menons  donc  par  le  point  (B,  B')  choisi  arbitrairement  «sur  la  droite  donnée, 
une  perpendiculaire  (BC,  WC)  au  plan  PQRs  P^^^t  construisons  langle  formé 
par  les  deux  droites  ( AB,  AR")  et  (BC ,  h'C),  ^  api^iquant  ici  la  méthocte 
du  n*  43,  ou  verra  qu'il  faut  abaisser  la  perpendiculaire  BH  sur  AC,  prendre 
Kfl"»BH,  et  poKer  l'hypoténuse  EW  de  H  en  B'  ;  alors  ABXsera  l'angle 
des  deux  droites.  Ensuite^  on  en  construira  le  complément^  en  traçant  la  droite 
B"D  perpendioulaire  sur  CB";  et  enfin  ÂB^'D  sera  l'angle  formé  paria  droite 
(AB,  AB')  avec  leplanPQR'. 

47.  La  même  méthode  peut  servir  à  trouver  rofijr/e  d'vne  droite  aveo'kplan 
horizontal  ou  avec  le  plan  vertical;  seulement,  les  constructions  précédentes 
^prouveroiitdes  sinipti£cations  que  l'on  apercevra  aisément;  D'ailleurs,  onar* 
rive  à  ces  résultats  d'une  manière  encore  plus  prompte,  en  observant  que 
d'apràs  la -définition  du  a®  46,  ces  angles  sont  précisément  ceux  que  forme  la 
droite  avec  ses  deux  projections;  ainsi ^  en  rabattant  la  droite  sur  un  des  plans 
fixes  ,  comme  an  n**  17,  on  verra  que  l'angle  ABA'^  est  l'inclinaison  de  la 
droite  (AB,  A'B^)  sur  sa  projection  AB,  ou  sur  le  plan  horizontal. 

48*  Construirela  position  et  la  grandeur  de  la  ligne  qui  mesure  laplus  courte 
Ostanee  entre  deua  droites  iwn  situées  dans  un  fnéme  pian. 

Oo  sait  quQ,  dans  l'espace,  deux  droites  peuvent  ne  pas  se  rencontrer,  sans 
être  parallèles^  alors  il  y  a  lieu  de  chercher,  parmi  toutes  les  lignes  qui  réunis- 
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sent  deux  quelconques  de  leurs  points,  quelle  est  la  plus  courte;  mais,  afin  de 
feire  mieux  saisir  la  série  d'opérations  à  effectuer  pour  résoudre  ce  problème, 
FiG.  20.  nous  allons  d'abord  les  indiquer  sur  une  figure  en  perspective,  où  AB  et  CD 
représenteront  les  deux  droites  proposées.  Si,  par  un  point  quelconque  B  de 
la  première ,  nous  menons  une  droite  B£  parallèle  à  CD,  et  que  nous  imagi- 
nions le  plan  ABE,  ce  plan  se  trouvera  lui-même  paraMèle  à  la  ligneCD;  ainsi,  en 
abaissant  d'un  point  de  cette  dernière  une  perpendiculaire  DF  sur  le  plan  ABE, 
la  distance  cherchée  ne  êaurait  être  moindre  que  DF.  Mais  pour  faire  voir  qu'une 
droite  égale  à  DF  peut  effectivement  réunir  deux  points  des  lignes  proposées, 
menons  parle  pied  F  de  cette  perpendiculaire  une  parallèle  FG  à  CD;  cette 
ligne  FG  rencontrera  nécessairement  AB  en  un  certain  point  G,  sans  quoi  AB 
serait  parallèle  à  CD,  ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse  admise.  Or,  si  du 
point  G  nous  élevons  la  perpendiculaire  GH  sur  le  plan  ABE,  elle  se  trouvera 
évidemment  contenue  dans  le  plan  CDFG  déjà  perpendiculaire  sur  ABE,  et 
par  conséquent  GH  rencontrera  CD.  Cette  ligne  GH,  égale  et  parallèle  à  DF, 
mesurera  donc  la  plus  courte  distance  des  droites  ABet  CD;  et  Ton  voit  qu'elle 
se  trouvera  perpendiculaire  à  toutes  deuœ  en  même  temps,  puisqu'elle  Test  sur 
le  plan  ABE  parallèle  à  ces  droites. 

Pour  confirmer  à  posteriori  la  première  de  ces  deux  conséquences^  il  suffit 
d'observer  qu'en  joignant  deux  points  quelconques  m  et  n  des  lignes  proposées, 
la  droite  9nn  sortira  du  plan  CDFG^  toutes  les  fois  que  le  point  n  sera  différent 
de  G;  dès  lors  mn  sera  une  oblique  par  rapport  au  plan  ABE,  et  conséquem- 
ment  elle  sera  plus  longue  que  la  perpendiculaire  m/>  qui  égale  GH.  Quantau 
cas  où  le  point  n  coïnciderait  avec  G^  la  droite  mG  serait  oblique  par  rapport 
à  CD,  et  par  conséquent  plus  longue  que  la  perpendiculaire  GH,  qui  demeure 
ainsi  la  plus  courte  de  toutes  les  lignes  qui  peuvent  réunir  deux  points  quel- 
conques des  droites  proposées. 

49.  Réalisons  maintenant  les  constructions  que  nous  n'avons  feit  qu'indi- 
quer ci^dessus,  et  l'on  reconnaîtra  (comme  nous  l'avons  annoncé  n9  S)  la  diffé- 
rence essentielle  qui  existe  entre  les  procédés  vagues  de  la  Géométrie  ordinaire 
et  les  méthodes  précises  par  lesquelles  la  Géométrie  descriptiveobtient  des  ré- 
sultats complé($ment  déterminés^  pour  la  solution  des  problèmes  relatifs  aux 
trois  dimensions  de  l'espace. 
FiG.  2i,  Soient  donc  (AB,  A'B'),  et  (CD,  C'DO  les  deux  droites  données  :  on  s'assure 
qu'elles  ne  se  trouvent  pas  dans  un  même  plan,  en  remarquant  d'abord  qu'elles 
ne  sont  point  parallèles,  et  qu'ensuite  les  points  où  leurs  projections  verticales 
et  horizontales  se  coupent ,  ne  sont  pas  situés  (n*'  43)  sur  la  même  perpendi- 
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culaire  à  la  \iQt^  de  terre.  Ceia  posé,  choisissons  le  point  (B^  B')  de  la  preiâière 
droite  pour  mener  une  parallèle  (BË,  B^ËO  à  la  seconde  ,  et  construisons  les 
traces  Â£Q  et  QB'  du  plan  qui  contiendrait  les  lignes  (A!B,  â'B')  et  (BË,  B'E']; 
puiS|  abaissons  d'un  point  (D,  îï)  de  la  deuxième  droite,  une  perpendiculaire 
(DF,  D-F')  sur  ^e  plan  AQB',  et  cherchons  (n°  30),  au  moyen  du  plan  proje- 
tant DRR'^  le  point  (F,  F')  où  celte  perpendiculaire  rencontre  le  plan  AQB'. 
Maintenant  il  faudra  mener  par  le  pied  (F,  F^),  et  parallèlement  à  (CD,  CD'), 
uoe  droite  (FG,  F'G')  qui  devra  nécessairement  (n*  48)  couper  (AB,  A'BO;  par 
conséquent  les  deux  points  G  et  G' devront  être  Bur  une  même  perpendicu- 
laire à  la  ligne  de  terre.  Ensuite,  du  point  (G,  G')  nous  mènerons  parallèle- 
ment à  (l>F,  D'F')  la  ligne  (GH,  G  H');  et  comâie  elle  doit  aussi  rencontrer  la 
droite  (CD,  CD'),  il  faudra  encore  que  H  et  H'  se  correspondent  sur  une  même 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Alors  GH  et  G'fl'  seront  les  projections  de 
la  plus  courte  distance  demandée  ;  puis,  pour  en  obtenir  la  grandeur  absolue, 
on  prendra  (n**  1 7)  sur  l'horizonlale  menée  par  le  point  G',une  partie  KG"=^GH, 
et  Ion  tirera  la  droite  CH^qui  sera  enfin  la  vraie  longueur  de  la  distance  en 
question. 

50.  On  pourrait  encore  résoudre  le  même  problème,  en  cherchant  l'inter- 
section de  deux  plans  perpendiculaires  à  AQB",  et  passant  Tun  par  la  droite 
(KB,  k!W)f  l'autre  par  la  droite  (CD,  CD'].  D'ailleurs  ces  plans  se  détermineraient 
en  abaissant  une  perpendiculaire  sur  ÂQB'  par  un  point  de  chacune  des  droites 
proposées  ;  mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'exécuter  ces  constructions. 

51.  Si  les  deux  droites  proposées  étaient  parallèles  entre  elles,  leur  distance 
serait  partout  la  même,  et  pour  l'obtenir,  il  suffirait  de  chercher  la  plus  courte 
distance  de  la  première  droite  à  un  point  de  la  deujptème^  par  exemple,  à  la  trace 
horizontale  de  celle-ci  ;  or  c'est  là  un  problème  dont  nous  avons  donné  la  solu- 
tion dans  les  n^  56  et  37. 

Les  diverses  questions  que  nous  veuons  de  parcourir,  renferment  tous  les 
éléments  nécessaires  pour  résoudre  les  problèmes  où  il  n'y  aura  à  combiner 
que  des  droites  avec  des  plans,  et  l'on  en  trouvera  des  applications  utiles  dans 
le  chapitre  suivant.  Ici,  nous  ferons  seulement  observer  qu'étant  données  les 
projections  de  tous  les  sommets  d'un  polyèdre,  on  saura  déterminer  la  position 
et  la  longueur  de  chacune  de  ses  arêtes,  l'inclinaison  de  chaqueface  sur  le  plan 
horizontal  ou  l'angle  de  deux  faces  entre  elles;  on  pourra  aussi  construire  en 
rabattement,  et  dans  ses  vraies  dimensions,  le  polygone  qui  forme  une  quel- 
conque de  ces  faces,  puis  trouver  la  section  que  produirait  dans  le  polyèdre  un 
plan  dont  la  position  serait  assignée.  Réciproquement,  si  la  situation  du  polyè- 
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dre  est  définie  par  d'autres  conditions  en  nombre  suffisant,  on  pourra  en  con- 
clure ses  deux  projections  :  mais,  comme  les  procédés  yarieront  nécessaire- 
ment avec  le  choix  des  données,  nous  ne  citerons  qu'un  exemple  qui  suffira 
pour  indiquer  la  marche  à  suivre  dans  d  autres  cas. 
FiG.  22.  52.  Un  parallélipipèclerecUzngle  repose^  par  sa  base,  sur  un  plan  qui  estincUné 
à  r  horizon  d'une  quantité  (ù^  et  qui  a  pour  trace  horizontale  PQ;  une  des  arêtes  de 
cette  base  est  projetée  horizontalement  suivant  A6,  tandis  que  les  deuûa  autres 
arêtes  contigués  avec  celle^là^  ont  des  longueurs  données  V  et  X'  :  on  demande  de 
construire  les  projections  horizontale  et  verticale  cfe  ce  corps. 

Par  le  sommet  B,  imaginons  un  plan  de  profil  PRR'  perpendiculaire  à  la 
trace  PQ  :  il  coupera  le  plan  donné  suivant  une  droite  qui  formera  avec  PR 
langle  o)  ;  par  conséquent»  si  Ton  rabat  ce  profil  autour  de  pR ,  et  que  Ion  cons- 
truise  Fangle  RPR"=«^  puis  que  l'on  ramène  le  point  R"  sur  la  verticale  RR', 
la  droite  R'Q  sera  (n**  59)  la  trace  verticale  du  plan  donné  où  repose  la  base  du 
parallélipipède.  D  ailleurs,  si  nous  rabattons  ce  dernier  plan  au  tour  dePQ,  le 
point  projeté  en  B  et  qui  est  situé  en  B"  sur  le  profil ,  se  transportera  évidem- 
ment en  6;  de  sorte  que  kb  sera  le  rabattement  et  la  vraie  longueur  deTarèle 
projetée  en  AB  sur  le  plan  horizontal.  Alors,  en  tirant  la  droite  kd  égale  hl  et 
perpendiculaire  sur  kb^  on  obtiendra  deux  des  côtés  de  la  base  rabattue;  puis, 
en  relevant  cette  face,  on  verra  aisément  que  ces  deux  côtés  sont  projetés  sui- 
vant AB  et  AD,  et  le  parallélogramme  ABCD  sera  la  projection  horizontale  de 
la  base  du  parallélipipède.  Cela  posé,  l'arête  perpendiculaire  à  cette  base  et  qui 
part  de  Tangle  B,  est  projetée  horizontalement  (n^  33)  sur  la  droite  indéfinie  BP 
perpendiculaire  à  PQ;  tandis  que  sur  le  profil,  cette  arête  est  représentée  dans 
sa  véritable  grandeur  par  la  ligne  B'T''  égale  à  l"  et  menée  à  angle  droit  sur  PR"; 
par  conséquent,  si  l'on  projette  Textrémité  F''  en  F,  BF  sera  la  projection  hori- 
zontale de  Tarèteen  question  :  puis,  en  formant  le  parallélogramme  ABFE,  et 
achevant  les  autres  faces  par  le  moyen  de  diverses  parallèles,  on  obtiendra  aisé- 
ment la  projection  complète  ABCDHEFG  de  tout  le  corps  sur  le  plan  horizontal. 

Quant  à  l'autre  projection ,  on  observera  que  les  côtés  AD  et  CD  se  trouvent 
dans  le  plan  PQR\  et  qu'ainsi  (n^  25)  leurs  projections  verticales  sont  A^K'  et 
M'N'qui,  par  leur  rencontre,  déterminent  le  point  D',  projection  verticale  de 
langle  D  (*).  Si,  déplus,  on  projette  le  sommet  G  en  C  sur  M'N'^  on  pourra 


i^)  On  pourrait  aussi  trouver  les  points  D',  C^,  B^,  d'après  leurs  projections  horizontales  et 
leurs  hauteurs  au-dessus  de  la  ligne  de  terre ^  car  ces  hauteurs  seraient  fournies  par  le 
profil,  où  les  points  en  question  sont  projetés  tous  sur  la  droite  PR'^ 
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acheyer  le  parallélogramme  A'D'CB'  ;  et  après  avoir  mené  par  les  quatre  an- 
gles de  cette  base,  des  perpendiculaires  à  la  trace  QR' ,  il  suffira  de  projeter  sur 
ces  droites  indéfinies  les  points  E,  F^  G,  H,  enE ,  F\  G^,  H',  ce  quidailleurs  de- 
tra  fournir  des  droites  respectivement  parallèles  aux  côtés  de  la  base  inférieure 
A'B'CD'. 

II  restera  enfin  à  discerner  quelles  sont  les  arêtes  visibles  sur  chacun  des 
plans  de  projection,  en  observant  les  règles  établies  a^*  1 5  et  1 6;  et  Ton  devra  se 
rappeler  que  le  point  de  vue  étant  di£Ferent  pour  le  plan  vertical  et  pour  le 
plan  horizontal  (n*  16)  une  même  arête,  telle  qu'ici,(AD,  A'D'),  peut  être  visible 
sur  un  des  plans  et  invisible  sur  l'autre. 


CHAPITRE  III. 

Résolution  de  T angle  îrièdre. 

53.  Dans  un  angle  solide  a  trois  faces  SABC^  le  sommet  offre  trois  angles  f,^    ^3. 
p/an#et  trois  angles  dièdres  :  les  premiers  sont  les  angles  recti lignes  formés  par 

les  arêtes  entre  elles ,  les  autres  sopt  les  inclinaisons  mutuelles  des  faces.  De  ces 
six  angles,  trois  quelconques  étant  donnés,  il  s'agit  de  trouver  les  autres,  ce  qui 
oSrt  six  problèmes  distincts;  car,  en  désignant  par  A,  B,C  les  angles  dièdres 
qui  ont  respectivement  pour  arêtes  SA,  SB,  SC,  et  par  a,  6^  y  les  angles  plans 
(m  faces  qui  sont  opposés  à  ces  angles  dièdres,  on  peut  donner  : 

]  *  Les  trois  faces  ou  angles  plans a,  6^  y 

â*  Deux  faces  et  l'angle  dièdre  compris âc,  6>  G 

3*  Deux  faces  et  l'angle  dièdre  opposé  à  l'une  d'elles.     .  a,  ^,  B 

4*  Deux  angles  dièdres  et  une  des  faces  opposées.     .     .  A,  B,  6 

5*  Deux  angles  dièdres  et  la  face  comprise.     .     .     .     .  A,  B,  / 

6*  Les  trois  angles  dièdres A,  B,  G 

Ce  sont  là  évidemment  les  seules  combinaisons  vraiment  distinctes;  et  même 
les  trois  derniers  cas  peuvent  se  ramener  aux  trois  autres  par  le  secours  d'un 
angle  trièdre  supplémentaire. 

54.  D'un  point  quelconque  S'  pris  dans  l'intérieur  de  l'angle  solide  S,  abais- 
sons une  perpendiculaire  sur  chacune  de  ses  faces;  et  pour  fixer  les  idées,  r^ 
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(^^ardons  le  plap  BSC  comocie  horizontal,  et  l'arête  Sa  comme  située  au-dessus 
de  ce  plaDii  Noua  formerons  ainsi  un  second  angle  trièdreS^  ayant  pour  arêtes 
la  verticale  S^A^,  avec  les.deux droites  S^B^,  S'C',  respectivement  perpendiculai- 
re&sur  les.faces  ASC,  ASB  ;  et  ce  nouvel  angle  solide  est  dit  supplémentaire  du 
premier,  parce  que  les  faces  et  les  angles  dièdres  de  l'un  sont  les  suppléments 
des  apgles  dièdres  et  des  foces  de  l'autre*  Mais^,  avant,  de  démontrer  ces  rela- 
tions réciproques,  obsei^vons^qu'il  n'est  pas  indifférent,.pour  former  le  nouvel 
angle  solide,  d'abaisser  les. perpendiculaires  de  tel  ou  tel  point  de  l'espace;  car 
trois  droites  ou  trois  plans  qui  se  coupent  en  un  même  point  S^^  et  qui  sont  pro* 
longés  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  déterminent  toujours  huit  angles  trié- 
dres  différents,  parmi  lesquels  il  n'y  en  a  que  deux  (  symétriques  l'un  de  Tautre 
et  opposés  par  le  sommet)  qui  soient  vraiment  supplémentairesde  l'angle  donné 
SABG.  Aussi,  pour  ne  pas  commettre  d'erreur  dans  la  manière  de  prolonger 
les  perpendiculaires^  nous  avons  i^commandè  de  les  abaisser  sur  les  faces,  à 
partir  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  de  l'angle  solide  proposé;  ensuite  on 
pourra  transporter  où  l'on  voudra  dans  l'espace,  l'angle  S^  ainsi  formé. 

55.  Cela  posé,  en  désignant  par  A',  B%  C\  les  angles  dièdres  compris  entre 
les  faces  qui  se  coupent  suivant  S'A',  S'B\S'0,  et  par  ce^&^  y  les  fcices  opposées 
à  ce3  arêtes,  on  voit  que  le  plan  A^S'B' ,  perpendiculaire  aux  deux  faces  BSC, 
ASC,  les  coupera  suivant  deux  droites  A'E,  B'E ,  qui  seront  elles-mêmes  perpen. 
diculaires  sur  SG;  et  par  conséquent  l'angle  A'EB'  sera  la  mesure  de  l'angle 
dièdre  C.  Or  le  quadrilatère  plan  S'A'EB'  a  deux  de  ses  angles  qui  sont  évi- 
demment droits,  savoir  :  A^  et  B'  ;  donc  les  deux  autres,  sont  supplémentaires , 
et  l'on  a 

A'S»'-|-A'EB/=:rl80%.oubien /+C«180^ 

on  prouvera:  de  mQme  que S'-j-B^lSO*, 

«+A=180S 

en  considérant  les  quadrilatères  S'A,'DC'  etSX^FB:  formés  par  l^s  sections  que 
produisent  les  faces  A'S'C  et  B'S'C  dans  l'angle  solide  S.  Doncfe*  faceMd^V an- 
gle solide  S' sont  bien  les  suppléments  des  angles  dièdres  de  S* 

56.  Maintenante  considérons  les  angles  dièdres  de  S';  les  deux  faces  &S'A' 
et  CS'A'  coupent  le  p^n  BSC  auquel  chacune  est  perpendiculaire^  suivant  les 
droites  A'E  et  A'D  ;  donc  l'angle  rectiligne  DA'E  est  la  mesure  de  l'angle  diè- 
dre k\  Maisdans le  qviadrilatère  SDA'E,  lea angles^ D  et  E sont  évidemment 
droits,  puisque  laface  ASB  est. perpendiculaire  sur  SC,  et  AS'C  sur  SB;  par 
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conséqueal  lea-dbux  autres  aiiglèsr.dé  ce  quadrilatère  sonA  supplëmentaîres , 
et  l'on  a 

DÀ-Ë  +  DSE^180-,oubien A '+«=1800; 

oo  prouTera  de  même  que B'  -f-S  =  180*>, 

C'+y=180% 

au  moyea  des  quadrilatères  SEfiT  et  SDGT.  Donc  les  angles  dièdres  de  S' sont 
les  suppléments  des  faces  de  S;  et  Ton  peut  dire  que  ce  dernier  an{][le  solide  est  à 
son  tour  supplémentaire  de  V angle  S\ 

57.  Remarquons  ici  qu'en  décriTant  du  point  S  comme  centre,  une  sphère 
d'un  rayon  quelconque  SA ,  elle  serait  coupée  parles  faces  de  l'angle  solide  S, 
dui?ant  trois  arcs  de  grands  cercles  AB ,  BC ,  C  A ,  lesquels  formeraient  un  trian- 
gle sphérique^  dont  les  côtés  mesureraient  les  angles  plans  a,  ?,  ^,  et  dont  les 
angles  ne  seraient  autre  chose  que  les  inclinaisons  A  ^  B,  G  des  faces  de  Tangle 
solide.  Par  conséquent ,  la  construction  dece  dernier ,  diaprés  la  connaissance 
de  trois  de  ses  éléments ,  revient  à  la  solution  graphique  des  problèmes  que 
traite  parle  calcul'  là  trigonométrie  sphérique.  D'ailleurs ,  si  l'on  transportait  au 
centre  S  l'angle  solide  S^,  ses  faces  couperaient  la  même  sphère  suivant  un  autre 
triangle  qui  serait  le  triangle  supplémentaire  ou  polaire  de  ABC ,  et  dont  on  fait 
usage  aussi  dans  la  trigonométrie  sphérique  (*). 

58.  Revenons  maintenant  ans:  six  problèmes  que  nous  avons  énoncés  n<>53, 
et  observons  que ,  quand  on  donne  les  trois  angles  dièdres  A ,  B,  C>  on  peut  trour 
ver  tout  de  suite  leurs  suppléments,  qui  seront  (n"*  55)  les  faces  a\  ff^  y  d'un 
autre  angle  solide  S'  ;  or  si ,  par  le  premier  cas  du  n""  53,  on  sait  déduire  de  ces 


(*)  A  la  rigueur  ,  pour  avoir  le  triangle  polaire  de  ABC  dans  la  situation  où  on  remploie 
ordinairement  dans  la  trigonométrie,  il  faudrait  adopter  Tangle  solide  symétrique  de  S'A'B^C^» 
lequel  s'obtiendrait  en  prolongeant  les  trois  arêtes  au-delà  du  point  S';  cVst-à-dire  qu'il  eût 
fijfai,  dès  le  eMBmencement,  élever  par  le  sommet  S  trois  perpendieulaires  aux  fiices  de  cet 
angle  solide,  Tune  sur  ESC  et  située  du  même  c6té  de  cette  face  que  Taréte  SA  ;  l'autre  sur  GSA 
et  du  mémecêtéqoe  l'arête  SB;  enfin,  la  troisième  sur  ASB  ei  dn  mêmecôié  que  S€«  L'angle 
iolide  ainsi  construit,  aurait  coupé  la  sphère  préeisément- suivant  le  triangle  polaire  de  ABC; 
mais  la  figure  eâi  été  peu  intelligible  aans  le  secours  des  triangles  sphériqjies:  c*e8t'pourquoi 
nous  avons  préféré  la  construction  du  n®  54  ;  d'autant  plus  qu'ici,  ou  il  ne  s'agit  que  d'angles 
solides ,  ceux  qui  sont  symétriques  l'un  de  l'autre ,  se  trouvent  composés  avec  les  mêmes 
éléoienta  disposés. seulement  d'ans  un  autre  ordre,  et  que  les  ro/aflons  supplémentaires  sont 
également  vr«iesk 
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nouyelles  donaées  les  angles  dièdres  A'  B'  O  de  cet  angle  S%  il  n'y  aura  plus  qu'à 
prendre  les  suppléments  de  ceux-ci  pour  obtenir  (n^^  56)  les'faces  (x,6^  y  de 
Tangle  solide  primitif  S.  On  voit  par-là  que  le  sixième  cas  se  ramène  au  premier; 
et  de  même  on  réduira  le  cinquième  au  deuxième,  et  le  quatrième  au  troisième. 
Nous  allons  donc  nous  occuper  seulement  de  la  résolution  des  trois  premiers 
problèmes. 
FiG.  24.  59,  Peemier  cas.  Étanidonnées  les  trois  faceêct.  S,  y  (Tun  angle  solide^  trouver 
les  trois  angles  dièdres  Â,  B,  G. 

Soient  A"  SB,  BSG,  CSA'  les  trois  angles  donnés^  supposés  rabattus  sur  le 
plan  de  la  faee  BSC,  que  nous  regarderons  comme  le  plan  horizontcd  de  Té- 
pure:  il  est  clair  que,  pour  recomposer  Tangle  solide,  il  suffirait  de  faire  tour- 
ner les  deux  faces  late'rales  A^^SB,  A'SC,  autour  des  droites  SB  et  SG  comme 
charnières,  jusqu'à  ce  que  les  deux  lignes  SA^  et  SA' Tinssent  coïncider  Tune 
avec  l'autre  ;  et  leur  position  commune  dans  l'espace  serait  celle  de  la  troisième 
arête  ,  dont  nous  désignerons  la  projection  inconnue  par  SA.  Pour  la  détermi- 
ner ,  prenons  sur  les  droites  rabattues  SA'  et  SA^^  deux  distances  quelconques 
mais  égales ,  SD'  =  SD";  alors  les  points  D/  et  D"  devront  évidemment  se 
réunir  dans  la  formation  de  Tangle  solide;  puis,  comme  en  tournant  autour 
des  droites  SC,  SB,  ils  ne  sortiront  pas  des  plans  verticaux  D'FD,  D'^ED,  per- 
pendiculaires à  ces  charnières  ^  il  s'ensuit  que  les  points  rabattus  en  D'  et  D'^ 
iront  coïncider  avec  le  point  de  Tespace  qui  est  projeté  horizontalement  en  D, 
et  par  conséquent  la  troisième  arête  de  l'angle  solide  aura  pour  projec- 
tion SDA. 

D'ailleurs  ,  le  plan  vertical  FD  perpendiculaire  à  SG,  devra  couper  les  deux 
faces  qui  passent  par  cette  arête,  suivant  des  droites  FD,  FD'  qui,  étant  rele- 
vées, comprendront  entre  elles  un  angle  égal  à  l'inclinaison  de  ces  faces,  et 
qui  formeront  un  triangle  rectangle  avec  la  verticale  D  ;  par  conséquent ,  si 
Ton  rabat  ce  triangle  autour  de  FD,en  élevant  sur  cette  base  une  perpendi- 
culaire indéfinie  DG^  que  Ton  terminera  par  un  rayon  FG'=  FD',  on  obtiendra 
ainsi  Tangle  rectiligne  GTD  pour  la  mesure  de  l'angle  dièdre  C  qu'il  s'agissait  de 
trouver. 

De  même  ,  le  plan  vertical  ED  coupera  les  deux  faces  passant  par  SB  ,  sui- 
vant des  droites  ED  ,  ED^^  qui ,  étant  relevées  ,  comprendront  entre  elles  la 
mesure  de  l'angle  dièdre  B;  et  comme  ces  droites  forment  aussi  avec- la  ver- 
ticale D  un  triangle  rectangle  dont  elles  sont  la  base  et  Thypoténuse,  on  pourra 
aisément  construire  le  rabattement  G"ED  de  ce  triangle,  etl'angle  B  sera  me- 
suré par  DEG".  On  observera  d'ailleurs  que  les  deux  verticales  DG'  et  DG''  de- 
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▼ront  se  trouTer  égales^  puisque  l'une  et  l'autre  expriment  la  hauteur  du  point 
unique  de  barète  SA,  qui  est  projeté  en  D. 

Pour  obtenir  le  troisième  angle  dièdre  Â ,  on  mènera  un  plan  sécant  per- 
pendiculaire à  SA  par  le  point  de  cette  arête  qui  est  projeté  en  D,  et  rabattu 
eo  ly  d'une  part,  et  en  D'^  de  l'autre.  Ce  plan  coupera  les  faces  latérales  sui* 
Taol  desdroites  D^N,  D"H,  respectivement  perpendiculaires  à  SA'  et  SA'';  et 
coDséquemment  son  intersection  ayec  la  face  BSC  sera  la  droite  MN  qui  devra 
évidemment  se  trouver  (n°  33)  perpendiculaire  sur  la  projection  horizontale 
SA  de  la  troisième  arête.  Si  donc  avec  les  trois  lignes  D"M,  MN.  ND',  on  con- 
struit le  triangle  PMN,  l'angle  au  sommet  P  sera  précisément  la  mesure  de  l'an- 
gle dièdre  qui  a  pour  arête  SA. 

Remarquons  en  outre  que  ce  triangle,  avant  d'être j*abat tu  autour  de  MN, 
avait  son  sommet  P  situé  au  point  de  Tarête  SA  qui  est  projeté  en  D.  Mais 
puisque  cette  charnière  HN  est  perpendiculaire,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  au  plan  vertical  SA,  le  point  P  n'aura  pas  dû  sortir  de  ce  plan;  et  par  con- 
léquent  il  faudra  qu'il  se  trouve  rabattu  sur  le  prolongement  de  la  droite  SDA , 
ce  qui  est  une  vérification  essentielle  à  observer. 

.  60.  Les  constructions  précédentes  sont  pareillement  applicables  au  cas  où 
les  trois  angles  a,  €,  y^  ou  bien  quelques-uns  d'entre  eux,  se  trouvent  obtus: 
seulement;  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  toujours,  i^  que  les  trois 
angles  a,  6,  y,  fassent  une  somme  moindre  que  quatre  droits;  2^  qu'en  outre  .le 
plus  grand  de  ces  angles  soit  moindre  que  la  somme  des  deux  autres.  En  effet, 
si  ces  conditions  n'étaient  pas  remplies  par  les  données  de  la  question ,  il 
est  facile  de  voir  que  les  opérations  graphiques  fourniraient  pour  la  construc- 
tion des  triangles  FDG'  et  EDF",  des  hypoténuses  plus  courtes  que  les  bases  : 
tandis  que  ces  triangles  seront  possibles,  si  les  deux  conditions  ci-dessus 
énoncées  sont  satisfaites,  et  par  suite  Tangle  solide  pourra  être  composé  avec  les 
données  du  problème. 

61 .  Réduire  un  angle  à  l'horizon.  Ce  problème ,  qui  est  utile  dans  la  levée 
des  plans,  a  pour  objet  de  trouver  la  projection  horizontale  d  un  angle  a  qui 
est  connu  de  grandeur,  et  dont  les  côtés  font,  avec  la  verticale  abaissée  du 
sommet,  des  angles  donnés  6et  y.  Or,  si  Ion  imagine  un  angle  solide  ayant  pour 
ses  trois  arêtes,  cette  verticale  et  les  deux  côtés  de  langle  proposé  a,  on 
connaîtra  les  faces  <x,  6,  y  de  cet  angle  solide,  et  la  projection  demandée  sera 
éfidemment  Fangle  rectiligne  qui  mesure  l'angle  dièdre  A  compris  entre  les  deux 
(aces  verticales  ;  par  conséquent  ce  problème  rentre  dans  celui  du  numéro  59, 
et  pourrait  être  résolu  delà  même  manière,  si  la  supposition  qu'une  des  arêtes 
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est  ici  T^rticale,  neperiBellait  de  donnera  la  figure  ime  dispoution  plus  corn» 
mode. 

FfG.  25.  Dans  un  plan  quelconque,  ibrinons  a^rec  la  verticale  SA.  les  angles  ASB^^^, 
ASC  «=  ^;  puis,  en  laissant  invariable  la  grandeur  de  ce  dernier,  faisons-le 
tourner  autour  de  SA  jusqu'à  ce  que  le  côté  mobile  SC  forme,  dans  Tespace, 
un  angle  a  ayec  le  côte  fixe  SB  :  par*là  nous  obtiendrons  langle  donné,  exac- 
tement dans  la  situation  que  lui  assigne  le  problème ,  et  ensuite  il  nous  sera 
facile  d  en  déduire  la  projection  horizontale.  Or,  dans  ce  mouvement  de  ré- 
volution autour  de  SA,  le  pied  G  du  côté  mobile  décrira  un  arc  de  cercle  GC' 
dont  le  centre  sera  en  A;  et  il  s  arrêtera  sur  cet  arc  en  un  point  C%  tel  que  sa 
distance  au  point  fixe  B  sera  évidemment  la  base  d'un  triangle  qui  aura  pour 
côtés  des  droites  égales  à  SB  et  SC,  tandis  que  l'angle  compris  égalera  a.  Si 
donc  on  construit  sur  le  plan  vertical  un  angle  BSC"  :=s=.  « ,  et  que  l'on  prenne 
SC  =^  se,  la  droite  BC^  sera  la  distance  dont  nous  parlions;  puis,  en  la  rap- 
portant par  un  arc  de  cercle  de  B  en  C,  on  connaîtra  la  position  C  où  doit 
s  arrêter  le  pied  du  côté  mobile  SC,  et  par  suite  cette  droite  se  trouvera  pro- 
jetée horizontalement  suivant  AC^  D'ailleurs,  le  côté  fixe  SB  étant  projeté 
sur  AB,  on  en  conclura  que  l'angle  «s,  dans  l'espace^  a  pour  projection  hori- 
zontale BAC^;  ainsi  ce  dernier  angle,  qui  peut  être  plu  s  grand  ou  plus  petit  quea. 
est  celui  qu'il  faut  employer  sur  une  carte  topographique  où  tous  les  objets 
doivent  être  représentés  parleurs  projections. 

62.  DscxiiME  CAS.  Etant  données  deuœ  faces   a,  ê  d'un  angle  solide^  avec 
l'angle  dièdre  compris  C\  trouver  les  autres  parties. 

FiG.  26.  Soient  BSGe=a,  CSA'  =  6  les  deux  faces  données  rabattues  sur  le  plan 
horizontal;  en  faisant  tourner  la  seconde  autour  de  SC  jusqu'à  ce  qu'elle  forme 
avec  BSC  l'angle  dièdre  G,  on  obtiendra  deux  faces  de  l'angle  solide  dans  leur 
véritable  situation.  Or,  pendant  ce  mouvement  de  rotation,  un  point  D'  pris  à 
volonté  sur  l'arête  mobile,  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  DTM  perpendicu- 
laire à  la  charnière;  si  donc,  dans  ce  plan  rabattu  autour  de  FM'  on  construit 
Tangle  MFK  =  G,  et  que  l'on  prenne  la  distance  FG'  =  FO',  il  est  évident 
que  le  point  D^  viendra  se  placer  en  G\  et  par  suite  qu'il  sera  projeté  hori- 
zontalement en  D,  lorsque  la  face  mobile  ASGaura  pris  l'inclinaison  assignée 
par  la  question.  Maintenant,  le  point  de  l'espace  qui  a  pour  projections  D 
et  G\  appartient  à  la  troisième  face  inconnue,  et  si  on  la  conçoit  rabattue  au- 
tour de  SB,  le  point  (D,  G)  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  DED'"  pei'pendicu- 
laire  à  cette  charnière  ;  donc,  comme  ce  point  doit  aussi  rester  à  une  dis- 
tance du  sommet  égale  à  SD',  si  Ton  décrit  avec  cette  distance  un  arc  de  cercle, 
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il  coupera  la  droite  indéfinie  DE  au  point  D"  qui  déterminera  Sangle  D^^B 
pour  la  troisième  face  inconnue.  Alors  les  trois  faces  de  Tang^le  solide  étant 
trouTées^on  rentrera  dans  te  problème  du  n^  59,  qui  a  enseignée  construire  les 
angles  dièdres. 

Onpoorait  aussi  employer  la  distance  MG' qui  égale  évidemment  MD",  pour 
décrire  un  arc  de  cercle  dont  la  rencontre  avec  le  premier  aurait  déterminé  le 
point  D". 

63.  TKOisiiME  CAS.  Etant  données  detix  fctceM  a^  S  d'un  angle  solide  avec  F  angle 
dièdre  B  opposé  à  Fvne  d'elles^  trouver  les  autres  parties. 

Soient  encore  BSC= a,  CSA" =^  les  deux  faces  données  rabattues  sur  leFic.  27 
plan  horizontal.  Si,  dans  un  plan  vertical  EF  perpendiculaire  sur  l'arête  SB, 
OD  construit  Tangle  REF=bB,  et  que  Ton  imagine  un  plan  indéfini  passant  par 
SE  et  ER ,  ce  plan  indiquera  la  position  de  la  fece  inconnue;  de  sorte  que, 
pour  composer  l'angle  solide,  il  ne  restera  plus  qu'à  faire  tourner  la  face  A'SC 
autour  de  CS,  jusqu'à  ce  que  Tarète  SA^  vienne  se  placer  dans  le  plan  SER. 
Pendant  ce  mouvement  de  rotation,  le  point  DMe  Taréte  mobile  ne  sortira 
pas  du  plan  vertical  DTM,  mené  par  le  point  F  perpendiculairement  à  la  char- 
nière CS;  et  par  conséquent  ce  point  D' s'arrêtera  sur  l'intersection  du  plan 
tertical  FM  avec  le  plan  indéfini  SER.  Or  cette  intersection  est  une  droite  qui 
part  de  M,  et  vient  rencontrer  la  verticale  F  au  même  point  évidemment  que 
la  droite  Hfl  relevée;  si  donc,  pour  trouver  celte  hauteur,  on  tire  la  ligne  FR 
perpendiculaire  à  EF,  puis  qu'on  reporte  FR  à  angle  droit  sur  FM  de  F  en  R', 
la  ligne  MR'  sera  l'intersection  dont  nous  avons  parlé,  et  c'est  sur  cette  droite 
que  devra  s'arrêter  le  point  D'  de  l'arête  mobile  SA".  Ainsi,  en  décrivant 
a?ec  le  rayon  D'F  un  arc  de  cercle  qui  coupe  MR'  en  G,  on  obtiendra,  dans 
le  plan  vertical  FM,  la  position  G  d'un  point  de  la  troisième  arête  SA,  et  il 
ferait  facile  d'en  déduire  la  projection  horizontale  B. 

Maintenant  observons  que  ce  point  G,  situé  dans  le  plan  vertical  MF,  ap- 
partient à  la  face  inconnue;  et  que  quand  on  rabattra  celle-ci  autour  de  i'a- 
réte  SR^  il  ne  changera  pas  de  distances  par  rapport  aux  points  M  ei  S  situés 
sar  la  charnière.  Or  ces  distances  sont  évidemment  MG  et  SD';  si  donc,  avec 
CCS  droites  pour  rayons ,  on  décrit  deux  arcs  de  cercle ,  leur  rencontre  D" 
déterminera  le  rabattement  du  point  G  (^),  et  par  suite  la  face  inconnue 


l*)  On  pouvait  aussi  trouver  le  rabattement  D'%  en  combinant  un  de  ces  deux  arcs  avec  la 
droite  DD''  menée  perpendiculairement  h  la  charnière  SB,  par  la  projection  horizontale  D 
^D  point  G. 
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sera  D"SB,  Une  fois  celle  fece  trouvée,  on  relombera  sur  le  cas  du  n**59, 
el  l'on  saura  conslruire  les  aulres  parties  de  Fangle  solide. 

64.  Remarquons  que  l'arc  de  cercle  décrit  avec  le  rayon  FD' ,  coupera 
généralement  la  droite  MR'  en  deux  points  G  el  ^  :  de  sorte  que  la  face  A'SG, 
en  tournant  autour  de  CS,  pourra  prendre  deux  positions  dans  chacune  des 
quelles  Taréte  SA'  se  trouvera  située  dans  le  plan  indéfini  SER  ou  SHR';  pour 
Tune  de  ces  positions,  le  point  D'  s'arrête  en  G,  et  pour  l'autre  il  vient  en  g. 
Par  conséquent ,  si  Ion  rabat  ce  dernier  point  autour  de  SB,  comme  on  i'a 
fait  pour  le  premier,  il  se  transportera  en  d!\  el  <£''SB  sera  alors  la  g^randeur 
de  la  troisième  face  inconnue.  H  y  aura  donc  deux  angles  solides  différents 
que  l'on  pourra  composer  avec  les  données  a,  S  et  B;  résultat  tout  à  fait  ana- 
logue avec  ce  qui  arrive  dans  la  construction  d'un  triangle  rectiligne  où  l'on 
connaît  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux. 

Il  n'est  pas  besoin  d'ajouter  que  si  l'arc  décrit  avec  le  rayon  FD'  ne  faisait 
que  toucher  la  droite  MR^,  il  n'y  aurait  plus  qu'une  solution;  et  que  le  problème 
serait  impossible,  si  cet  arc  ne  rencontrait  pas  du  tout  la  droite  HR\ 
FiG.  27.  6S'  Cependant  il  importe  d'observer  que  la  deuxième  solution  devrait  être 
rejetée,  si  lepoint^  tombait  surlMR^âu-efe^^ou^deMF^  c'est-à-dire  au-dessous 
du  plan  horizontal  (nous  supposons  ici  qu'on  aura  soin  de  construire  Tangle 
donné  B,  aigu  ou  obtus,  toujours  ati-dessus  du  plan  de  projection).  En  eflSet, 
l'angle  solide  qu'on  obtiendrait  alors,  se  trouverait  évidemment  composé  avec 
les  faces  a,  S,  et  un  angle  dièdre  supplémentaire  de  B  :  or,  comme  ce  dernier 
est  ici  donné  graphiquement,  et  non  pas  par  la  valeur  de  son  sinus^  il  ne  peut 
y  avoir  d'ambiguite'  sur  sa  grandeur,  et  par  conséquent  il  n'est  pas  permis 
d'adopter  indifféremment  B  ou  180^  —  B. 

Par  la  même  raison ,  il  faudrait  rejeter  les  deux  solutions  et  déclarer  le 
problème  impossible  avec  les  données  actuelles,  si  les  points  G  et  ^  tombaient 
l'un  et  l'autre  au-dessous  de  l'horizontale  MF;  ce  qui  au  reste  ne  pourra  arriver 
que  quand  l'angle  dièdre  B  sera  obtus. 

Remarque.  Quoique  les  trois  derniers  problèmes  du  n""  53  puissent  être 
ramenés  aux  trois  premiers  par  le  moyen  d'un  angle  solide  supplémentaire, 
ainsi  que  nous  l'avons  montré  au  nP  58,  il  est  intéressant  et  quelquefois 
utile  d'en  avoir  une  solution  directe.Mous  allons  donc  l'exposer,  en  prévenant 
toutefois  les  lecteurs  qui  commencent  à  étudier  la  Géométrie  descriptive  , 
que  cette  solution  suppose  la  connaissance  des  plans  tangents  aux  surfaces 
courbes ,  ainsi  ils  feront  bien  de  différer  la  lecture  de  ce  qui  suit^  jusqu'à 
ce  qu'ils  aient  étudié  au  moins  les  chapitres  II  et  III  du  Livre  second. 
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66.  QuATBiisK  CAS.  Étant  donnée  deux  angle»  dièdres  A  6l  B  d*un  angie  solide,  avec  une 
det  faces  opfHfséss  ff ,  trouver  les  autres  parties. 

Adoptons  pour  plan  horizontal  celui  de  la  face  inconnue  y ,  et  traçons-y  le  rabattement  Pl.  8  , 
hSCT  de  la  face  donnée  G  ;  ensuite  perpendiculairement  à  Taréte  SA ,  menons  le  plan  Fig.  1 . 
Tertical  ly'EF ,  sur  lequel  nous  tracerons  Fangle  D'ED  égal  au  dièdre  A  donné  par  la 
question.  Alors,  si  nous  faisons  tourner  la  face  ASC^  autour  de  AS  jusqu'à  ce  qu'elle 
Tienne  se  placer  dans  le  plan  SRD',  le  point  D"  se  transportera  en  D'  qui  se  projette 
horizontalement  en  D;  et  pour  composer  l'angle  solide  »  il  n'y  aura  plus  qu'à  conduire 
par  l'arête  (SB,  ED')  un  plan  qui  forme  avec  le  plan  horizontal  un  angle  égal  au 
dièdre  B.  A  cet  effet,  dans  le  plan  vertical  EF,  tirons  la  droite  DT  qui  fasse  l'angle 
DTD  :=  B;  puis,  après  avoir  fait  tourner  cette  droite  autour  de  la  verticale  DD  pour 
engendrer  un  cône  de  révolution  dont  la  base  sera  le  cercle  DF,  menons  à  ce  cône  un 
plan  langent  qui  passe  par  l'arête  (SD,  EDO.  Ce  plan  aura  pour  trace  la  droite  SGB 
tirée  du  point  S  tangentielleroent  au  cercle  du  rayon  DF ,  laquelle  sera  la  troisième 
arête  de  Tangle  solide  en  question ,  et  déterminera  la  face  ASB  =  y.  Quant  à  la  troi- 
sième face  «  qui  est  rabattue  ici  suivant  BSC"^  on  verra  aisément  qu'elle  se  construit  en 
prenant  sur  la  perpendiculaire  DG  une  longueur  GD'"  égale  à  la  génératrice  DT  du 
eôae  auquel  cette  fiice  est  tangente. 

67.  ClKQUiftME  CAS.  Étant  donnés  deux  angles  dièdres  A  et  B  d'un  angle  solide ,  arec  la 
feee  eomprisoy^  trouver  les  autres  parties. 

Après  avoir  tracé  sur  le  plan  horizontal  un  angle  ASB  ==  y  pour  représenter  la  face  Pl.  8, 
connue ,  menons  un  plan  vertical  EF  perpendiculaire  à  l'arête  SA ,  et  traçons-y  Fig.  2. 
l'angle  FEF  égal  au  dièdre  A  ;  semblablement ,  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
l'arête  SB,  construisons  l'angle  G'KG  =  B.  Alors  les  plans  SEF'et  SKG'  seront  ceux 
des  faces  inconnues  ;  et  pour  obtenir  un  second  point  D  de  la  projection  SDG  de  leur 
intersection,  il  suffira  de  les  couper  par  un  même  plan  horizontal  quelconque.  On 
prendra  donc  des  hauteurs  égales  EH'  =  KV  ;  puis  en  menant  des  droites  EfT ,  L'G' , 
respeetivement  parallèles  aux  deux  lignes  de  terre  EF ,  KG ,  on  obtiendra  les  deux 
sections  horizontales  F'D ,  G^D,  qui  par  leur  rencontre  feront  connaître  le  point  cher- 
ché D.  Enfin,  pour  rabattre  les  deux  faces  qui  se  coupent  suivant  SDC ,  on  prendra  les 
perpendiculaires  MD"'  =  EF',  ND'^'  =»  KG%  et  ces  deux  faces  auront  évidemment  pour 
mies  grandeurs  ASC"  et  BSC". 

68.  SlXlftMl  CAS.  Étant  donnés  les  trois  angles  dièdres  A ,  B ,  C ,  d'un  angle  solide^  trouver 
les  trois  faces, 

Sar  le  plan  horizontal  que  nous  supposons  coïncider  avec  celui  de  la  face  Iucou-Pl.  8. 
ooe  y ,  marquons  la  droite  arbitraire  DA  pour  représenter  une  des  arêtes  de  cette  Fig.  3. 
hee;  et  sur  un  plan  vertical  perpendiculaire  à  DA,  traçons  l'angle  Y'AX  égal  au 
dièdre  donné  A  :  le  plan  Y^AD  sera  ainsi  celui  qui  contient  la  face  C.  Ensuite,  d'un 
point  T  choisi  arbitrairement  dans  l'intérieur  de  l'angle  Y'AX,  abaissons  sur  les 
faces  y  et  C  les  perpendiculaires  T'O ,  T'I' ,  et  traçons  les  angles  TTO  s=  B ,  T'GT  =  C  ; 
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alors,  si  nous  faisons  tourner  ces  angles  autour  des  axes  T'O  et  TT^ils  produiront 
deux  cônes  de  réTolution  auxquels  la  face  inconnue  «  devra  évidemment  être  tan- 
gente ;  de  sorte  que  la  question  est  réduite  à  mener-  un  plan  qui  touche  à  la  fois  ces 
deux  cônes ,  dont  le  sommet  commun  est  en  T^  et  dont  les  bases  sont  les  cercles  dé- 
crits avec  les  rayons  OF  et  FG'.  La  solution  directe  consisterait  à  chercher  la  trace 
horizontale  du  second  cônc  1T'G\  et  à  mener  une  tangente  commune  à  cette  courbe  et  au 
cercle  du  rayon  OF  ;  mais  on  peut  éviter  le  tracé  approximatif  d'une  courbe  par  points , 
en  recourant  aux  considérations  suivantes. 

Inscrivons  une  sphère  au  cône  T'OF  le  long  du  cercle  horizontal  MFN  :  le  centre  «' 
de  cette  sphère  s'obtiendra  en  tirant  la  droite  F«'  normale  au  cône  dont  il  s*agit;  et 
pour  avoir  une  seconde  sphère ^  égale  à  celle-là,  et  inscrite  pareillement  dans  l'autre 
cône  T  TG' ,  il  faudra  mener  à  angle  droit  sur  T'G'  la  ligne  T'H'  =  •'  F ,  et  achever  le 
parallélogramme  T'H'KV  qui  fournira  le  centre  f'  et  le  rayon  ç'K'  de  cette  nouvelle 
sphère.  Cela  posé ,  imaginons  un  cylindre  qui.  soit  circonscrit  à  ces  deux  sphères  :  il 
les  touchera  suivant  deux  grands  cercles  perpendiculaires  à  son  axe  qui  est  la 
droite  r  «'  ;  or  le  plan  qui  touchait  les  deux  cônes  à  la  fois  9  se  trouvait  nécessaire- 
ment tangent  aux  deux  sphères  ;  donc  il  est  aussi  tangent  au  cylindre  actuel  »  et  la 
question  se  réduit  à  mener  par  le  point  T  un  plan  qui  soit  tangent  à  cette  eurface 
unique, 

La  méthode  directe  serait  donc  de  tracer,  dans  le  plan  «T'  perpendiculaire  à 
Taxe  /«%  un  cercle  avec  un  rayon  égal  à  «^  F^  puis  ,  de  mener  à  ce  cercle  une  tangente 
par  le  point  où  aboutirait  sur  ce  plan  la  parallèle  à  Taxe  menée  par  le  point  T'.  Tout 
cela  pourrait  s'exécuter  en  rabattement  sur  le  plan  horizontal  ;  mais  il  y  a  encore  un 
moyen  bien  plus  court.  En  eifet ,  le  plan  cherché  devant  être  tangent  à  la  fois  au 
cylindre ,  à  la  sphère  »  et  au  cône  TTO  ,  son  point  de  contact  avec  la  sphère  doit 
être  situé  ,  1"*  sur  le  cercle  horizontal  MFN  qui  est  la  ligne  de  contact  de  la  sphère  et 
du  cône  ;  â"*  sur  le  grand  cercle  contenu  dans  le  plan  m^Y' ,  et  qui  est  la  ligne  de  contact 
de  la  sphère  avec  le  cylindre.  Or  ces  deux  cercles  se  coupent  évidemment  suivant  une 
corde  qui  est  projetée  verticalement  au  point  M' ,  et  représentée  en  vraie  position 
par  MM^N  sur  le  plan  horizontal  ;  donc  M  est  le  point  de  contact  et  BMS  la  trace 
horizontale  du  plan  tangent  demandé  :  sa  trace  verticale  qui  doit  passer  par  le  som- 
met T',  sera  dès  lors  BT'C. 

Maintenant  que  nous  connaissons  la  grandeur  ASB  =  /  de  la  ftice  horizontale  et  la 
projection  SC  de  Tarêle  suivant  laquelle  se  coupent  «les  deux  plans  SAC,  SBC,  il  n'y 
a  plus  qu'à  rabattre  ces  deux  derniers  autour  des  charnières  AS  ,  BS ,  et  l'on  obtien- 
dra aisément  les  deux  faces  ASC"  =  C ,  BSC^'  =  «.  On  observera  que  Parête  rabattue 
suivant  SC^  devra  être  tangente  au  cercle  décrit  du  point  F'  avec  un  rayon  égal  à  FG'  ; 
car  ce  cercle  est  la  base  du  second  cône  TT6' auquel  le  plan  SBC,  est  aussi  tangent. 


■^BS^^^K^H 
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LIVRE  II. 


SES    SURFACES    ET    DE    LEURS   PLANS    TANGENTS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  génération  des  surfaoM ,  e^  de  leur  représentation  graphique, 

69.  Pour  repréftenler gcaphiquementune suriace^aous avons aDDoncé(D<^7) 
qu'il  ne  faudrait  pas,  comme  pour  les  lignes^  chercher  à  coastruire  sur  deux 
plaaa  fixes  les  projections  des  différente  points-  de  ce  lieu  géométrique;  en  ef- 
fet, attendu  que  sur  une  surftice,  et  à  partir  d'un  ppint  donné,  on  peut  chemi- 
ner dans  une  infinité  de  directions,  le  moyen  précédent  n'aurait  d'autre  résultat 
que  de  diarg^r  les  plans  fixes  d'une  multitude  de  points  et  de  lignes  dont  on 
naperceyrait  pas  la  liaison,  et  dont  l'ensemble  surtout  ne  peindrait  nullement, 
àVœildu  spectateur,  la  forme  delà  surface,  sa  courbure  plus  ou  moins  pronon- 
cée ,  et  le  nombre  de  ses  nappes.  Nous  emploierons  donc  un  autre  procédé 
(n^  93),  déduit  de  la  nature  même  de  cette  grandeur ,  dont  il  faut  ayant  tout  éta- 
bli rnne  définition  précise. 

70.  Par  le  root  surface  on  ne  doit  pas  entendre  simplement  une  série  de 
pointe  ou  de  courbes  aussi  rapprochés  qu'on  voudra  les  uns  des  autres,  mais 
D  ayant  entre  eux  aucune  dépendance  fixe  ;  il  faut  encore  que  ces  points  ou  ces 
lignes  soient  soumis  à  quelque  liaison  commune  et  continue ,  dont  l'expression 
analytique  ne  serait  autre  chose  que  l'équation  de  la  surface ,  et  dont  la  défini- 
tion géométrique  doit  être  énoncée  ainsi  : 

Une  surface  est  le  lieu  de  touteshs  positions  qtM  prend  successivement  ^dans  Ves^ 
paoe,  une  ligne  mobile  qui  change  de  situation^  et  même  de  forme,  diaprés  une  loi 
dUemunée  etconSinue, 

La  li^e  mobile  se  nomfme  la  GtoiaATEicB  ;  et  par  ces  mote,  une  loi  détermi^ 
née^  il  faut  entendre  des  conditions  telles  que ,  pour  chaque  pointdonné  de  l'es- 
pace ,  elles  ne  laissent  plus  rien  d'arbitraire  dans  la  forme  ni  dans  la  position 
delà  génératrice.  Or,  le  moyen  le  plus  commode  ordinairement  pour  exprimer 
(du  ncioins  en  partie)  la  loi  de  ce  mouvement,  c'est  d'assigner  une  ou  plusieurs 
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lignes  fixes,  nommées  directrices,  sur  lesquelles  devra  constammeut  s'appuyer 
la  génératrice  dans  toutes  ses  positions:  desortequepourdéfinircomplétement 
une  surface  particulière,  il  faut  indiquer  la  nature  de  la  génératrice,  la  manière 
dont  elle  se  meut,  et  les  directrices  sur  lesquelles  elle  doit  glisser  pendant  son 
mouvement  {*).  Lorsqu'on  change  seulement  ces  directrices,  on  obtient  diver- 
ses surfaces  qui  appartiennent  toutes  à  une  même  famille;  et  d'ailleurs  on  doit 
sentir  que  chaque  surface  individuelle  est  susceptible  d'une  infinité  de  modes 
de  génération.  Nous  allons  en  citer  plusieurs  exemples,  tant  pour  éclaircir  la 
définition  générale ,  que  pouracque'rirdèsà  pre'sent  la  connaissance  des  lieux 
géométriques  dont  nous  devons  faire  usage  le  plus  fréquemment. 
FiG  28  ^^'  ^^^  SURFACE  CONIQUE  est  le  lieu  de  toutes  les  positions  que  prend 
une  droite  mobile  SA  ^assujettie  apaiser  toujours  par  un  point  fixe  S  ^et  à  s  appuyer 
constamment  sur  une  courbe  donnée  ABC,  laquelle  peut  être  gauche  ou  à  double 
courbure  (voyez  n^  7).  D'après  cette  définition ,  la  droite  mobile  SA  est  unegé- 
nératrice  constante  de  forme >  et  variable  de  position  seulement,  tandis  que  le 
point  fixe  et  la  courbe  ABC  sont  les  directrices  ;d*ailleurs  cette  ligne  SA  devant 
être  regardée  comme  indéfiniment  prolongée  de  part  et  d'autre  du  point  S 
qu'on  nomme  le  sommet  ou  le  centre,  elle  engendrera  les  deux  nappes  opposées 


{*)  C'est  efFectivement  par  la  traduction  en  analyse  de  ce  mode  de  géaéralton,  ou  d'une 
propriété  équivalente,  que  Ton  obtient  toujours  Tëquation  de  la  surface.  (Voyez  V Analyse 
appliquée  à  la  géométrie  des  trois  dimensions^  chap.  XIV.)  Réciproquement,  lorsqu'un  lieu 
géométrique  est  défini  immédiatement  par  l'équation  F  {x^y^z)  =0,  si  Ton  coupecette  surface 
par  divers  plans,  horizontaux  par  exemple,  on  obtient  les  courbes 


(l)js  =  *,elF(jr,  y,«)=0(2J 
«  =  «',etF(«,  y,  *')  =  0 
%etF(a?,y,«")  =  0 


a=ce" 


dont  une  quelconque  est  ce  que  devient  la  première  quand  on  attribue  à  la  constante  «  les  va- 
leurs successives  « ,  «';  par  conséquent,  ces  divers  courbes  sont  les  positions  successives 
que  prendrait  la  courbe  (1)  et  (2)  si  on  la  faisait  mouvoir  dans  des  plans  parallèles,  en  chan- 
geant d'ailleurs  ses  dimensions  d*après  une  loi  qui  dépendrait  de  la  manière  dont  la  constante  « 
entrera  dans  l'équation  (2):  aussi,  en  éliminant  ce  paramètre  entre  (1)  et  (2),  on  retombe 
évidemment  sur  l'équation  F  (ir,  y,  s)  =  0,  qui  se  trouve  donc  le  lieu  de  toutes  les  positions 
delà  première  courbe  mobile.  Ajoutons  d'ailleurs  que,  commeonpeutadopter  une  infinité  de 
directions  pour  les  plans  sécants  parallèles,  ou  même  employer  d'antres  surfaces  sécantes,  il 
doit  exister  pour  chaque  surface  une  infinité  de  modes  de  génération. 
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et  indëfiiiies  S  ABC,  SaSy.  Si  l'on  substituait  à  la  courbe  ÂBO  une  autre  direc- 
trice» en  changeant  même  le  sommets,  on  obtiendrait  direrses  surfaces  indi- 
viduelles appartenant  toutes  à  la  famille  des  cônes. 

7%  Mais  cessurfaces  admettent  bien  d'autres  modes  de  génération.  Eneffet^ 
si  nous  coupons  le  côneSABC  pardiyers  plans  parallèles,  nous  obtiendrons  des 
sections  semblables  A'B'C\  A''B"C\  c'est-à-dire  des  courbes  où  il  existera  des 
points  0\  0'\  tels  que  les  rayons  yecteurs  respectivement  parallèles,  O'A'  et 
0"A",  O'B'  et  0''B'',  O'D'  et  0"D  ',.•..  auront  entre  eux  un  rapport  constant  : 
celte  proposition ,  vraie  quelle  que  soit  la  directrice  ABC.  se  démontre  aisé- 
ment parla  théorie  des  ligues  proportionnelles.  Pour  fixer  les  idées,  nous  ad- 
mettrons que  ABC  soit  une  ellipse  ayant  pour  ses  demi-axes  Ok=:ajOb:=bj 
alors  les  autres  sections  A^B'C^ ,  A!'B"C\  supposées  parallèles  à  celte  base,  seront 
aussi  des  ellipses  dont  les  axes  se  trouveront  parallèles  à  ceux  de  ABC  ,  et 
leUqqe 


a      a        a 


h-v 


jt 


Cela  posé ,  si  l'on  fait  mouvoir  Tellipse  ABC  de  manière  ^  1®  que  son  centre 
parcoure  la  droite  SO  ;  2®  que  ses  axes  restent  parallèles  à  leurs  positions 
primitives  ;  3^  qu'ils  décroissent  ensemble ,  et  proportionnellement  aux  dis- 
tances SO ,  SO',  SO" ,  ••••;  alors  il  est  évident  que  celle  ellipse  mobile  coïnci- 
dera successivement  avec  A'B'C%  A'^BX",.---?  ^^  deviendra  ainsi,  pour  la  sur- 
face conique  proposée ,  une  ge'neVatrice  variable  déforme  et  déposition.  Mais, 
pour  réduire  ces  diverses  conditions  à  un  énoncé  plus  simple,  il  suffira  de  se 
rappeler  qu  une  courbe  du  second  degré  est  déterminée ,  dans  son  plan ,  par 
la  connaissance  de  cinq  de  ses  points  ;  par  conséquent ,  si  l'on  trace  sur  le  cône 
cinq  arêtes  fixes  SA ,  SB,  SC,  SD,  SE,  on  pourra  dire  que,  pour  engendrer  la 
surface,  il  faut  faire  mouvoir  Tellipse  variable  ABC  de  manièreque  son  plan 
demeure  para}lèle  à  lui-même ,  et  qu'elle  s'appuie  constamment  sur  ces  cinq 
droites  regardées  comme  autant  de  directrices. 

Enfioi  puisqu'on  serait  libre  d  adopter  pour  les  plans  sécants  parallèles  une 
direction  quelconque;  et  que  même  on  pourrait  couper  le  cône  par  d'autres 
surfaces ,  telles  que  des  sphères  décrites  du  point  O  comme  centre  avec  un 
rayon  variable ,  il  demeure  évident  qu'il  existe  une  infinité  de  lignes  planes 
ou  à  double  courbure ,  que  l'on  peut  adopter  pour  génératrices  d'une  même 
surface  conique. 

73.  UNE  SURFACE  CYLINDRIQUE  est  le  lieu  des  diverses  positions  que  Fig.  29. 
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prend  une  draUe  mobik  A  A'  qui  gUiêe  le  Imtfi  d^une  courbe  fixe  ABC ,  en  de- 
meurant parallèle  à  unedireotion  donnée.  Hais^oe  prenner  mode  de  description , 
où  la  génératrice  AÂ'  est  constante  déforme,  n'est  pas  le^seuladnaMsible;  car, 
puisque  toutes  les  sections  parallèles  au  plan  de  ABC  seraient  ici  des  courbes 
évidemment  identiques,  on  peut  encore  regarder  la  surface  comme  parcourue 
par  la  œurbe  ABC  qui so mouvrait  paralUiement  à  die  même  (^) ,  en  s* appuyant 
toujours  par  le  même  point  sur  la  droite  khf ,  laquelle  deviendrait  alors  une 
directrice  de  la  courbe  mobile  ABC.  En  variant  ensuite  la  direction  des  sec- 
tions parallèles ,  on  obtiendrait  une  inimité  d'autres  génératrices  propres  à  dé- 
ci*ire  le  même  cylindre  :  au  reste,  ces  surfaces  peuvent  être  considérées  comme 
un  cas  particulier  des  c6nes;  c^est  celui <m  le  sommet  s^e'loigne  à  l'infini. 

74.  Observons ,  en  passant ,  que  si  la  directrice  du  cène  ou  du  cylindre 
était  une  droite,  la  surface  se  réduirait  à  un  plan  ,  lequel  peut  donc  être  défini 
comme  le  lieu  des  positions  que  prend  une  droite  mobile  assujettie ,  1^  a  gli- 
ser  sur  une  droite  fixe;  2^  à  passer  constamment  par  un  point  donné ,  ou  bien 
à  demeurer  toujours  parallèle  à  sa  première  position. 
FiG.  50.  75.  UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION  est  engendrée  par  une  courbe  quel- 
conque GG'G'^  qui  tourne  autour  d'une  droite  fixe  DZ ,  de  manière  que  cha* 
cun  de  ses  points  G  décrit  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  Vaœe  DZ, 
et  dont  le  rayon  est  la  plus  courte  distance  GO  de  ce  point  au  même  axe.  Ob- 
servons que  ces  divers  rayons  GO ,  G'O' ,  G"0" ,  quoique  tous  perpendicu- 
laires à  DZ ,  ne  seront  point  parallèles  entre  eux  lorsque  la  génératrice  GG'G''' 
sera  à  double  courbure  ;  ou  lorsque ,  étant  plane  ,  son  plan  ne  renfermera  pas 
Taxe  DZ.  D'ailleurs,  les  différents  cercles  GMA ,  G'M'A',.-,  décrits  par  ces 
rayons ,  se  nomment  les  parallèles  de  la  suriace. 

76.  Si  par  l'axe  DZ ,  on  mène  des  plans  quelconques  ZOA^  ZOM ,  on  obtien- 
dra des  sections  kA!A'\  MM'M",  que  Ton  nomme  les  méridiens  ou  plutôt  les 
courbes  méridiennes  de  la  surface,  et  qui  sont  nécessairement  identiques  quant  à 
leur  forme.  En  effet,  ces  plans  méridiens  coupent  les  parallèles  suivant  des 
rayons  qui  comprennent  des  angles  évidemment  égaux  AOM ,  A'0/M,A"0"M"î 
par  conséquent,  si  l'on  faittourner  le  plan  ZOM  d'une  quantité  angulaire  MOA, 


{*)  Une  courbe  est  dite  se  mouvoir  parallèlement  à  elle-ntéme^  lorsque  deux  quelconques 
de  ses  cordes  demeurent  toujours  parallèles  à  leurs  directions  primitives.  Cette  condition 
entraîne  évidemment  le  parallélisme  du  plan  de  la  courbe  ;  mais  cela  exprime  en  outre  que 
cette  courbe  ne  toums  pa$  dans  son  plan  mobile. 


toiM  les  rayons  OM,  (yU%  O'W^  eoitteidéront  en  mime  temps  ^rec  OA,  0'A\ 
QfXf^  eC  les  courbes  méridiennes  se 'Ooofpndnmt  TuAe  eyec  T^utre. 

77.  Il  résulte  aussi  de  là  que  la  méridienne  AA.'A'\  en  tournant  autour 
de  DZ,  parcourra  toute  ia  suréaea  de  révolution ,  et  peut  eo  être  regardée 
comme  une  nouvelle  génératrice  qui  remplacerait  la  courbe  primitive  GG'G '. 
Cette  dernière,  en  effets,  seradistioete  du  méridien,  lorsqu'elle  n'aura  pas  t^us 
ses  point  situes  dans  un  iBéme  plan  passant  par  DZ,  comme  on  peut  le  remar- 
quer d^iis  la  figure  actuelle  qui  est  censée  construite  en  perspective  sur  le 
plan  ZOJBB^A^'A;  c'est  par  ^uite  de  cette  convention,  que  npus  avons  ponctué 
les  parties  des  paraUélê^^de  la  courbe  GG'G''  qui  sont  derrière  ce  tableau* 
Au  reste,  on  pourra  toujours  construire  le  méridien  d'après  la  ponnaissanee 
d'une  ^nératrice  quelconque ,  puisqu'il  suffira  de  cherober  les  points  dans 
lesquels  un  plan  tel  que  ZOB  coupe  les  àxv^v%parallèle$  décrits  par  les  points 
de  GG'G"  ;  et  nous  donnerons  plus  bin  (n®  148)  un  exemple  de  cette  opéi- 
ration. 

78.  Les  fiur&ces  dont  nous  nous  occupons  ici,  admettent  un  autre  mode  de  Pic .  30 . 
généiBtion  qu'il  importe  de  connaitre.  Puisque  tout  plan  perpendiculaire  à 

laie  DZt  donse  pour  seetjon  un  eerole  dont  le  centre  est  sur  cet  axe  (n*  75), 
et  qui  a  un  point  de  eommun  avec  la  courbe  GG'  ou  avec  la  méridienne  BB', 
on  peut  daœreg^arderlasurfecede  révolution  comme  le  lieu  des  diverses  poei- 
tianegueprend  un  cercle  mobile,  tw jour  s  perpendiculaire  à  la  droite  DZ^  et  dont 
le  centre  parcourt  cette  droite^  tandis  que  son  rayon  varie  de  manière  que  la 
circonférence  s'appuie  constamment  sur  la  cçurbefiareGG' G'  :  cette  ligne  devient 
alors  une  directrice  à  laquelle  on  peut  substituer  le  méridien  BB'B'^,  et  le  cercle 
mobile  est  une  génératrice  YdiviMB  à  lafois  de  forme  et  déposition.  Cette  défi- 
nition, que  Ion  traduit  plus  aisément  en  analyse  (*),  offre   l'avantage  que; 
sous  ce  point  de  vne,  toutes  les  surfaces  de  révolution  forment  une  même  fa- 
mille (nO  70)  qui  admet  une  génératrice  d'une  espèce  constante;  c'est  le  cercle 
mobile  toujours  perpendiculaire  à  Taxe»  et  dirigé  dans  son  mouvement  par  le 
méridien  qui,  seul,  change  d'une  surface  individuelle  à  une  autre. 

79.  Ainsi^  suivant  qu'on  adoptera  pour  méridien  une  droite,  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole,  on  obtiendra  un  cône ^  un  ct/lindre^un  ellipsoïde, 
un kyperboloide  ou  un parabofoide  de  RévoLUTioji,  pourvu  d'ailleurs  que  Taxe 
de  rotation  coïncide  avec  un  des  diamètres  principaux  de  la  courbe  j  car  au- 


(*)  Voy6sr^«s/yM  appliqmée  à  iagésmélHe  de$  trois  dimensionê,  Cbap.  XiV. 
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tremeot  la  surface,  quoique  toujours  de  révolulkm^  serait  d'une  espèce  plus 
compliquée.  Un  cercle,  par  exemple,  qui  tournerait  autour  d'une  droite  située 
dans  son  plan,  mais  ne  passant  pas  par  son  centre,  produirait  un  tare  qui  est 
un  genre  de  suriace  annulaire  que  nous  aurons  occasion  d  étudier  bientôt 

(n*  138). 

80.  Ces  divers  exemples,  à  Texcepiion  du  dernier,  ne  sont  encore  que  des 
cas  particuliers  de  surfaces  plus  générales  qui^sans  être  de  réyolution»  nous  de- 
viendront utiles  dans  la  suite,  et  dont  il  importe  de  connaître  la  génération. 
Ce  sont  LES  surfaces  du  second  BEGEi  qui  offrent  cinq  genres  distincts,  sans 
compter  les  cônes,  les  cylindres  et  les  plans,  qui  en  sont  des  variétés  trop 
simples  pour  nous  y  arrêter  de  nouveau. 
Fie.  34.  81.  ellipsoïde.  Soit  une  ellipse  ACDF  construite  sur  les  demi -axes 
OA  =  a,OC=c:  en  la  supposant  tracée  dans  un  plan  vertical  quenous  pren- 
drons pour  le  tableau  sur  lequel  la  suriace  sera  représentée  en  perspective,  il 
en  résultera  que  les  lignes  ponctuées  indiqueront  les  portions  de  courbes  situées 
derrière  le  plan  de  cette  ellipse,  et  nous  conserverons  cette  hypothèse  dans 
tout  ce  chapitre.  Si,  dans  un  plan  perpendiculaire  àOC,  nous  construisons  une 
autre  ellipse  A'B^D'  qui  ait  pour  ses  demi-axes  l'ordonnée  (VA'  ==:  a'  de  la 
première  ellipse,  et  une  droite  O^B'  =  b^  de  grandeur  quelconque,  mais  per- 
pendiculaire sur  (XA^;  puis,  que  nous  fassions  mouvoir  la  couii>e  A'^B'D'  de 
manière  que  ses  axes,  restant  parallèles  à  eux-mêmes,  conservent  le  rapport 

primitif-^  et  que  l'un  d'eux  coïncide  successivement  avec  les  cordes  D'A^, 

D"A'',  DA, de  l'ellipse  fixe  CAF;  alors  le  lieu  géométrique  ainsi  engendré 

sera  la  surface  que  Ton  nomme  ellipsoïde.  Lorsque  le  plan  de  l'ellipse  mobile 
passera  par  le  centre  0»  elle  atteindra  son  maximun  de  grandeur,  puisque  le 
démi-axe  variable  a  deviendra  l'ordonnée  maximum  OA  ==  a;  et  si  l'on  repré- 
sente par  OB=ib  la  longueur  que  prendra  au  même  instant  le  second  axe  b\le» 
trois  lignes 

AD  =  âo,  Be\=2A,  CF  =  2c 

seront  ce  qu'on  appelle  les  diamètres  principaux  oxx  lesaa?6^  de  l'ellipsoïde. 
D'ailleurs  on  doit  apercevoir  que  cette  surface  sera  fermée  de  toutes  parts, 
puisqu'au  delà  des  points  C  et  F,  l'ellipse  mobile  aurait  ses  deux  axes  imagi- 
naires (*). 


(*)  En  exprimant  par  Tanalyse  ce  mode  de  génératioD,  on  obtient  pour  rëquation  de  Tel. 
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82.  Si  Tellipse  génératrice  A'Biy  était  un  cercle,  c'est-à-dire  qu'on  eût 
choisi  O'B'  égala  O'A',  la  surfece  dcTiendrait  (n*78)un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion qui  aurait  pour  méridien  la  courbe  directrice  GÀF;  et  deux  des  diamètres 
principaux  de  la  surface,  savoir  OA  et  OB,  seraient  égaux  entre  eux.  Enfin^ 
dans  le  cas  où  les  trois  axes  OA,  OB,  OG  seraient  tous  de  même  longueur,  lel- 
lîpsoîde  dégénérerait  en  une  sphère. 

83.  HTPERBOLOIDE  d  une  nappe.  Substituons  à  Tellipse  directrice  une  hy-  Fig.  35 
perbole  A'A'^A,  dont  le  demi-axe  réel  soit  OA=a,  et  le  demi-axe  imaginaire 
OC=c;  puis,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  OC,  et  sur  deux  axes  dont  un 

soit  la  corde  A^D'  de  l'hyperbole,  construisons  encore  une  ellipse  A'B'D^  :  en  la 
fiiîsant  mou  voir  d'après  la  même  loi  que  précédemment^  elle  engendrera  /'Ay- 
perbolouie  dune  nappe^  ainsi  nommé  parce  que  cette  surface  n'aura  évidem- 
ment qu'une  nappe  unique,  mais  indéfinie  comme  lliyperbole  directrice. 
Lorsque  le  plan  de  Tellipse  mobile  passera  par  le  centre  O,  elle  atteindra  son 
mimmutn^  puisque  l'axe  variable  D^A^  sera  devenu  égal  à  DA,  qui  est  la  plus 
petite  corde  de  l'hyperbole  ;  c'est  pourquoi  la  courbe  ABDEest  nommée  Fellipse 
de  garge^  et  les  trois  droites 

AD=2a,  BE=2A,  CF=2c 

sont  les  Uroig  axes  de  Thyperboloïde  :  mais  le  demierCF  ne  rencontrant  pas  la 
surface,  est  dit  Vaxe  imaginaire^  quoique  la  quantité  réelle  2c  ne  soit  que  le 
coefficient  de  l'expression  imaginaire  que  fournirait  l'analyse,  en  cherchant  les 
points  de  la  surface  qui  seraient  situés  sur  la  droite  indéfinie  OCO'  (*). 

84.  Lorsque  les  deux  axes  rdels  OA  et  OB  sont  égaux^  Thyperboloide  est  de 
ré?olutîon  (n*78),  puisque  alors  Tellipse  génératrice  A'B'IX  devient  un  cercle; 
aussi^  dans  ce  cas  particulier,  la  surface  pourrait  être  engendrée  par  la  révo- 
lution de  l'hyperbole  A'A'^A  autour  de  son  axe  imaginaire  OGO'. 

85.  HYPERBOLOIDE  à  deux  nappes.  Sur  les  demi-axes  OA=a,  0&=c,  p,^    3g 


lifMoide  rapporté  à  ses  axes, 


»■     V*     *' 


Voyex  Vjlnulyse  appliquée  à  la  géométrie  des  traie  dimensions ^  chap.  IX. 
(^  L'équation  de  Thyperboloïde  à  une  nappe,  rapporté  à  ses  axes,  est 
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eoBfttruiflooft  encore  ime  hyperbole,  mais  placée  de  manière  que  OC  soit  Taxe 
réel;  puis^  faisons  mouvoir  comme  précédemment  l'eltipse  Â^B'D'  :  elle  engen- 
drera %ine  autre  espèce  d'hyperboloïde  qui  aura  deux  nappes  indéfinies,  et  sé- 
parées Time  de  l  autrepar  uainter?aUeoùil  n'existera  aucunpointdela  surfece. 
En  effet,  entre  les  points  C  et  F,  la  corde  variable  A.^D\  qui  sert  d'axe  à  l'ellipse 
mobile,  deviendra  imaginaire,  et  il  en  sera  nécessairemeni;  de  même  du  second 
axe  O'B^,  qui  doit  conserver  avec  le  premier  un  rapport  constant:  de  sorte  que 
la  génératrice,  se  trouvant  totalement  imaginaire  dans  cet  intervalle,  ne  four- 
nira aucun  point  réel  de  la  surface.  Cependant,  comme  pour  le  point  0,  on 

saitqne  le  demi-axe  O^A'  deviendra  égala  0A.|/  --»  1 ,  si  Ton  veut  construire  le 
coefficient  réel  de  l'autre  axe  qui  est  pareillement  imaginaire^  il  fondra  porter 
sur  une  perpendiculaire  au  plan  AOC,  une  longueur  OB  telle  que 

alors  les  deux  droites  AD=2a,  BE  =  2i&,  seront  ce  qu'on  nomme  ks  aœesima" 
(/tnatire^derhyperboloïdeà  deux  nappes,tandisqueCF  — 2  osera  V(ixeréel{^). 
86.  Pour  que  cet  hyperboloïde  fût  de  révolution ,  il  faudrait  que  les  deux 
^xei^imugmaireê  O  A  et  OB  devinssent  égaux ,  puisque  cette  hypothèse  entraîne- 
rait la  relation  O'A'  ^  O'B  ,qui  change  l'ellipse  génératrice  en  un  cercle.  Alors 
la  surface  pourrait  être  ei^ndrée  par  la  révolution  des  deux  brandies CA'A' 
et  FA"  de  i'hyperixrfe  primitive ,  autour  dé  son  aase  rM  COF. 
FiG.  37.  87.  PARABOLOIDE  e/Z^tgue.  Maintenant ,  adoptons  pour  directrice  fixe 
une  parabole  D"OA'^,  en  faisant  mouvoir  perpendiculairement  à  son  axe  OX 
une  ellipse  A'B'IX ,  dont  le  premier  axe  OA'  »  à  soit  l'ordonnée  variable  de 
cette  parabole,  et  dont  le  second  O'h'^b'  ait  d'abord  unegrandeur  arbitraire, 
mais  conserve  toujours  avec  le  premier  un  rapport  constant.  Dans  ce  mouve- 
ment, l'ellipse  mobile  engendrera  une  surface  composée  d'une  seule  nappe 
indéfinie  dans  le  sens  OX ,  et  qui  se  nomme  leparaboUnde  elliptique ,  parce  que 


{*)  L*ëquatîoQ  de  Thyperboloide  à  deux  nappes ,  rapporte  à  ses  axes ,  en  prenant  celui  qui 
est  réel  pour  l'axe  des  z ,  serait 

î!  _  y!  -.  f  '  =  1 

c»         b*        «• 
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toutes  les  sections  planes  qa'on  y  peut  tracer ,  ne  sont  jamais  que  des  paraboles 
ou  des  eUipsês  (*)• 

88.  Lorsque  les  deux  axes  de  TelUpse  génératrice  sont  égaux,  la  surface  dé- 
fient de  rëyolution  (a*  78)  ,et3lors  elle  pourrait  être  engendrée  par  le  mou- 
Yementde  la  parabole  OlkfK!\  tournant  autour  de  OX. 

89.  PARâBOLOIDE  hyperbolique.  Enfin^tout  en  gardant  poui*  directrice  Fie.  38, 
la  parabole  IX'OA'^  remplaçons  l'ellipse  génératrice  qui  nous  avait  servi  jusqu'à 
pràent,  par  une  hyperbole  IXH^  A'G\  construite  dans  un  plan  perpendicu-* 
laireàOXt  et  sur  deux  demi-axes  OX,0'B',  dont  le  rapport  resftera  constant^ 

tandis  que  le  premier, qui  est  Taxe  réel  de  cette  hyperbole,  deviendra  successive-* 
ment  égal  aux  diverses  ordonnées  O'A",  0"A'\....,  de  la  parabole  fixe.  L'hyper- 
bole mobile,  en  se  mouvant  ainsi  parallèlement  à  elle-même,  décrira  d'abord 
deux  nappes  ouvertes  à  droite  et  à  gauche  ,  séparées  par  le  vide  intérieur  du 
cyliadre  D^'OA^"»  et  qui  s'étendrontindéfiniment,  comme  cette  parabole,  dans 
le  sens  OlC  :  mais ,  si  nous  faisons  mouvoir  l'hyperbole  mobile  de  O'  vers  le 
point  V,  son  axe  réel  O'A'  diminuera,  et  deviendra  nul  en  0  ^  par  conséquent 
les  deuc  nappes  dont  nous  venons  de  parler  s'y  réuniront,  et  en  même  temps 
l'hyperbole  se  réduira,  pour  cette  position,  à  deux  droites  indéfinies  KO>k,  LO/, 
qui  seront  tout  entières  sur  b  surface,  et  parallèles  aux  asymptotes  de  toutes 
les  hyperboles  précédentes. 

Au-dessus  du  point  0  ^  en  0'^'  par  exemple,  l'hyperbole  génératrice  repa- 
lailra,  mais  dans  une  situation  inverse  B'^'B'^'C ,  par  rapport  à  ses  asymptotes* 
En  efleli  les  axes  que  nous  avons  représentés  graphiquement  par  O'A'  et  0'R\ 
dendent  être  à  la  rigueur  exprimés  par 

donc,  puisqu'enO'''  l'ordonnée  de  la  parabole  est  imaginaire,  et  qu'ainsi  le  pre- 
mier axe  deThyperbole  mobile  devient  a'"  c=  0'"A'".(/ —  1,  il  faut  bien  que 
«eondaxe^  pour  conserver  avec  l'autre  un  rapport  constant,  prenne  la  forme 

HT'  ==  a"^.  ^=  0"  A'".— 
a'  O'A' 


0  L*équaiion  de  ce  paraboloïde,  rapporté  a  son  sommet  et  à  Taxe  unique  OX  comme  axe 
<l«s  s,  est 

p     p 
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quantité  réelle,  représentée  sur  la  figure  par  (y'^*'\  Ceci  montre  qu'au-dessus 
de  O ,  Taxe  réel  0'"B'"  de  l'hyperbole  génératrice  se  trouvera  dirigé  perpendicu- 
lairement auplan  A'OD\  et  les  deux  branches  de  cette  courbe  décriront  encore 
deux  nappes  indéfinies,  placéesTuneenavant  deee  plan,  Fautre  en  arrière,  mais 
qui ,  reunies  avec  les  précédentes  par  les  droites  KOA  ,  LO/^  ne  présenteront 
dans  leur  ensemble  qu\me  seule  surface  non  interrompue ,  dont  les  courbures 
seront  de  sens  opposés  ,  à  peu  près  comme  cela  arrive  dans  la  gorge  d'une  pou- 
lie. On  a  donné  à  la  surface  qui  nous  occupe  le  nom  de  paraboloïde  hyperbo^ 
ligue ^  parce  que  l'analyse  apprend  que  toutes  les  sections  planes  que  Ton  peut  j 
traôer,  ne  sont  jamais  que  des  paraboles  ou  des  hyperboles^  parmi  lesquelles  il 
faut  comprendre  les  cas  particuliers  où  cette  section  se  trouve  une  droite  isolée, 
ou  bien  des  droites  qui  se  coupent  (^). 

90.  Il  importe  d'observer  ici  que  le  paraboloïde  hyperbolique  ne  saurait  ja- 
mais être  de  révolution  ;  car,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  nature 
des  sections  planes ,  aucune  de  ces  courbes  n'est  jamais  fermée,  et  par  consé- 
quent ne  peut  être  circulaire. 

91.  La  manière  dont  nous  venons  d'indiquer  la  formation  du  paraboloïde 
hyperbolique  offre,  à  la  vérité,  une  sorte  de  discontinuité  graphique,  puisque 
au-dessus  du  point  0,  la  parabole  qui  servait  de  directrice  devient  imaginaire; 
mais  comme  l'analyse  explique  aisément  cette  difficulté,  nous  avons  préféré 
conserver  ce  mode  de  génération,  parce  qu'il  présente  plus  d'analogie  avec  les 
surfaces  précédentes,  justifie  mieux  les  dénominations  imposées  aux  deuxpa- 
raboloïdes,  et  manifeste  clairement  l'existence  des  deux  droites  OL  et  OK  si* 
tuées  sur  le  second.  Néanmoins  nous  citerons  encore  un  autre  mode  de  généra- 
tion ,  tout  à  fait  continu  ^  et  commun  à  ces  deux  paraboloïdes. 

'^'  Sur  le  même  axe  OX,  et  dans  des  plans  perpendiculaires,  construisez  deux 


(^)  Pour  bien  lire  la  figare  S8,  on  devra  se  rappeler  que  nous  la  supposons  tracée  sur  le 
plan  Tertical  D"OÂ^^  corome  tableau  de  perspective;  ainsi  toutes  les  lignes  pondues  sontder- 
Hère  ce  plan.  Après  tout,  comme  il  est  assez  difficile  de  donner  une  idée  nette  de  la  forme  de 
ce  paraboloïde  par  un  dessin  en  perspective,  on  fera  bien  de  consulter  un  modèle  en  relief  qui 
peut  se  construire  aisément  au  moyen  de  simples  fils  tendus  en  ligne  droiîesuivant  une  cer- 
taine loi;  voyez  les  n'^'SSë,  566  et  la/?^.  1 20.  Quant  à  l'équation  du  paraboloïde  hyperbolique, 
rapporte  au  sommet  0  pour  origine  des  coordonnées,  et  à  Taxe  OX  connne  axe  desx,  elle  est 
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paraboles  A'"Oïyff  etB^'OE'^'  qui  aient  le  même  sommet^  des  paramètres  quel- 
conques, et  leurs  concavités  tournées  dans  le  même  sens;  puis  faites  glisser  l'une 
des  deux  parallèlement  à  elle-même  (n""  73),  sans  alte'rer  sa  forme,  mais  de 
manière  que  son  sommet  reste  constamment  sur  l'autre  parabole  fixe  :  tous 
obtiendrez  ainsi  le  parabolotde  elliptiqve. 

Prenez  deux  paraboles  Â''OD'%  B'^OE''^  construites  comme  ci-dessus,  mais  Fig.  38. 
ayant  leurs  concavités  tournées  en  sens  contraire  ;  puis  faites  encore  glisser, 
parallèlement  à  elle-même ,  la  courbe  A^'OD'"  constante  de  forme ,  et  de  ma- 
nière que  son  sommet  parcoure  l'autre  parabole  fixe  :  vous  produirez  ainsi  h 
parabolotde  hyperbolique  (*). 

92.  Pour  compléter  la  connaissance  des  lieux  géométriques  employés  le  plus 
fréquemment,  il  nous  resterait  à  parler  des  surfaces  développables  et  des  sur- 
faces GAUCHBS;  mais,  outre  que  les  propriétés  caractéristiques  de  ces  deux 
classes  de  surfaces  ne  peuvent  être  bien  nettement  comprises  qu'après  avoir  vu 
les  plans  tangents,  il  nous  semble  qu'il  vaut  mieux  laisser  au  lecteur  le  temps 
de  se  familiariser  avec  les  exemples  cités  jusqu'ici^  par  des  applications  nom- 
breuses et  des  constructions  variées  ;  et  plus  tard  nous  nous  occuperons  spécia- 
lement de  ces  deux  classes  de  surfaces  qui  sont  très-importantes. 

93.  Revenons  maintenant  à  la  question  indiquée  n®  69,  et  qui  avait  pour  but 
de  trouver  un  moàeàereprésentergraphiquementune  surface.  Or,  puisque  d'a- 
près la  définition  générale  donnée  au  n^  70,  une  telle  grandeur  est  toujours  pro- 
du/tepar  le  mouvement  d'une  certaine  ligne,  il  suffira ,  pour  atteindre  le  but  pro- 
posé^ de  mar9«errar&«/>ibn«cfejor^'^^i<>n  diverses  posiùiom  de  /a  g<ii£ratricb  « 
assez  nombreuses  et  ajssez  rapprochées  pour  que  ce  système  de  courbes  puisse pein-- 
dreauxyeux  la  continuité  delà  surfhce,sacourbure^  ainsique  Fétenduedeses  nap- 
pes. D'ailleurs,  parmi  les  génératrices  de  différente  espèce  qu'admet  toujours 
une  même  surface,  on  devra  préférer  celle  qui  par  sa  simplicité  ou  sa  régularité , 
est  la  pluspropreà  faire  image;  et  quelquefois,  pour  mieux  atteindre  ce  but,  on 
tracera  en  même  temps  deux  systèmes  de  génératrices,  teisque  seraient  les  méri- 
diens et  les  parallèles  dans  les  surfaces  de  révolution.  Cest  effectivement  par  des 
moyens  semblables  que  nous  avons  déjà  figuré,  sur  nos  dessins  en  perspective, 
les  diverses  surfaces  dont  nous  avons  parlé  dans  ce  chapitre. 

94.  En  outrCi  il  est  aussi  très-utiiede  marquer  les  traces  de  la  surface,  c'estr- 
à*dire  ses  intersections  avec  les  plans  de  projection  ;  ainsi  que  les  contoffrs 


(*}  Voye»  ÂnaU/te  appliquée  à  la  géométrie  des  trou  dimennion$ ,  chap.  VIII. 
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eu  dedans  ou  au  dehors  desquels  se  tronveraiçnt  projetés  tous  les  points  de 
cette  surface,  lorsque  du  moins  il  existe  de  par etfles  limites  ;  car  ces  contours 
sont  des  espèces  de  profils  qui  accusent  d'une  manière  souyent  très*sensible  les 
formes  des  objets  :  mais  ,  pour  apprendre  à  déterminer  exactement  ces  oon*- 
tours,  il  faut  que  nousayons  parlé  des  plans  tangents*  Observons  toutefois  que, 
quand  la  forme  de  la  surface  nous  sera  bien  connue  d'avancei  nous  pourrons 
nous  borner,  pour  simplifier  nos  dessins»  à  employer  seulement  quelques-uns 
des  moyens  de  description  dont  nous  venons  de  donner  le  détail. 


CHAPITRE  IL 

J)e$  plans  tangents  en  général. 

95..Un  plan  est  àîltangent  à  une  surface  dans  un  point  donné,  lôrsqu'ilcon- 
tient  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  que  ton  tnwerait  sur  oeUe  surface pctr  h  point 
en  question  ;  mais  il  est  nécessaire  de  démontrer  qu\l  existe  en  général,  à  cha- 
que point  d'une  surface ,  un  plan  qui  jouit  de  cette  propriété,  car  on  ne  voit 
pas  à  priori  pourquoi  ces  diverses  tangentes  ne  formeraient  par  on  cône,  ainsi 
que  cela  arrive  effectivement  dans  certains  points  singuliers.  Ifous  allons  donc 
prouver  que  trois  courbes  quelconques^tracees  sur  une  surface  à  partir  dPun  point 
donnée  ont  toujours  leurs  trois  tangentes  situées  dans  un  seul  et  même  plan. 
FiG .  51.  Soit  GM^  la  forme  et  la  position  de  la  génératrice  (  n""  T'O  )  lorsqu'elle  passe 
par  le  point  donné  M  ;  soit  DMc/  une  courbe  tracée  sur  la  surface  ,  et  sur  la- 
quelle devra  glisser  constamment  la  génératrice,  lorsque  dans  son  mouvement 
elle  décrira  ce  lieu  géométrique  :  soit  enfin  HX  uo^  troisième  coui»be  gti^/oon- 
^ti0  située  aussi  sur  la  surface.  Si  nous  transportons  la  génératrice  dans  une  autre 
position  (^'Wg' ,  elle  ne  manquera  pas  de  rencontrer  la  courbe  MX  en  un  certain 
point  V ,  pourvu  que  le  point  M' soit  pris  assez  voisin  d^  M  sur  la  directrice 
WLd.  Alors ,  en  joignant  les  points  M ,  M' ,  P  par  des  droites  indéfinies ,  ces 
trois  lignes  seront  des  sécantes  par  rapport  aux  courbes  MD,  MX,  G' g  ,  et  elles 
seront  évidemment  toutes  trois  dans  un  même  plan»  Maintenant,  inisons  mou- 
voir la  génératrice  G^  sur  MD ,  en  la  rapprochant  de  sa  situation  primitive 
G^,  mais  en  observant  toujours  la  loi  qui  règle  la  variation  de  forme  et  de  po- 
sition de  cette  courbe  dans  la  surfece  que  Ton  considère  ;  puis ,  imaginons  que 


CHAPITRE  II.  —  DES  PLANS  TANGENTS  EN  GÉNÉRAL.  49 

le  plan  des  trois  sécantes  tourne  autour  du  point  M,  de  manière  qu'il  passe,  en 
même  temps  que  la  génératrice ,  par  les  points  M"  et  P" ,  M'"  et  P"',., . ,  où  elle 
coupera  successirement  les  courbes  MD  et  MX;  par*là  ce  plan  tnobile  renfermera 
constamment  les  trais  sécantes  variables.Or^  quand  la  génératrice  sera  revenue 
à  la  position  GM^^  le  point  M' mobile  sur  MD,  sera  confondu  avec  M  :  mais  au 
même  instant  le  point  F  de  la  courbe  MX  aura  dû  évidemment  se  réunir 
avec  le  point  M;  et  par  une  suite  nécessaire,  sur  la  courbe  variable  Cy  les 
points  F  et  M' seront  aussi  confondus.  Donc  alors  les  trois  sécantes  mobiles  se- 
ront devenues  respectivement  tangentes  aux  courbes  MD,  MX,  MG  ;  et  si  l'on 
se  rappelle  que  ces  trois  sécantes  étaient ,  pour  chaque  position  de  la  généra- 
trice ,  toujours  situées  dans  un  même  plan,  on  en  conclura  que,  quand  elles  sont 
devenues  les  tangentes  MT,  MT',  MT",  elles  se  trouvent  encore  dans  un  plan 
unique^  qui  n*est  autre  chose  que  la  limite  des  positions  qu'avait  prises  succes- 
sivement le  plan  mobile  des  trois  sécantes  {% 


O  Je  ferai  observer  que  ce  (héorèiae  (démontré  ainsi  dès  1817,  dans  mes  leçons  à  rÉcole 
polytecliiliqQejme  parattindispensable  à  établir,  pour  pouvoir,  dans  la  suite,  emprunter  à  la 
méthode  infinitésimale  les  considérations  abrégées  et  si  utiles  auxquelles  nous  aurons  nous- 
même»  recours  bientôt  (n^  158).  En  effet,  ce  n*est  qu^après  avoir  prouvé  rigoureusement  que 
toutes  les  tangentes,  en  un  même  point  d'une  surface,  se  trouvent  dans  un  plan  unique,  qu'il 
est  permis  de  regarder  la  surface  comme  composée  d*élément$  êuperficids  qui  soient  plans^ 
parce  qo'afors  ils  sont  formés  par  les  éléments  Hnèairen  communs  aux  courbes  de4a  surface 
et  a  Jeun  tangentes.  Quanta  la  démonsiration  précédente,  on  a  objecté  qu'ici  la  droite  MT'est 
bien,  par  rapport  i  la  courbe  G'^',  une  sécante  dont  les  points  de  section  vont  se  réunir  ;  mais 
<{iie,  dans  Tiniervalle,  la  ligne  G'^  no  restera  pas  constante  de  forme  ,  et  qu'ordinairement 
cette  condition  est  admise,  quand  on  définit  la  tangente  comme  la  limite  d'une  sécante.  A  cela 
il  suffit  de  répondre  que  si,dansla  géométrie  plane,  on  admet  cette permanencede  forme,  ce 
n*est  que  tacitement  et  parce  qu'on  ne  s'y  occupe  guère  que  de  courbes  invariablement  données; 
outssi,  sans  sortir  d'unplan,on  traçait  un  cercle  qui  coupât  onedroite,  puis  qu'on  ftt décroître 
I  e  rayon  jnsqo'à  ce  que  les  deux  pomts  de  section  vinssept  à  se  réunir^  il  n'y  aurait  pasde  doute 
qa'alors  ce  cerde  vartaft/eneMt  devenu  tangent  à  la  droite.  Ainsi  la  permanence  de  forme 
n*esC  pas  du  tout  nécessaire  ;  et  vouloir  l'exiger,  ce  serait  restreindre  gratuitement  le  caractère 
Séoéral  de  la  tangenteaunecourbe.il  faut  donc  définir  celle-ci  comme  la  limite  des  positions 
que  prend  une  sécante  dont  deux  points  de  section  se  sont  rapprochés  indéfiniment,  pourvu 
que  ces  points  soient  situés  sur  la  même  branche  de  la  courbe,  et  que  cette  dernière  n'ait  va« 
rié  de  forme  et  de  position  que  d'après  «ne  loi  continue;  or  c'est  bien  la  ce  qui  arrive  ici 
peur  la  courbe  6^9  puisque  la  surface  est  elle*mème  supposée  continue. 

Ajoutons  enfin  qu'il  faudra  de  même  regarder  comme  tangentes  l'une  à  l'autredeux  courbes 
quelconquee  qui,  après  avoir  été  sécantes,  se  seront  modifiées  déposition  ou  de  forme,  d'après 
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D^ailleurs^  oamme  la  courbe  MX  aTait^  daaa  ce  qui  précède,  unepositiott  ar- 
bitraire sur  la  surface,  il  s'eastiil  queleplan  mené'  parles  tan^^tesdes  deux 
li(]rne$  M<jet  MD,  renfermera  la  tangente  de  toute  autre  courbe  qui  passerait 
eh  M  ;  ainsi  ce  plan  TUT'  se  trouvera  bien  êaf^eniàla  surfuce ,  d'après  lad^-^ 
nition  que  nous  avons  donnée  au  commencement  de  cet  article* 

00.  Lorsqu'une  surface  présente  deux  ou  plusieurs  nappes  qui  se  coupent^ 
comme  il  arriverait  dans  un  cône  dont  la  base  serait  une  courbe  à  nceud,  les 
points  derintèrsection  de  ces  deux  nappes  semblent  d'abord  offrir  uneexcep* 
tion  à  la  propriété  dont  jouit  le  plan  tangeol  eâ  général  ;  mais  on  reconnaîtra 
que  cette  circonstance  rentre  dafDs  les  cas  ordinaires,  si  Ton  observe  que  toutes 
les  tangentes  en  un  même  point  de  rinlersedion,  doivent  être  distribuées  sur 
les  deux  nappes,  comme  elles  le  seraient  sur  deux  snrfeces  indépendantes  qui 
Tiendraient  se  couper  en  cet  endroit,  et  dont  chacune  aurait  son  plantassent 
distinct  du  plan  tangent  de  l'autre. 

97.  Cependant  il  se  rencontrer  quelquefois  de  véritables  exceptions  à  la  pro- 
priété du  plan  tangent  ;  mais  cela  ne  peut  arriver  que  dans  àe% points  singuliers 
delà  surface,  pour  lesquels  la  génératrice  ou  la  directrice,  venant  à  se  réduire 
à  un  point  unique»  n*admeitent  plus  cktangente.VdiV  exemple^  au  sommet  d'un 
cône,  les  diverses  arêtes  qui  s'y  coupent  sont  des  lignes  droites  situées  sur  la 
surface,  et  qui  sont  elles-mêmes  leurs  propres  tangentes  ;  cependant  ces  droites 
se  trouvent  deux  à  deux  dansdes  plans  évidemment  distincts.  Le  sommet  d'un 
cône  est'donc  nn  point  singulier  de  cette  surface  pour  lequel  il  nesistepas  de 
plan  tangent.  Mais  si  Ton  remarque  que  la  génératrice  parallèle  à  la  base  du 
cône  (n^  72)  se  resserre  de  plus  en  plus  en  s^approchant  du  sommet ,  et  finit  ^ 
en  y  arrivant,  par  se  réduire  à  un  point  lequel  nWmet  plu9,à  proprement  par- 
ler, de  tangente,  on  sentira  comment  la  démonstration  générale  du  n"*  95  cesse 
d'être  applicable  à  ce  cas  particulier.  La  même  cause  d'exception  se  rencontre- 
rait si  l'on  partait  de  la  définition  donnée  n*  71  pour  les  surfaces  coniques  , 
parce  qu'alors  une  des  directrices  de  la  droite  naobile  serait  le  point  unique  ^ 
nommé  sommet&a  cône,  et  qu'une  telle  directrice  n'estpkissusoeptibled'avdir 
une  tangente. 

Une  circonstance  analogue  se  présente  dans  les  surffices  de  révolution,  dont 


une  loi  continue,  jusqu'à  foire  ceëncider  ensemble  deux  de  leur»  jpoioU  de  sectioa;  car  il  est 
évident  que  ces  ^ux  coorbee  aiiroot  mcifm  «me  UmgêmU  commune  ^  qoi  sera  ia  limite  des 
poaitioos  de  ta  droite  nobile  pasiaot  par  les  deax  pointe  eommiuifl  eux  courbée  sécantee. 
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fa  méridienne  coupe  Taxe  sous  un  angle  ob$U9  oa  ai^u  et  même  nul  :  au  point 
d  aoe  tejle  suriace  qui  est  situé  sur  Taxe  de  rérolutioa ,  il  n'y  a  plus  de  plan 
langent^  et  les  tangentes  aux  diverses  positions  du  méridien  forment,  au  oon-^ 
traire ,  un  o6iie  droit*  Cest  ce  qu'on  reconnaîtra  en  faisant  tourner  xin  oercle 
autonr  d'une  de  ses  cordes. 

96.  Il  eet  très^importantd'obeerTer  que  la  définition  du  plan  tangent  don<^ 
née  n*  95 ,  nVxige  pas  du  tout  que  ce  plan  n'ait  qu'un  seul  point  de  commun 
atec  )a  sttrfece.  Cela  arrite,  il  est  tmi^  dans  les  Âurfiaces  entièrement  oônvems; 
mais,  dans  d'autres  cas ,  le  plan  tangent  peut  rencontrer  la  surface  en  divers 
points ,  et  même  la  couper  suivant  une  courbe  qui  passe  par  le  point  de  coû* 
tact,  comme  noue  en  verrons  des  exemples  dans  le  torë{  n*  !  98  ),  et  dans  les  sur- 
faces gauches.  Cette  circonstance  n*empécbera  pas  que  ce  plan  ne  renferme  les 
tangentes  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  par  le  point  en  question, 
et  par  conséquent  il  touchera  réellement  la  surface  en  cet  endroit;  tandis 
que  dans  les  autres  points  qu'il  aura  de  communs  avec  elle,  il  sera  générale- 
ment sécant. 

99.  Il  existe  néanmoins  certains  genres  de  surfaces  où  le  plan  qui  est  tan- 
gent dans  un  point,  se  trouve  nécessairement  tangent  tout  le  long  dCnnedroite. 
Considérons  en  effist  fe  cylindre  ABC  à  base  quelconque  ;  si ,  par  la  généra-  Fie.  32, 
trice  kB  et  la  tangente  BT  à  la  base,  on  mène  un  plan ,  je  dis  que  non-seulement 
ce  plan  contiendra  les  tangentes  aux  diverses  courbes  que  Ton  voudra  tra- 
cer sar  la  snrfiace  par  le  point  B(ce  qui  résulterait  déjà  du  théorème  démon- 
tré n**  96),  mais  quil  renfermera  aussi  les  tangentes  à  toutes  tes  autres  courbes 
que  l'on  tracerait  sur  le  cylindre,  par  les  divers  points  de  la  génératrice  AB;  et 
pour  justifier  celte  assertion,  il  suffira  de  faire  voir  que  le  plan  ABT  renferme 
h  tangente  MV  à  la  courbe  quelconque  MX*  Or,  si  par  AB  et  un  point  D  voisin 
de  B .  je  mène  le  plan  ABR ,  il  coupera  évidemment  le  cylindre  suivant  une 
droite  DE  parallèle  à  AB,  et  la  courbe  MX  en  un  pointG  situé  sur  DE;  de  soile 
qnece  plan  contiendra  lesdeuie  sécantes  BDR  et  M6S.  Maintenant,  firiâons- 
le  tourner  autour  de  AB  de  manière  que  le  point  D  se  rapproche  de  B:  les 
points  de  section  D  et  G  vont  changer  sur  les  courbes,  mais  ïk  se  trouveront 
toujours  ensemble  sur  une  àTO\lemoh\\û^constainmentpnraWSeàKïi\  donc, 
quand  Fun  de  ces  points  D  sera  confondu  avec  B ,  au  même  instant  Fautre 
point  G  coïncidera  avec  M  ;  c'est-à-dire  que,  quand  le  plan  mobile  aura  pris 
la  position  ABT,  la  sécante  variable  HGS,  toujours  située  dans  ce  plan^  sera 
devenue  la  tangente  MY.  Ainsi  cette  dernière  droite  est  renfermée  dans  le 
plan  ABT. 
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ConcluODd  delà  que,  lorsqu'un  plan  touche  uneylmdtreenunpomtqmhmque 
ilestnécessairetneni  tangent  tout  le  long  <h  lagénératrioo  reciUigme  qui  pauepar 
le  point  de  contact. 

100.  Dans  les  surfeces  cooiquea»  le  plan  tanguât  jouit  aiisai  de  cette  pro* 
priéte' ,  et  elle  se  démontrera  d'uae  manière  analogue ,  en  observant  qu'alors 
les  points  de  section  D  etG  sont  situés  constamment  sur  une  même  droite  va- 
riable, mais  qui  rencontre  toujours  AB  au  sommet  du  cône.  Enfia?  nous  ver- 
rons plus  loin  que  cette  même  propriété  subsiste  également  dans  une  classe  de 
surfaces  nommées  dévebppables^  et  dont  les  cylindres  et  les  cènes  ne  sont  que 
des  genres  particuliers. 

101 .  Toutefois  ce  serait  une  erreur  de  croire  que  ce  contact  du  plan  tan«- 
gent,  tout  le  long  d  une  droitCi  tient  à  ce  que  les  surfaces  dont  nous  venons  de 
parler  admettent  des  génératrices  rectilignes  ;  car  nous  rencontrerons  bientôt 
des  surfaces  engendrées  aussi  par  une  droite ,  et  nommées  gauches ,  dans 
lesquelles  le  plan  tangent  ne  satisfait  aux  conditions  du  véritable  contact  que 
pour  un  seul  point,  quoiqu'il  contienne  tout  une  droite  de  la  surface  (  eoy^jz; 
n'- 142  et  154). 

102.  Le  théorème  démontre  n^  99,  offre  une  conséquence  importante  que 
nous  aurons  souvent  besoin  d'invoquer  par  la  suite  ;  c  est  que,  quand  on  pro^ 

FiG.  Z^.jeitesurunplan  unecourbeWXetsatangenieMVy  les  projections  de  ces  deux  lignes 
sont  elles-mêmes  tangentes  l'uneàFautre*  En  effet,  pour  projeter  la  courbe  MX, 
il  faudra  (n"*  4)  imaginer  un  cylindre  MBCX  passant  par  cette  ligne  et  perpen- 
diculaire au  plan  donné,  qu'il  coupera  suivant  une  courbe  BC  qui  sera  la  projec- 
tion de  MX.EnsuitCi  pour  projeter  la  droite  M  Y,  il£audra  mener  le  planVMB, 
lequel  étant  évidemment  tangent  au  cylindre  en  M,  devra  l'être  aussi  (  n*  99  ) 
en  B  ;  et  par  conséquent  il  renfermera  la  tangente  BT  de  la  base  BC.  Donc  cette 
tangente  se  trouvera  l'intersection  du  plan  projetant  avec  le  plan  de  cette  base , 
et  elle  sera  ainsi  la  projection  de  MY. 

La  même  conséquence  subsisterait  encore,  si  l'on  projetait  la  courbe etsa  tan- 
gente par  des  droite^obliqyes  au  plan  donné,  mais  toujours  parallèles  entre  elles. 

103.  En  résumant  ce  qui  a  été  dit  sur  les  plans  tangents,  on  doit  en  con- 
clure que  I  pour  construire  le  plan  qui  touche  une  surface  quelconque  dans 
un  point  donné,  il  suffira  dorénavant  de  chercher  les  tangentes  à  deux  courbes 
tracées  sur  la  surface  par  le  point  dont  il  s'agit ,  en  préférant  dans  chaque 
exemple  celles  qui  offriront  plus  de  facilité  \  puis,  de  faire  passer  un.  plan  par 
ces  deux,  tangentes ,  ce  qu'on  exécutera  comme  au  n^  22.  Nous  donnerons 
bientôt  divers  exemples  de  ces  constructions. 


CBkPYm  II.  --  DBS  PLANS  TANGENTS  BN  OtiNtiRAL.  53 

Lorsque,  par  le  pcHiit  donné,  il  paasera  une' droite  située  tout  entière  sur  la 
mr/oMi  celt€  droite  sera  eHe-méme  sa  propre  tangente  ;  dès-lors  elle  devra 
se  trouver  contenue  dans  le  plan  tangent ,  et  pourra  être  employée  à  construire 
ee  pian  ;  maiail  ne  faudra  pas  en  ooncltire  toujours  que  ce  plan  touche  la  sur-     . 
fece  tout  le  long  de  cette.droite  (a"*  lOl). 

104*  La  normale  à  une  surface  est  la  droite  perpendiculaire  au  plan  tan* 
gent,  et  menée  par  le  point  de  contact  de  ce  plan.  Cette  normale  se  construira 
donc  aisément  (n*  3S),  quand  on  aura  déterminé  les  traces  du  plan  qui  touche 
la  snrfiuse  au  point  en  question» 

1A&.  Cest  ici  le  lieu  d'exposer  une  règle  générale  propre  à  déterminer  Fig.  33. 
k  amiaur  apparent  d'un  corps  ^  c'est-à-dire  la  ligne  cpii ,  sur  la  surface  de  ce 
corps,  sépare  les  parties  visibles  pour  l'observateur  d*avec  celles  qu'il  ne  peut 
apercevoir.  Soit  donc  O  la  position  qu'occupe  l'œil  du  spectateur  :  imaginons 
tous  les  plans  qu'il  est  possible  de  mener  par  ce  point  tangentiellement  à  la 
surÊMse  proposée  ;  ils  toucheront  celle-ci  suivant  des  points  A ,  B ,  C ,. ...  qui 
formeront  une  courbe  à  laquelle  aboutiront  tous  les  rayons  visuels  OA ,  OB , 
0C,.*«*  tangents  à  la  surface  ;  ainai  cette  ligne  ABCD  sera  la  limite  de  la  por- 
tion que  peut  apercevoir  l'observateur  placé  en  0.  Mais  ce  contour  apparent 
changerait  de  forme  et  de  position  si  le  point  de  vue  se  déplaçait  :  que  celui-ci 
soit  transporté  en  O',  par  exemple,  et  le  contour  apparent  deviendra  .VB'G'D". 
Il  fendrait  donc  assigner^  dans  chaque  cas ,  la  position  du  point  de  vue  ;  puis 
déterminer  en  conséquence  le  contour  apparent,  ce  qui  donnerait  lieu  à  des 
opérations  graphiques  que  ;nous  apprendrons  ^  il  est  vrai ,  à  exécuter  dans  la 
perspeetive,  mais  qui  compliqueraient  inutilement  ici  nos  dessins.  Au  lieu 
que  si  nous  conservons  l'hypothèse  déjà  admise  n""  16.  et  d'après  laquelle  le 
point  de  vue ,  dans  toute  projection  horizontale^  est  censé  à  une  distance  infinie 
sur  laverticale  00'  passant  par  un  quelconque  des  points  de  l'objet,  alors  les 
plans  tangents  dont  les  points  de  contact  avec  la  surface  faisaient  connaître  la 

courbe  ABC ,  deviendront  tous  wrticauw^  et  leur  détermination  sera  plus 

faufile  ;  ou  plutôt ,  elle  s'effectuera  ordinairement  d'une,  manière  très-simple , 
comme  nous  le  reconnaîtrons  dAns  les  épures  suivantes. 

106.  Il  résulte  de  là  que  le  contour  apparent  gFune  surface  projetée  sur  le 
plan  HoaizoMTu.,  s'obtient  en  cherchant  Us  points  de  contact  de  tous  les  plans 
tangents  qui  sont  vbbticaux. 

Quant  à  la  projection  verticale  de  cette  même  surlace,  elle  a  son  point  de 
vue  partieulîe^,  qui  est  censé  (n**  1:6)  d  unodisianee  infinie  sur  une  perpendicuF- 
laire  au  plan  vêrtkal;  d'où  il  suit  que  le  contour  apparent^  relatif  à  cette  pro- 
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jectioQ,  ne  «era  pas  le  même  que  pour  le  plan  hfMrûsontal,  mais  il  s'<d»tiendra 
en  cherchant  les  pointu  de  oontaetdêla  gwtfaoêOMM  laui  Im  plan$  tangmUiqm 

MOMl  F8EPKIIDICVI.AI1BS  M  FLÂB  TSETIGAl* 

107.  Nous  pouvons  maintenant  complëier  les  ràgles  que  nous  aTons  indi<* 
quées  n^Mô  et  1 6 ,  pour  la  ponctuatio  n  des  lignes  principales.  Car  il  suit  de 
ce  qui  précède  que  les  lignes  ou  portions  de  lignes  qui  ^  sur  une  sur&ce  quel- 
conque, se  trouveront  awHksnu  du  contour  apparent  relatif  à  h  projection  ho» 
rizontale,  seront  seulee  vieibhe  mxt  ceVbe  projection;  et  quant  au  plan  Tertical, 
leg  seules  parités  v  isibîes  seront  celles  qui  se  troureront  en  amant  du  contour  ap* 
parent  relatif  à  ce  dernier  plan.  Biais  on  ne  devra  pas  oublier  qu'une  même 
ligne  poun*a  êtrcTisible  dans  une  des  projections  et  invisible  dans  l'autre, 
puisque  le  point  de  vue  est  différent  pour  les  deux  cas  :  de  sorte  qu'il  faudra, 
mr  chaque  plan,  employer  avec  discernement  les  deux  modes  de  ponctuation 
que  nous  avons  as^^és  pour  lee  lignes  prtnoipales^  en  se  rappelant  toujours  que 
les  distinctions  précédentes  ne  s'appliquentpasaux%nas  awriHaires{Q?  15,2*). 

108.  En  outre,  toutes  les  fois  que  dans  une  épure  il  entrera  un  plan  indé* 
find^  tangent  ou  sécant,  noue  ne  le  regarderons  pas  comme  eœisêsmt  réellement^ 
mais  nous  supposerons  qu'on  a  voulu  eeulement  donner  ou  trotiver  ses  tracée; 
car  autrement  ce  plan  cacherait  presque  toujours  une  grande  partie  ou  la  to* 
talité  de  la  surface,  ce  qui  aurait  le  grave  inconvénient  de  ne  plus  laisser  dis- 
tinguer sur  cette  surface,  objet  principal  de  l'épure,  les  parties  supérieures  ou 
antérieures  d'avec  les  parties  opposées:  de  sorte  que  la  forme  des  objets  se» 
rait  moins  nettement  accusée  par  le  dessin  graphique.  Cette  restriction  devra 
donc  toujours  être  sous-entendue  dorénavant ,  sans  que  nous  ayons  besoin  de  la 
rappeler  chaque  fois. 


CHAPITRE  IIL 

« 

Des  plans-  tangents  aux  cylindres  et  ausf  cônes. 

Ff  G .   39 .      ^  ^-  ^A^'  un  point  donné  sur  ta  surface  dun  cylindre  queleonque^an propose 
de  lui  mener  un  plan  tangent. 

Soit  AE€G  la  directrice  du  cyKndre.  que  nowsnpposonssîtiiée  dans  le  plan 
horizontal,  et  quoiqueoette  ligne  se  trouve  ici  un  eerde,  la  méthode  sera  gé- 
nérale et  applicable  à  toute  autre  courbe  ;  soit  aussi  {àb^'V)  la  droite  à  bquelle 
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k  géDéfatriee  reetiligoe  doit  rester  oonslainiiiaitpurallèie  en  gilissaflt  sur  A  ECG . 
Noos  commenceroiiB  par  dëtermiDer  lecoatour  apparent  de  h  snrfece  qui,  sur 
le  plan  horicoatal ,  sera  donné  (  n**  106  )  par  les  points  de  contact  de  tons  les 
pians  tangeu  ts  ff^rticauw.  Or,  choque  plan  de  ce  |^a  re  renfermera  o ne  arête  (*) 
dn  cylindre,  rt  aura  ponrtraee  barizontale la  projection  même  de  cette  droite . 
c  est-cndirenne  parallèle  à  ab^  de  phis,  ce  plan  toochera  le  cylindre  tout  le  1od{{ 
de  cette  génératrice  (  n»  99) ,  et  par  conséquent  sa  trace  devra  être  tangente  à 
la  base  AECG  ;  donc ,  ai  Ton  mène  à  cette  courbe  les  tangentes  AB  et  CD  pa- 
ralWes  à  ab^ee  seront  les  traces  des  plans  tangenlls  tertiçaux ,  et  en  même 
temps  les  projections  horizontales  de  leurs  lignes  de  oon taet  qui  seront  les  deux 
géoératrices  (  AB,  k'V  )  et  (CD,  CD' ).  Ainsi,  ces  deur  ligues  formeronl  le  ron* 
tonr  appafrent  du  cylindre  sur  le  plan  borimntal,  et  toute  arête  de  cette  sur** 
fece  qui  sera  au-dessous  de  ces  droites ,  c'est-à*dire  qui  aboutira  sur  le  demi* 
cerele  AGC,  sera  invisibie  en  projeeticn  horîzoïitole. 

Quant  au  conf oor  apparent  sur  le  plan  tertical ,  H  aefa  fourni  (  n^  106  )  par 
les  plsm  tangents  qui  seront  petpeudieulaires  à  oe  plan  de  projeciioii  ;  leurs 
traces  horizontales  devront  donc  être  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre ,  et 
tsBgeotea  comme  ci^dessus  à  la  base  AECG;  par  conséquent  ces  traces  seront 
EE  et  GO'.  Ensuite,  comme  ces  plans  torcheront  nécessairement  le  cylindre 
suivant  tes  génératrices  EP  et  6H ,  dont  les  projections  verticales  sont  les 
droites  ET  et  G'H'  parallèles  à  à  h' ,  ces  deux  génératrices  formeront  le  eon** 
toor  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  vertical  ;  de  sorte  que  toute  arête  qui 
se  trouvera  en  arrière  ée  ces  droites,  ou  qui  aboutira  sur  k  demi^erele  EAG, 
sera  tswisibh  en  projection  verticale. 

110.  Maintenant,  résolvons  le  profaiènM  proposé^  en  supposant  que  M  soit 
la  projection  horizontale  du  point,  donné  ;  et  puisqu'il  doit  être  sur  la  surfeee, 
il  ne  faudra  pas  dioîsir  arbUrairement  la  seconde  projection  de  ce  point ,  car 


(*}  Qo^lqoefn*,  pour  simplifier  le  langage,  nous  appellerons  arêtei  d*iui  cylindre  ou  d  un 
ctoe,  lea  diverses  positions  de  la  génératrice  recUligne  ;  mais  il  ne  faut  jamais  donner  à  ces 
droites  le  nom  d'é/émefi <«,  car  les  éléments  d'une  grandeur  doivent  toujours  élre  homogènes 
avec  elle:  ainsi  les  éléments  d'une  surface  sont  d'^autres  petites  surfaces  dont  la  somme  com- 
pose la  surface  en  question.  D*aiIleors,no«8  aurons  besoin  plus  tard  (n°  I59)(f  employer  ce  mot 
SMmeni  dans  sa  véritable  acception,  et  alors  11  n^suUenift  de  ce  double  sens  ooe  oonfùsioa 
didées  trcs-nnisible  dans  la  théorie  des  su? fMts  gasches.  Noosemploieroas  aussi  quelque** 
Ibis  le  mam  de'tesapottr  designer  la  direotriee4\iii  eylindre  ew  d'o»  eâoe,  surtout  quand 
cette  cearbe  se  ifonvera  sîlnée  dans  le  plan  boritoalal. 
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celle-ci  va  résulter  de  la  première.  En  effet*  par. le  point ea  question  sur  le 
cylindre ,  il  passe  nécessairement  une  génératrice  qui  sera  projetée  horizonta- 
lement suivant  ML  parallèle  à  afr  ;  or  ML  allant  rencontrer  la  base,  du  cylindre 
en  L,  ce  point  doit  être  la  trace  horizontale  de  cette  génératrice,  dont  la  pro- 
jection verticale  sera  par  conséquent  L'K'  parallèle  à  a'b'\  ainsi ,  en  projetant 
le  point  M  sur  L'K' ,  on  obtiendra  les  deux  projections  M  et  M' du  point  assi- 
gné sur  le  cylindre* 

Cependant  il  existe  ici  une  seconde  solution  ;  car  la  droite  ML  allant  couper 
la  base  en  deux  points  L  et  V»  on  peut  dire  que  V  est  la  trace  d'une  autre  arête 
projetée  également  sur  MY^  mais  dont  la  projection  Terticale  serait  Y'K''  ;  de 
sorte  que,  si  l'on  rapporte  le  point  M. sur  cette  dernière  droite  en  M'^ ,  il  y  aura 
sur  le  cylindre  un  second  point  (  M,  M''  )  qui  sera,  comme  le  premier  (M,  M'), 
projeté  horizontalement  en  M. 
FiG.  39.  \\\^  Cela  posé,  contruisons  le  plan  tangent  pour  le  point  (M,  M^).  Ce  plan 
renfermera  la  génératrice  (  ML,  MX'),  et  par  conséquent  sa  trace  passera  par 
le  pied  L  de  cette  droite  ;  puis,  comme  il  doit  toucher  le  cylindre  tout  le  long 
de  cette  génératrice  (  n""  99  ) ,  il  contiendra  nécessairement  la  tangente  de 
la  base  au  point  L ,  c'est-à-dire  la  ligne  LQ ,  qui  sera  précisément  la  trace 
horizontale  du  plan  demandé.  Pour  obtenir  l'autre  trace ,  on  cherchera  le 
point  K^où  la  droite  (ML,  M'L')  contenue  dans  ce  plan ,  va  percer  le  plan  ver- 
tical, et  QK'  sera  la  trace  verticale  du  plan  tangent.  Mais  s'il  arrive ,  comme 
dans  notre  épure,  que  la  trace  PQ  aille  couper  la  ligne  de  terre  à  une  distance 
trop  considérable^  on  imaginera  par  le  point  (  M,  M'  ),  une  droite  auxiliaire  qui 
soit  parallèle  à  la  trace  horizon tatale  LQ,  et  dont  les  projections  seront  évidem- 
ment MX  parallèle  à  QL,  et  M'X'  parallèle  à  la  ligne  de  terre  ;  puis,  en  construi- 
sant le  point  X'  où  cette  auxiliaire  Ta  percer  le  plan  vertical ,  ce  point  devra 
appartenir  encore  à  la  trace  verticale  du  plan  tangent,  laquelle  sera  X'K\  Dans 
tous  les  cas,  ce  moyen  est  bon  à  employer  comme  vérification. 

Quant  au  plan  tangent  relatif  au  point  (  M,  M"),  on  observera  que  la  généra- 
trice de  contact  est  ici  projetée  sur  MV,  M'^V'  :  donc,  en  menant  par  le  pied  V 
de  cette  droite  une  tangente  YS  à  la  base  du  cylindre,  ce  sera  la  trace  horizon- 
tale de  ce  nouveau  plan  tangent.  La  trace  verticale  SK'' se  déterminera,  comme 
ci-dessus ,  en  cherchant  le  point  K^'  où  la  génératrice  de  contact  va  percer  le 
plan  vertical  ;  ou  bien ,  on  aura  recours  encore  à  l'horizontale  (  MY,  M'T'  ),  qui 
fournira  un  troisième  point  Y'  de  cette  trace. 

112.  Observons  d'ailleurs  que  les  deux  plans  tangents  PQR'  et  PSR',  que  nous 
venons  de  construire,  renferment  deux  génératrices  du  cylindre  qui  sont  pa- 
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rallèles  entre  elles  ;  donc  ces  plans  ne  pourront  se  couper  que  saÎTant  une  droite 
parallèle  à  ces  génératrices.  Par  conséquent ,  si  l'on  construit  (n«  27)  l'intersec- 
tion (PR,  P'R')de  ces  deux  plans,  cette  droite  devra  se  trouver  exactement  pa- 
rallèle à  {ab^afy)  ce  qui  fournira  une  nouvelle  vérification  des  opérations  gra- 
phiques antérieures. 

113.  D après  les  motife exposés  n^  108,  nous  nous  sommes  proposé,  dans 
répare  actuelle^de  construire  seulement  les  traces  des  plans  tangents^ sans  regar- 
der ceux-ci  comme  réellement  existants  ;  mais,  puisque  ces  traces  subsistent,  il 
bxiAxKponcItter  les  parties  de  ces  lignes  qui  se  trouvent  cachées  par  la  projec- 
tion du  cylindre  sur  le  plan  horizontal  et  sur  le  plan  vertical.  Quant  aux  diverses 
arêtes  du  cylindre,  nous  aurions  pu /lom/i/Zer  celles  d'entre  elles  qui  uousavaient 
servi  de  lignes  aiiâ?»/îafre#  pour  arriver  aux  plans  tangents;  mais  nous  avons  pré- 
féré de  regarder  toutes  ces  droites  comme  autant  de^^ëra/r»C6^  réellement  exis- 
tantes, et  dont  l'ensemble  accuse  mieux  la  forme  de  la  surface  ;  dès  lors  elles 
ont  dû  être  marquées  par  un  trait  pl^n  oupofwtue\  selon  qu'elles  étaient  visi- 
bles ou  invisibles  ;  distinction  qui  's'effectuera  d'après  les  r^les  énoncées  au 

.  114.  Si  ron  veut  construire  la  courbe  suivant  laquelle  le  cylindre  va  péné- 
trer le  plan  vertical,  il  suffira  de  chercher  les  traces  des  diverses  génératrices 
de  cette  surface,  et  l'on  obtiendra  ainsi  la  ligne  F'K  DH'K"B'  qui,  dans  l'exem- 
ple actuel,  sera  une  ellipse;  elle  devra  toucher  aux  points  K',  R",  les  traces  des 
deux  plans  tangents,  puisque  ceux-ci  renferment  (n'^  99)  les  tangentes  à  toutes 
les  courbes  situées  sur  le  cylindre,  et  menées  par  les  divers  points  de  leur  arête 
de  contact.    Pour  obtenir  les  points  le  phis  haut  et  h  plu9  bcu  de  la  courbe 

FTl'D'H' ,  il  suffira  de  construire  les  deux  génératrices  qui  répondent  aux 

points  de  la  base  T  et  ^  dans  lesquels  la  tangente  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
Car,  pour  chacune  de  ces  génératrices,  par  exemple  (TU,TU'),  le  plan  tangent 
correspondant  coupera  le  plan  vertical  suivant  une  droite  évidemment  para  Hèle 
à  cette  ligne  de  terre,  et  conséquemment  horizontale;  d'ailleurs  cette  intersec- 
tion derant  toucher  nécessairement  la  courbe  F'K'D'H' ,  il  s'ensuit  que  le 

potnt  D' est  bien  celui  où  la  tangente  est  horizontale.  Observons  en  outre  que  cette 
ooodéquence  est  vraie  pour  un  cylindre  quelconque,  quand  même  sa  base  serait 
toute  autre  courbe  qu'un  cercle. 

1 15.  Ajoutons  enfin,  que  si  l'on  avait  d'abord  assigné  pour  la  directrice  du 
cylindre,  une  courbe  quelconque  située  dans  Tespace  et  définie  par  ses  deux 
projections  sur  les  plans  fixes,  on  aurait  pu  ramener  la  question  au  cas  du 
n*  109,  en  tirant  par  divers  points  de  cette  courbe  des  parallèles  à  la  droite 
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{ab^nb')^  el  en  cherchaot  les  traces  de  ces  génératrices  sur  le  plan  horizontal  ; 

par-là  on  aurait  trouvé  la  base  AEL6,  que  nous  nous  sommes  donnée  immé- 
diatement. 

1 16.  Mener  unplan  tangent  à  un  cyHndre^par  un  point  donné  hors  chcetie 
surface. 

FiG.  39.  Conservons  pour  le  cylindre  les  mêmes  données  que  précédemment,  et  soit 
(FT,N')  le  point  assigpié  dans  Tespace;  nous  mènerons  par  ce  point,  et  parallèle- 
ment aux  génératrices,  une  droite  (NP^WP)  qui  devra  évidemment  se  trouver 
contenue  tout  entière  dans  le  plan  tangent  cherché,  puisque  celui-ci,  quel  qu'il 
soit,  renfermera  une  arête  du  cylindre.  Donc,  en  construisant  la  trace  horizon- 
tale P  de  cette  droite,  on  obtiendra  un  point  de  la  trace  du  plan  demandé;  et 
celle-ci  devant  toucher  la  base  du  cylindre  (n"  99)^  sera  Tune  des  tangentes 
PLQ  et  PVS  que  Ton  peut  mener  à  cette  base  par  le  point  P.  Il  y  aura  donc 
deux  plans  qui  résoudrontle  problème,  et  leurs  traces  Terticales  s^obtiendront 
aisément, puisque  chacunde  ces  plans  renfermera  la  droite (PN,P'N')  et  Taréle 
qui  part  du  point  de  contact  L  ou  Y  (*).  D  ailleurs  on  pourrait  aussi,  commeau 
n""  m,  imaginer  par  le  point  donné  (N, NO  une  horizontale  située  dans  l'unou 
Tautre  des  plans  tangents,  et  construire  la  trace  verticale  de  cette  droite. 

117.  Trouver  un  plan  qui  soitîangent  à  un  cylindre  et  parallèle  à  uns  droite 
donnée. 

FiG.  40.  ^ûit  ÂECG  la  base  du  cylindre  sur  le  plan  horizontal,  et  (EF,E'FO  une  des 
génératrices  :  on  construira  le  contour  apparent  de  cette  surfece  sur  les  deux 
plans  fixes  comme  au  n"  109;  puis,  si  Ton  représente  par  (mn^nt'n^  la  droite 
donnée,  il  faudra,  par  un  point  de  cette  ligne,  mener  une  parallèle  (ma,m'a^ 
aux  génératrices  du  cylindre^  et  feire  passer  un  plan  par  ces  deux  droites.  Ce 
plan,  qui  aura  pour  trace  horizontale  an^  devra  se  trouver  parallèle  au  plan  tan- 
gent cherché,  puisque  ce  dernier  renferme  une  arête  de  cylindre,  et  se  trouve 
ainsi  parallèle  aux  deux  droites  projetées  sur  ma  et  mit  ;  donc  la  trace  de  ce 
plan  tangent  sera  Tune  des  deux  tangentes  PQ  ou  TS  menées  à  la  base  parallè- 
lement à  an.  Par  conséquent  il  y  aura  encore  deux  solutions,et  leatraoes  verti- 

-——■■—.  I.....  ■■--  ■     ■ ■  «i^.   ■  I  »■  -H   ■ ' 

{*)  Il  arrive  ici  que  lei  points  de  contaot  L  et  V  tout  aur  une  mèiaa  parallèle  à  la  droite  a6, 
paroeqitenouaavons  voala  fuire  servir  lafigiire  du  prob!èmepr^dëdent;mais  lorsqu'on  prendra 
le  poiat  (r<,N^)  tout-à-fait  arbitrairement,  celte  circoDstaoce  n*aura  pas  lieu  en  général,  et 
du  reste  cela  ne  changera  rien  aux  raisonnements  qui  nous  ont  servi  à  résoudre  le  problème 
actuel. 
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estes  QR^^  SV,  s  obtiendront  faeilement  âu  moyen  des  ai^étes  de  contaet  qui 
seront  (PR.FR-)  pour  I*ub  des  plans ,  et  (TV^T'V)  pour  l'autre.  Ici  les  deux 
plans  tangentsseront  tf^idefn tuent  parallèles  entre  eui^  et  par  suite  leurs  traces 
verticales  devront  auast  se  trouver  parallèles  l'une  à  Tautre. 

118.  Observons»  en  termîtlant  ces  problèmes  sur  les  cylindres,  qu'on  ne 
peurrail  pas  exiger  qu'un  plan  fût  tangent  k  une  telle  surface  et  passât  en  même 
temps  par  une  droite  donnéci  Car  ^  par  cela  seul  qu'un  plan  touche  un  cylindre 
en  un  point,  il  eitcomme  on  l'a  vii  n*  99,  nécessairement  tangent  tout  le  long 
de  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  ;  de  sorte  que  cette  première  condition 
en  renferme  implicitement  deux  5  d'après  lesquelles  le  plan  cherché  doit  jouir 
du  contact  en  deux  points  de  la  surface  :  puis^  si  on  y  joint  robligation  de  pas- 
ser encore  par  une  droite  ou  par  deux  points  donnés  en  dehors,  cela  formera 
ftiolrs  conditions  distinctes,  tandis  que  trois  suffisent  pour  déterminer  la  posi- 
tion d^un  plan.  Cependant,  si  la  droite  donnée  était  parallèle  aux  arêtes  du  cy* 
Kodre,  cela  reviendrait  à  nassignerqu'un  seul  point,  et  le  problème  rentrerait 
dans  celui  da  n"*  116. 

119.  Par  ftnpointdonmJ  4ur  Mue  9urfaoB  conique ,  on  propose  de  lui  mener 
un  plan  tangente 

Soit  ACBD  la  courbe  directrice  q^  nous  supposons  située  dans  le  plan  bori^  Fig  .  A\ , 
zonta\,  et  (S,  S')  le  sommet  do  cône  ;  nous  commencerons  par  déterminer  le 
contour  apparent  decette  surfaoe  sur  le  plan  borizontiil,  en  cherchant  (n''  106) 
tous  fes  plans  tangents  qui  peuvent  être  verticaux.  Or,  un  tel  plan  ayant  pour 
trace  horisontale  la  projection  même  de  la  génératrice  qu'il  renferme ,  cette 
trace  paaeera  par  le  potnt  S  ;  puis ,  comme  elle  doit  toucher  la  base  ^  attendu 
qulci  encore  le  contact  du  plan  tangent  a  lieu  {n^  100)  tout  le  long  d  une  gêné* 
ratriee,  on  en  conclura  que  les  tangentes  SA  et  SB ,  menéea  du  point  S,  sont  les 
tnces  des  plans  tangents  verticaux,  et  que  cenx-*ci  touchent  le  cône  suivant  les 
deux  arêtes  (SA,  S'A')  et(SB,  S'B'),  lesquelles  forment  le  contour  apparent  de 
lasurEaee  conique  relativement  au  pian  horû^otal.  De  sorte  que  toute  généra- 
triee  qui  sera  mi^kisouê  de  celle-^là ,  c'est^à^irequi  aboutira  dans  la  portion 
&D6  de  la  base,  se  trouvera  inm^ihle  sur  le  plan  horixontal. 

Quant  au  contour  apparent  sur  le  plan  vertical  ^  il  sera  donné  par  les  plans 
tangents  au  cône  qui  se  trouveront  perpendiculaires  h  ce  plan  de  projection 
(n*  1 06);  ainsi ,  les  traees  horixontales  de  ces  plane  devant  être  perpendieillaires 
à  laligne  de  terre^  et  tangentes  (n'*  100)&  la  base  ACBD,  seront  les  droites  OC' 
et  DD'  «  D'ailleurs,  puisque  ces  plans  toucheront  évidemment  le  cène  suivant  les 
génératrices  (CS,  CS')et  (DS,  D'S'),  il  s'ensuit  que  ces  deux  droites  fermeront 
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le  conlour  apparent  de  la  8ui*face  projetée  sur  le  plan  Tertical  ;  et  par  consé- 
quent toute  arête  qui  se  trouvera  en  armrade  ces  droites,  ou  qui  aboutira  dans 
la  portion  CAD  delà  base,  setainoùible  en  projection  yerticale. 

120.  Revenons  maintenant  au  problème  primitif ,  et  supposons  que  M  soit 
la  projection  horizontale  du  point  donné.  L'autre  projection  ne  doit  pas  être 
prise  arbitrairement  ;  car,  puisque  le  point  en  question  appartient  à  la  surface, 
il  doit  se  trouver  sur  une  certaine  génératrice  qui  ne  peut  être  projetée  hori- 
zontalement que  suivant  SM  ;  celte  droite  aura  donc  pour  trace  horizontale  le 
point  £  ou  le  point  G ,  et  dès-lors  sa  projection  verticale  sera  SE'  ou  S'G'. 
Donc  ,  si  l'on  y  rapporte  la  projection  M  par  une  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre ,  on  obtiendra  pour  le  point  assigné  les  deux  solutions  (M,  M')  et 
(M.  M"). 
FiG.  41.  121  •  Cela  posé  »  construisons  le  plan  tangent  pour  le  premier  de  ces  deux 
points.  Ce  plan  renfermera  la  génératrice  (SE,  S'£')  et  touchera  le  cône  tout  le 
long  de  cette  droite  (n^  1 00)  ;  par  conséquent ,  il  aura  pour  trace  horizon- 
tale la  tangente  PEQ  de  la  base.  Quant  à  sa  trace  verticale,  elle  devra  passer  par 
le  point  (F,  F')  où  l'arête  de  contact  va  percer  le  plan  vertical ,  et  par  le  point 
Q  où  la  trace  PE  irait  couper  la  ligne  de  terre  :  mais  comme  ce  point  Q  se 
trouve  ici  hors  du  cadre,  on  y  suppléera  en  imaginant,  par  le  point  (M ,  M') 
et  dans  le  plan  tangent  cherche ,  une  horizontale  (MX ,  M'X')  qui  va  percer 
le  plan  vertical  en  X',  et  fournit  ainsi  un  nouveau  point  de  la  trace  deman- 
dée QX  F'. 

De  même,  pour  le  point  (M,  W) ,  Tarête  de  contact  étant  (SG,  S'G'),  la  tan- 
gente G  y  sera  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  actuel  ;  et  sa  trace  ver- 
ticale VF''  se  déterminera  en  cherchant  le  point  F'^  où  l'arête  de  contact  (GS , 
G'S')  va  percer  le  plan  vertical  :  ou  bien  ,  comme  précédemment,  on  se 
servira  d'une  horizontale  (MY,  M'T')  située  dans  le  plan  tangent  qui  nous 
occupe. 

122*  Observons  ici  que  les  deux  plans  tangents  que  nous  venons  de  dé- 
terminer, renfermant  chacun  une  génératrice  du  cône  passeront  tous  les  deux 
par  le  sommet  (S,  SO  ;  d'où  il  résulte  que  si  l'on  construit  {q9  27)  leur  inter- 
section qui  est  projetée  suivant  PR  et  P'R',  il  devra  arriver  que  la  première 
de  ces  lignes  passe  par  Set  l'autre  par  S%  ce  qui  fournira  une  véri&cation  des 
constructions  antérieures^  D'ailleurs,  les  traces  verticales  devront  toucher  en  F' 
et  F^^  la  courbe  suivant  laquelle  le  cône  est  coupé  par  le  plan  vertical,  courbe 
qui  se  construira  en  cherchant  les  points  où  les  diverses  génératrices  vont 
percer  ce  plan  de  projection. 
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1^.  Mener  un  plan  tangent  à  une  eurfaoe  conique  par  un  point  donné  au 
dehors. 

Soit  encore  ABC  la  base  du  cône  et  (S,S')  le  sommet;  on  déterminera ,  comme  Fig  .  A% 
ci'dessus,  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  chacun  des  plans  fixes,  etnous  ^ 
représenterons  par  (N,N^  le  point  assigné  dans  l'espace.  Le  plan  tangent  que 
Ton  cherche,  devant  contenir  une  génératrice,  passera  par  le  sommet  (S,  S')» 
et  par  suite  il  renfermera  la  droite  (SN ,  S'N');  donc  ,  en  cherchant  le  pied 
(P,P')de  cetle  droite,  et  en  menant  à  la  base  les  tangentes  PEQ,  PGV,  ce  se- 
ront les  traces  horizontales  des  deux  plans  tangents  qui  satisfont  à  la  questionv 
Quant  aux  traces  verticales^  on  les  déterminera  par  le  moyen  de  la  droite  (SN, 
S'NO  contenue  dans  les^deux  plans,  ou  bien  par  le  secours  des  arêtes  de  con- 
tact de  ces  plans,  lesquelles  sont  évidemment  (SE,  S'£')et(SG,  S'G'').  On 
pourrait  encore  employer  une  horizontale  auxiliaire  menée  dans  chaque  plan 
par  le  point  (N,N'),  comme  nous  l'avons  déjà  &it  plusieurs  fois% 

124.  Trouver  un  plan  qui  soit  tangent  à  un  cône  et  parallèle  â  une  droite 
donnée. 

Conservons  les  mêmes  données  que  précédemment,  et  soit  [mn^  tnfn')  la  Fig.  42. 
droite  à  laquelle  le  plan  tangent  doit  être  parallèle.  Comme  ce  plan  passera 
Hécessairement  par  le  sommet,  si  nous  menons  de  ce  point  et  parallèlement  à 
(mn,fiifi),  la  droite  (SP|S'P)^  cette  dernière  sera  évidemment  contenue  dans 
le  pian  demandé;  par  conséquent  la  trace  (P,  P^)  de  cette  droite  appartien- 
dra à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent,  laquelle  sera  Tune  des  deux  tan- 
gentes PEQ ,  PGV  menées  à  la  base.  Il  y  aura  donc  encore  deux  solutions,  et  les 
traces  verticales  de  ees plans  se  détermineront  comme  au  numéro  précédent. 

12S«  Puisque  tout  plan  qui  est  tangent  à  une  surface  conique  dans  un  point, 
touche  nécessairement  cette  même  surface  tout  le  long  d'une  droite  {n9  100), 
la  remarque  faite  au  n^  118  s'applique  ici,  et  il  en  résulte  qu'on  ne  saurait 
exiger  qu^un  plan  soit  tangent  à  un  cône  et  passe  en  même  temps  par  une 
droite  ou  par  deux  points  donnés,  à  moins  que  la  droite  qui  réunirait  ces  deux 
points,  ne  passât  elle-même  par  le  sommet;  car  alors  cela  reviendrait  à  n'as- 
signer qu'un  seul  point  (n^  123). 

En  terminant  ce  chapitre,  noua  ajouterons  quelques  problèmes  dont  nous 
indiquerons  seulement  les  moyens  de  solution. 

1Î6.  Par  une  droite  donnée^  mener  un  plan  qui  fasse  avec  le  plan  horizontal 
un  angle  déterminé  a.  D'un  point  quelconque  de  la  droite  on  abaissera  sur  le 
plan  horizontal  une  perpendiculaire  et  une  oblique,  en  dirigeant  celle-ci  paral- 
lèlement au  plan  verticali  et  de  manière  que  sa  projection  sur  ce  dernierplan 
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forme  l'angle  a  avec  la  ligne  de  lerre*  Aion^  eo  imaginatit  que  celle  oblique 
tour  De  autour  de  la  yerticale,  elle  décrira  un  cône  droit  dont  la  trace  horîion*» 
taie  sera  un  cercle  bien  facile  à  déteraiiner,  et  dont  toutes  les  arfetes  se  trouTe- 
ront  aussi  ioclinëes  sur  l'horizon  d^une  quantité  angulaire  a;  par  conséquent^ 
si  l'on  mène  à  ce  cdne  un  plan  tangent  passant  par  la  droite  dcHmee,  ce  qui 
rentre  ici  dans  le  problème  du  n*  123,  on  obtiendra  éyidemo^ent  un  plan 
qui  satisfera  aux  conditions  assignées  par  la  question. 

1 27 .  Mener  à  un  oy  lindre  donné ^  un  plan  tangenidont  rinclinnieon  sur  le  plan 
horizontal  soit  a.  On  construira,  comme  dans  le  problème  précédent,  un  cdne 
de  révolution  dont  les  arêtes  fassent  l'angle  a  airec  le  plan  horizontal;  puis,  en 
tirant  par  le  sommet  une  droite  parallèle  aux  génératrices  ducylindife,  et  faisant 
passer  par  cette  droite  un  plan  tangent  au  cône  (n*"  123),  il  restera  à  mener 
au  cylindre  un  plan  tangent  parallèle  à  celui-4à  ;  problème  qui  se  résoudra, 
comme  au  n""  1 17,  en  menant  à  la  base  du  cylindre  une  tangente  parallèle  à 
la  trace  horizontale  du  plan  qui  touchait  le  cône.  On  sent  bien  que  le  pro-* 
blême  deviendra  impossible  lorsque  la  parallèle,  menée  par  le  sommet  du  cône 
auxiliaire,  aboutira  dans  Tinlérieur  de  sa  base. 

Si  Ion  proposait  la  même  question  pour  un  cône  défini  par  une  base  quelcon-* 
que,  il  faudrait  modifier  la  solution  en  prenant  pour  sommet  du  oône  de  ré* 
Tolutton  le  point  même  qui  sert  de  sommet  a  la  surfoce  conique  assignée  par 
le  problème  ;  ensuite,  on  devrait  mener  une  tangente  commune  aux  bases  de 
ces  deux  cônes,  et  ce  serait  la  ti^ace  horizontale  du  plan  demandé* 

1 28.  Parunpaintdonnéjnienêrunedroitequisoittangenteà  unesurfaceconique 
et  parallèle  à  un  plan  d&nn4.  On  construira  d  abord  un  plan  qui  touche  le  cône 
et  qui  passe  par  le  point  qu'assigne  la  question;  ensuite,  on  coupera  ce  plan 
par  un  autre  mené  du  même  point  et  parallèlement  au  plan  donné  :  alors  Tin-^ 
tersection  des  deux  plans  ainsi  construits,  fournira  éridemmeut  Une  droite  qui 
satisfera  à  la  question. 
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CHAPITRE  IV. 

Des  ptofu  tafu^U  auw  surfaces  ch  répolutUm.  loreqtta  le  point  de  coniaot 

est  donné, 

i^.  Puisque  par  chaque  point  M  pris  sur  une  surfece  de  rëTolutioa  Fig.  43. 
(n*  75)^  il  passe  toujours  ua  méridien  AMD  et  un  parallèle  FMG,  si  l'on  con-- 
^(jnàx  les  taageates  MT  et  MV  à  ces  courbes^  et  que  Ton  mène  un  plan  par  ces 
deux  droites,  oe  sera  (n*  103)  le  plan  tangent  de  la  surfoce  en  M.  Or  la  tan- 
gente MV^  située  dans  le  plan  du  cercle  FMG.  est  évidemment  perpendicu* 
laire  à  la  fois  au  rayon  MO  et  à  Taxe  AO  ;  donc  elle  Test  aussi  au  plan  méridien 
AOH^etpar  suite  le  plan  tangent  qui  contiendra  MV,  sera  lui*méme  perpen* 
diculaîre  sur  ce  méridien.  Celte  conséquence  étant  inde'pendante  de  la  nature 
de  la  courbe  AMD  et  de  la  position  du  point  M,  il  en  résulte  ce  théorème 
remarquable  :  Bans  tautesurfaee  derévoiutùm^  leplan  tangent  eit toujours per^ 
pendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

130.  En  menant  au  point  M  une  normale  MN  à  la  sui*£Bice,  cette  droite,  per* 
pendienlaire  au  plan  tangent ,  se  trouvera  nécessairement  renfermée  dans  le 
plan  méridien  AMD;  donc ,  dans  toute  surface  de  révolution,  la  normale  va  ren- 
conirer  tome. 

De  plus,  cette  rencontre  se  fait  au  même  point ,  pour  toutes  les  normales 
MN,  PN,  FN,...  qui  répondent  à  un  même  parallèle.  En  effet,  lorsque  le  plan 
méridien  AMD  tourne  autour  de  l'axe,  en  entraînant  avec  lui  les  droites  MN 
el  MT,  la  première  ne  cesse  pas  d'être  perpendiculaire  à  lautre  ;  en  outre, 
cette  droite  mobile  MN,  toujours  renfermée  dans  le  plan  méridien,  se  trouve, 
comme  celui«ci  (n^  1 29),  perpendiculaire  successivement  à  chaque  tangente 
MV  du  parallèle;  donc  MN  est  bien  perpendiculaire  à  deux  tangentes,  et  par 
conséquent  normale  à  la  surface,  dans  toutes  les  positions  qu'elle  occupe  en 
tournant  autour  de  l'axe  AD.  D  ailleurs,  puisque  dans  ce  mouvement  le  point 
N  de  la  normale  MN  reste  immobile,  il  en  résulte  que  Umtes  Us  normales  m^ 
nies  le  long  dun  mime  parallèle,  forment  toujours  un  cône  hboit  dont  le  sommet 
est  sur  ïase  :  mais  ce  sommet  change  en  passant  d'un  parallèle  à  un  autre. 

Après  avoir  fait  remarquer  ces  propriétés  générales  et  communes  à  toutes  les 
surfaces  de  révolution,  nous  allons  nous  occuper  de  la  construction  du  plan 
tangent* 
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151. Par  un  point  donné  sur  une  iurface  de  révolution  dont  le  méridien  est 
connu,  mener  un  plan  qui  soit  tangent  à  cette  surface. 
FiG .  44 .  Pour  simplifier  les  construcUons,  choisissons  notre  plan  horizontal  de  manière 
qu'il  soit  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution  :  alors  cette  droite  se  trouvant 
verticale,  elle  sera  projetée  horizontalement  en  un  point  O,  et  vertioalemant 
suivant  la  droite  OU.  Soit  d'ailleurs  A'B^D'  la  projection  du  méridien  prin^ 
cipal^  c*est-à-dire  de  celui  qui  est  parallèle  au  plan  vertical,  et  qui  se  trouve 
projeté  horizontalement  sur  OB  parallèle  à  la  ligne  de  terre  :  iei  ce  méridien 
est  une  elli  psedont  un  des  diamètres  prineipaux  coïncide  avec  Taxe  de  rotation , 
et  par  suite  la  surface  sera  un  ellipsoïde  de  révolution  (n<^  79);  mais  les  raison- 
nements et  les  constructions  seraient  entièrement  semblables  pour  toute  aatre 
courbe  méridienne.  Leplus grand  desparallèles,  ou  bien  VéquateuràeXei  surfeeci 
est  évidemment  le  cercle  décrit  par  le  demi-axe  CB',  lequel  se  projette  hori* 
zoHtalement  sur  t»n  cercle  BRE égal  au  premier,  eXîovtsitXe contour  apparent 
de  la  surface  relativement  au  [ilan  horizontal  (n""  106);  en  effet ,  tout  le  long 
de  réquateur  (B^E^,  BKE)  les  plans  tangents  seront  verticaux^  puisque  cha<» 
cun  renfermera  la  tangente  du  méridien,  laquelle  est  une  verticale  comme  B^B« 
Quant  au  contour  apparent  de  la  surlace  par  rapport  au  plan  vertical,  ce  sera  le 
méridien  principal  (A'B'iyE',  BE);  car  ce  contour  doit  être  formé  (n*  106) 
par  les  points  de  contact  de  tous  les  plans  tangents  perpendiculaires  au  plan 
vertical  :  or  les  plans  tangents  le  long  de  cette  courbe  méridienne  sonttn"*  129) 
tous  perpendiculaires  à  son  plan,  et  par  suite  au  plan  vertical  de  projection. 
Nous  n'ajouterons  pas  ici  d  autres  positions  de  la  génératrice  pour  figurer  (n"*  93) 
la  forme  de  la  surface,  parce  qu'elle  est  suffisamment  indiquée  par  ce  qui 
précède  ;  mais  nous  verrons  cependant  plus  loin  (n''  137)  la  manière  de  con- 
struire les  projections  d'autant  de  courbes  méridiennes  que  Ton  voudrait  en 
tracer. 

15!â.  Cela  posé,  soit  M  la  projection  horizontale  du  point  donné  sur  la  sur- 
face; il  ne  faudra  pas  prendre  arbitrairement  la  seconde  projection  de  ce  point, 
puisqu'il  doit  être  situé  à  la  rencontre  de  la  verticale  M  avec  le  méridien  pro- 
jeté suivant  OK.  Or,  si  Ton  fait  tourner  celui-ci  autour  de  l'axe  (O,  O'ZO,  jus- 
qu'à ce  qu'il  coïncide  avec  le  méridien  principal  OB,  il  se  trouvera  alors  pro- 
jeté verticalement  suivant  A'B^D';  et  comme  par  suite  de  ce  déplacement  la 
projection  M  aura  décrit  Tare  MG,  on  en  conclura  que  la  projection  verticale 
du  point  cherché  se  trouve  actuellement  en  G'  ou  en  6'^  Maintenant,  si  Ton  ra- 
mène le  méridien  mobiledansl^  position  OK.,  le  point  en  question,  qui  pen- 
dant ce  mouvement  ne  changera  pas  de  hauteur,  restera  projeté  verticalement 
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sur  l'horizontale  d'W  ou  G^'  F'^  ^  d'où  il  suit  éyidemment  que,  dans  sa  position 
primitive,  il  était  projeté  verticalement  en  M' ou  en  M''  ;  ainsi,  il  y  a  sur  la  sur- 
feoe  deux  points  (M,  MO  et  (M,  M'O  qui  sont  l'un  et  l'autre  projetés  horizon- 
talement  en  M. 

183.  Considérons  le  premier  (M,  M')  de  ces  points  ,  et  pour  déterminer  le  Fig.  44. 
plan  tangent  qui  s'y  rapporte  ^  nous  l'assujettirons  {n^  103)  à  passer  par  deux 
tangentes  de  la  surface,savoir  :  la  tangente  au  méridien  et  la  tangente  au  paral- 
lèle; mais  comme  la  projection  de  la  courbe  méridienne  relative  au  point  (M, 
M^)  n'est  pas  donnée  immédiatement,  et  qu'ainsi  nous  ne  pouvons  pas  lui  mener 
directement  une  tangente,  nous  rabattrons  encore  le  plan  vertical  OMK  sur  le 
méridien  principal  OB.  Par  là  le  point  (M,  M^)  sera  transporté  en  (G,  G^,  et  il 
sera  facile  alors  de  construire  la  tangente  G^H'  qui  viendra  percer  le  plan  hori- 
zoDtal  au  point  H  surOB  :  puis,  si  l'on  ramène  le  méridien  mobile  dans  la  posi- 
tion OMK,  le  pied  H  de  cette  tangente  décrira  évidemment  un  arc  de  cercle 
terminé  en  T,  tandis  que  le  point  de  contact  G^  reviendra  en  M'  ;  donc,  en  pro- 
jetant le  point  T  sur  la  ligne  de  terre,  on  obtiendra  M'T'  et  MT  pour  les  pro- 
jections de  la  tangente  au  méridien  jqui  passe  par  le  point  (Itf,  M').  Observons 
d'ailleurs  que  cette  tangente  prolongée  doit  rencontrer  l'axe  de  la  surface,  au 
même  point  7!  où  aboutissait  la. droite  G'H'. 

Quant  au  parallèle  relatif  à  ce  point  (M,  M'),  il  est  évidemment  projeté  sur 
le  cercle  GMF  et  sur  G'F';  par  conséquent  sa  tangente  est  l'horizontale  (MV, 
MT} perpendiculaire  au  (dan  méridien  OMK.  Maintenant,  le  plan  qui  renfer- 
mera les  deux  tangentes  ainsi  déterminées  ,  aura  pour  trace  horizontale  une 
droite  TU  passant  par  le  pied  T  de  la  première  tangente ,  et  menée  parallèle- 
ment à  MY  qui  est  une  horizontale  contenue  dans  ce  plan  tangent  ;  puis ,  on 
aura  la  trace  verticale  DV  de  ce  même  plan  ,  en  construisant  le  point  V  où  la 
droite  (MV,  MT')  va  percer  le  plan  vertical. 

Le  plan  tangent  relatif  au  point  (H,  M")  s'obtiendra  d'une  manière  analogue, 
en  rabattant  d'abord  le  point  M''  en  G'  sur  le  méridien  principal ,  et  menant  à 
ceiai-ci  la  tangente  G''  V.  Ensuite  le  pied  (L,  L)  de  cette  droite  étant  ramené 
dans  le  méridien  OK  ,  viendra  en  R;  et  comme  la  tangente  au  parallèle  est  ici 
(MV,  M'T'O,  les  traces  du  plan  tangent  seront  RS  parallèle  à  MV,  etSV". 

1 34.  11  est  bon  de  remarquer  que ,  d'après  la  direction  de  la  tangente  M V 
au  parallèle»  chaque  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution,  aura  toujours  «a 
trace  horizontale  perpendiculaire  à  celleduplan  méridien  qui  passe  par  le  point 
de  contact,  du  moins  tant  que  l'axe  de  la  surface  sera  vertical. 

135.  Observons  encore  que  les  deux  plans  tangents  en  (M,  M)  et  (M,  M'') , 
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ayant  teure  IMces  TU  ^1  AS  paitiltèléB,  def4V>tit«e  tsoupiïr  suivant  ime  horiion* 
talè  ;  «tpar  sliite  d«  (a  synaétrie  de  Ift  outfaee  Mtoelle,  cette  lft<HriaoAtâk)  aéra 
)»ituée  dAiid  le  plan  dé  rë<{uateur  £'B\  En  effet ,  dotume  les  tangentes  G'H'  et 
G'^V  à  Tellipse  méridienne  se  rencontraient  nécessairement  en  ilti  poitittt«if»ié 
sur  l'are  de  cette  eltipse,  oepmnt  transporté  en  S  dans  le  méridten  OK  atoo  les 
âtàiït  tâng^tes,  leiir  siéra  toujours  oommtm,  et  restera  dans  k  plfta  de  ré^pia<- 
te^r  EH^  :  donc  l'horiMntale  qui  eat  l'intersectioa  des  deliK  pians  tang^ts» 
passera  par  lep<Mnt  S  ;  et  c'est  aussi  pour  cette  raison  que  les  traces  verticales 
d^  ces  plans  doivent  se  couper  en  un  point  F  situé  awr  la  droite  EWS  pro- 
tongée. 
FiG.  44.  1^*  t^oûr  (^tenirla  normtiie  de  la  surface  de  révolution  au  point  (M,  M), 
on  se  rappellera  (a^  130)  que  toutes  les  normales,  le  loâgd'un  mêmeparalMe, 
vont  couper  l'axeau  ménïe  point^et  que  d'ailleurs  chacune  est  renfermée  dans 
te  plan  méridien  qui  passe  parle  point  de  contact.  Ainsi,  après  avoir  rabattu 
sûr  le  méridien  principal  le  poimtM^  ea  G\  on  tirera  par  ce  dernier  une  droite 
G'N'  perpendiculaire  à  la  tangente  <S'H'  ;  puis,  enjoignant  le  pied  W  de  cette 
normale  avec  le  point  doniié  M',  on  obtiend  ra  la  normale  N'M^  relative  à  ce 
dernier  pmnt.  C'est  là  du  moins  sa  projection  verticale;  et  quant  à  saprc^tîon 
horizontale  ,  elle  tombe  éyidemment  sur  OM. 

Observons  ici  que  cette  normale  étant  perpendicnlaire  au  plan  tangent 
TUV'y  les  traces  de  ce  dernier  devront  se  trouva*  (n^'ZS)  respectivement  per- 
pendiculaîres  aut  droites  OM  et  KM  y  ;  ce  quioirira  une  vérification  des  cons^ 
tiiïctfotis  déjà  effeôtnées  pour  le  plan  tangent ,  ou  mâme  ^  si  l'on  veut ,  un 
moyen  de  trouver  à  priari  ees  traces,  puisque  alors  il  -s'agirait  de  mener  par  un 
point  connu  (M, M')  tin  plafn  perpendiculaire  à  la  droite  lMO,M%} 
Vendez  ri*  56. 

137.  On  a  vu  (n**  152)  qu'il  était  lacile  ,  en  partant  de  la projectton  iieri*- 
zontale  M  d'un  poiûK  de  4a  stfrtface  ,  de  conclure  la  preyection  verticale  M' ou 
&r  :  si  donc  ofn  applique  le  même  procédé  à  divers  points  iC  ,  M ,  Qv*«  P^i^ 
dans  le  plaâ  itoéridien  OK ,  on  pourra  -lânsi  construire  la  prejec^on  verticale 
de  ta  courbe  méridienne  renfermée  dans  ce  pian  ,  et  cette  courbe  devra  être 
tangente  aux  droites  T'M'  et  R'M'^;  puis  en  répétant  la  mâme  opération  poar 
d'autres  plans  méridiens  que  OK,  on  obtiendraitautant  de  positions  cgue  l'on 
voudrait  de  l'ellipse  mobile  A'B^D',  ce  qui  servirait  à  compléter  la  représenta- 
tion  graphiquede  ta  surface. 

C'est  aussi  par  des  opérations  analogues  ^  qu^tdnt  données  les  projections 
d'une >^^ra^rwM  quelconque  d'une  surface  de  révolution  ,  on«i  conclurait 


MleMtiiUe  néridien  priMif»l,tii  toute  «lytp^^^Uaa  m4Ki^n^^0n  pmiirra. 
se  firopoter,  eomme  exenipb,  le  ^»s  où  celX^  ^i^ép^\v\çfi.q&t  une4rQi^  qf^i 
nireme<mÉrepm^rt$ûf0;  ekalora  odoi  trouvera  qm  U  a\ivî^i&9'W  est  uun  l;iypAr-r 
bole,  aiiidîque  aoua  le  irerrooft  plu9  leiu  (n*^  14^)'^ 

138.  Du  plan  tangent  au  TORE.  Si  Ton  fait  tourner  up  cerp)q  (4^ft'C'P''>  Fig.  45. 
ABC)  autour  d  une  droite  (0"Z%0)  qui  ue  passe  point  par  son  ceqtre,  mais 

qui  est  située  daas  son  plan,  ee  méridien  eireulaire  ^pgendrera  upe  espèce  de 
iurface  annulmir^.  nommée  un  km^  dont  UsfUA  les  pointftseront  prajet.es  hori- 
zontalement entre  F^uakur  dé^t  a^ee  le  rayon  OÇ^Q'Q\  et  l^cptQkçlê 
gotrgê  déerîtpar  le  rayon  QK^Qth!  :  mais  i|  faut  bien  remarquer  que  les  deux 
demi-cercles  B'CB''  et  B^A^B''  engendreront  deux  nappes  très-^differentes  de 
forme,  quoique  l'une  et  l'autre  Tiennent  se  réunir  le  long  des  oireoufçrences 
parcourues  par  les  extrémités  B'  et  W^  du  diamètre  vertioaU  I^  uappq  exté^ 
rieure  est  eonffUfê^  c'estHkfKlire  que  toutes  les  eourbes  qui  y  seraient  tracées 
par  un  même  point (N,  NO  se  trouveraient  situées  d'un  mdme  ^té  dt|  plan 
tangent  en  ce  point.En  effet,  pour  déterminer  ce  plan,  il  faut  construire  la 
tangente  -N/F  du  méridien,  et  par  le  pied  P  de  cette  droite,  mener  une  per*^ 
peodiculaire  PF  à  la  traee.  ON  du  méridien  (n*^  1 34);  or  on  voit;  que  la  m&^ 
ridienne  B'N'B''  et  le  parallèle  WV  sont  tous  deux  à  gaucfaue  du  plan  tangent 
NP*?;  «i quoique  nous  ayons  ohoisi  le  point  (N^N")  sur  U  Biéridien  princî* 
pal,  afin  da  rendre  plus  simple  la  construction  du  plan  tangent^  il  est.bi^n 
évident  que  lea  mêmes  circonstanoes  arriveraient  pour  tout  autre  point  de  la 
nappe  extérieure,  puisqu'elle  est  de  révolution  et  par  conaéqueut  symétrique 
tout  autour  de  l'axe  (Q"  Z\  O). 

Au  contraire,  si  nous  prenons  ua  point  (M,H')  sur  la  pappe  intérieure^  le 
plan  M'T'T^  tangent  en  ce  point,  traversera  la  surface  ;  car  le  méridien  B'Itl^B'' 
sera  évidemment  à  droite  de  ce  plan,  tandia  que  le  parallèle  WY'  se  trouvera 
à  gauche  :  aussi  le  plan  WTT  coupera  le  tore  suivant  une  courbe  à  noeud,  qui 
est  représentée  en  projection  horiaontalepar(MHEGE'^MAé'^6^1M),  et  que  nous 
apprendrons  plus  tard  à  construire  (voyez  n"  267).  Mais  cette  intersection 
D  empêche  pas  le  plan  M'T'T  de  renfermer  les  tangentes  du  méridien,  du  pa- 
rallèle, et  de  toutes  les  autres  courbes  tracées  sur  la  surface  par  le  point 
|M,H^;  de  sorte  que  ce  plan  est  réellement  tangent  au  tore  en  cet  endroit,  et 
sécant  dans  tous  les  autres  points  communs;  circonstance  qui  tient  à  ce  que  la 
nappe  intérieure  est  une  surface  non-cont;ex6  ou  a  courbures  opposées^  tout*à- 
fait  companable  a  la  gorge  d'une  poulie. 

139.  Daoarépure  actu^le,  où  nous  avons  voulu  représenter  les  principaux 
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parallèles  de  la  surfece,  une  partie  de  la  traœ  Terticale  M!V  du  plan  tan^nt 
à  la  nappe  intérieure,  se  trouve,  ilestyrai,  cachée  par  le  tore;  mais  nous 
avons  dû  néanmoins  la  laisser  en  trait  plein,  parce  qu'elle  reçoit  la  projection 
verticale  de  la  courbe  d'intersection,  dont  la  branche  antérieure  hrefy  est  vi- 
sible sur  le  plan  vertical. 

140.  HYPERBOLOIDE  DE  RÉVOLUTION  à  une  nappe.  Nous  avons 
nommé  ainsi  (n""  84)  la  surfece  que  décrit  une  demi-*hyperbole  en  tournant  au- 
tour de  son  axe  imaginaire  ;  mais  cette  surface  qui  jouit  de  diverses  propriétés 
très-remarquables,peu  t  encore  être  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  tourner 
par  un  mouvement  de  répolution(fi!'  7^)^autour  dCune  autre  droite  fixe  qui  n'est  pas 
dans  un  ni4me  plan  avec  la  première. 
FiG.  47.  Pour  le  démontrer,  représentons  la  droite  fixe  par  OZ,  et  la  droite  mobile 
par  ÂDM:  soitOD  leur  plus  courte  distance  qui  sera  horizontale,  si  l'on  regarde 
l'axe  OZ  comme  vertical.  Cette  ligne  ODdécrira,  dans  le  mouvement  de  révo- 
lution autour  de  OZ,  un  cercle  horizontal  EDF  qui  sera  évidemment  le  plus  pe- 
tit des  parallèles,  ou  le  cercle  de  gorge  de  la  surface  ;  et  la  tangente  DP  à  ce  cer- 
cle sera  nécessairement  la  projection  horizontale  de  la  droite  mobile  ADM  ; 
d'où  il  suit  que  cette  droite  ira  percer  le  plan  méridien  quelconque  ZOX,  en  un 
point  M  situé  sur  la  verticale  élevée  par  le  point  P(*).  Or^  si  Ton  construisait 
ainsi  tous  les  points  M,H'.F, dans  lesquels  le  plan  fixe  ZOX  est  successive- 
ment rencontré  par  la  droite  mobile  ADH  dans  ses  diverses  positions,  onobtien* 
drait  la  méridêenneMfATde  la  surface  engendrée  par  cette  droite;  et  par  con- 
séquent 1  a  question  est  réduite  à  prouver  que  cette  courbe  MM^F  est  une 
hyperbole  qui  a  pour  demi-axe  réel  la  distance  OF  =r  OD.  Pour  y  parvenir,  rap- 
portons le  point  quelconque  M  à  des  coordonnées  parallèles  aux  axes  OX,OZ  ; 
et  comme  la  distance  OD  reste  invariable  pendant  le  mouvement  delà  droite, 
aussi  bien  que  l'angle  MDP  formé  par  celleH^i  avec  l'horizon,  posons 

0P=^,  PM=z,  0D=*,  tang  MDP=a; 
alors  les  triangles  rectangles  MPD  et  ODP  donneront 

tangMDP=H=        MP^ 

Ï>P      |/0P»— OD  ' 


(*)  La  figure  est  censée  construite  en  perspecUve  «ur  ce  plan  ZOX  comme  Ubieau;  et  par 
conséquent  toutes  les  lignes  principales  situées  derrière  oe  plan,  ont  été  ponotnées. 
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oa  bien ,  en  «ubatituant  les  notaUons  préoédeates  , 


;d'0Ùa«ir*  — z*=«*c^; 


équation  qui  prouTe  que  la  méridienne  est  bien  une  hyperbole  qui  a  pour 
demi-axe  réel  âr^sc^;  donc  le  lieu  parcouru  par  la  droite  mobile  ÂDM  est  effec- 
tÎYement  un  hyperboloïde  de  réyolution  à  une  nappe. 

141  .Cette  surface  admet  une  «0(»ni20jf^^ra^r>edrectiligne;  en  eflPet,  si  dans 
le  plan  yertical  MDP  tangent  au  cercle  de  0orge ,  on  trace  une  droite  BDN  qui 
iasse  ayee  la  Terticale  DY  un  angle  NDV  égal  à  YDM,  cette  ligne  BDN,  en  tour- 
nant aussi  autour  de  OZ,  engendrera  la  même  surface  que  A  DM ,  parce  que  deu  x 
points  quelconques  M  et  N,  prisa  la  luème  hauteur  sur  ces  droites,  décriront 
le  même  cercle  MNL.  Pour  justifier  cette  dernière  assertion,  il  suffira  de  joindre 
deux  à  deux  les  points  H,  N,  Z,  Y,  où  un  même  plan  horizontal  rencontre  les 
diTersea  lignes  dont  nous  Tenons  de  parler;  et  à  l'aide  des  triangles  rectangles 
MYD,  NYD,  qui  sont  éyidenmient  égaux,  on  démontrera  que  les  triangles  rec- 
tangles ZYM,  ZYN  le  sont  pareillement  ;  d'où  l'on  conclura  que  ZM =ZN,  et 
qu'ainsi  les  deux  points  M  et  N  se  trouyent  bien  à  la  même  distance  de  l'axe 
OZ.  Il  résulte  de  là  qu'il  existe  sur  l'hyperboloide  deux  systèmes  de  droites , 


A,  A,  ,A, et  B,  B,,  B,, 


dont  le  |Mremier  se  compose  des  positions  successives  que  prend  la  génératrice 
AD,  et  ledeuxième  des  diyerses  positions  occupées  parBD.  D'ailleurs,  puisque 
toutes  TOs  droitessont  deux  à  deux  dans  des  plans  verticaux,  tels  que  MDN,  il 
s'ensuit  que  toutes  les  générairioes  des  deux  systèmes  se  projettent,  sur  le  cercle  de 
gorge^  smoant  des  tangentes  â  cette  circonférence» 

142.  Par  chaque  point  R  de  la  surftice  il  passe  deux  de  ces  droites  ;  car  les 
génitrices  AD  et  BD  viendront  passer  à  deux  époques  différentes  de  leur  ré  vo- 
lution,  par  ce  point  R;  et  elles  y  occuperont  deux  positions  nécessairement 
distinctes  RA.,  RB^,  puisque  la  première  sera  située  à  gauchci  et  la  seconde  à 
droite  du  plan  méridien  ZOR.  Il  suit  de  là  que  le  plan  tangent  en  R  sera  déter- 
miné (n®  103)parrensemble  des  deux  droites  RA,  et  RB,,  puisque  ces  lignes 
ae  trouTcnt  sur  la  surfisice,  et  qu'elles  sont  elles-mêmes  leurs  propres  tangentes. 
Hais  il  importe  beaucoup  d'observer  que  le  plan  A.RB, ,  quoique  renfermant 
la  droite  RB,  tout  entière,  ne  serapas  tangentdans  unautrepdnt  de  cette  ligne; 
car  en  D, ,  par  exemple  ,  le  plan  tangent  sera  AaD,B2  ;  or  ce  dernier  ne  peut 
coiincider  ave  AtRBs)  parce  que  les  deux  génératiîces  A»R  et  A2D2  appartien- 
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nent  au  même  système,  et  dès  lors  ne  saimieat  étrecontemies  dans  uamème 
plan^  comme  nous  allons  le  démontrer. 
FiG .  47 .  1 43.  Deux  droites  AD  et  ^^2%  q^^  appartiennent  au  même  système  de  généra-^ 
trices^  ne  se  trouvent  jamais  dans  un  même  plan.  En  effet,  ces  droites  étant  pro* 
jetées  horizontalement  surles  tangentes  DT  et  D2T  qui  se  coupent  en  T,  ne  pour- 
raient ayoir  de  communs  que  les  points  qui  sont  situés  sur  la  verticale TS;  or 
cette  verticale  ira  évidemment  rencontrer  A,D2  en  S  au-dessus  du  cercle  de 
gorge,  et  AD  au-dessous  en  S',  parce  que  les  parties  inférieures  de  ces  deux  gé- 
nératrices du  mêmesystème,  sont  inclinées  Tune  et  t  autre  à  gauche  de  leurs  mé-^ 
ridiens  respectifs  ZOD2  et  ZOD,  et  que  le  point  T  est  entré  ces  méridiens. 
Donc,  V  les  droites  ADetA2Da  ne  sauraient  se  rencontrer  ;  2*  elles  ne  sont  pas 
non  plusparallèles,  car  leurs  projections  horizon  taies  se  coupent  en  T;  ainsi,  il 
reste  démontré  que  deux  génératrices  du  système  A  nesetrouvent  jamais  dans 
un  même  plan. 

A  la  vérité,  les  projections  horizontales  de  deux  de  ces  droites  se  trouveront 
parallèles,  quand  on  comparera  celles  «qui  passent  par  les  extrémités  d'un  même 
diamètre  du  cercle  dégorge;  mais,  dans  Tespace,  Tune  de  ces  génératrices  sera 
inclinée  à  droite,  et  Tautre  à  gauche  du  plan  meVidien  mené  par  ce  diamètre, 
de  sorte  qu'elles  seront  loin  d'être  parallèles  entre  elles;  et  d'ailleurs  il  est  biea 
évident  qu'alors  elles  ne  pourront  pas  non  plus  se  couper. 

On  démontrera  d'une  manière  toute  semblable,  que  les  droites B,  B^,  B^,...  « 
du  second  système  ne  sont  jamais  deux  à  deux  dans  un  même  plan« 

1 44.  Chaque  droite  du  système  A  coupe  {sans  changer  de  position  )  toutes  les 

droites  B,  B^,B^ de  t  autre  système.  Cela  est  évident  pour  ADetBDquisonl 

dans  le  même  plan  vertical;  mais  comparons  AD  avec  une  droite  quelconque 
B,D,  de  l'autre  système.  Cesdeux  lignes  sontencoreprojetéessurles  tangentes 
au  cercle  de  gorge  DT  et  D,T,  et  puisque  Gellesr-ci  se  coupent  en  T,  la  verticale 
TS'  ira  nécessairement  rencontrer  les  ifaroites  en  question  AD  et  B^D,  ;  mais 
cette  rencontre  aura  lieu  pour  chacune  d'elles  au-dessous  du  cercle  dégorge, 
attendu  que  DA  est  inclinée  à  gauche  du  méridien  ZOD,  et  D^B,  à  droite  du 
méridien  ZOD,,  tandis  que  le  point  T  se  trouve  entre  deux.  D'ailleurs,  d'après 
la  forme  de  la  méridienne,  il  est  évident  qu'une  droite  comme  TS'  qui  est  pa* 
rallèle  à  Taxe  OZ,  ne  peut  percer  la  surface  qu'en  deux  points,  dont  un  seul  S' 
sera  sur  la  nappe  inférieure  au  cercle  de  gor^ge;  par  conséquent  ce  point  uni- 
que devra  coïncider  avec  ceux  où  la  verticale  TS'  a  déjà  rencontré  les  généra-^ 
tricesDA  et  D,B,  qui  sont  sur  œtle  nappe;  donc  ces  génératrices  se  coupent 
eflfectivement  au  point  S\ 
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It  fîiut  eeulementebserTwqueqiiandoaooinipareradeuxdâXMt^^  appartenaal 
Tnne  au  sysièaie  A  >,  l'autre  aa  sysIèneB,  et  pa86aai  par  les  extrémités  d'ua 
même  diamètre  du  oerde  de  ffor^  ces  droites  auroBt  des  pfojeclkms  paral- 
lèles, et  eHes  seroût  eiies«*niémes  dans  l'espace  pam/i^é/^^  l'une  à  rauire;  de  sorte 
que  leur  rencontre  n'aura  plus  lieu  qu'à  une  distance  infinie^  mais  du  moînsees 
deux  gëfiératrices  seront  encore  dafOB  un  même  plan. 

On  déttiontrera  d^me  masiière  analogue  que  chaque  génératrice  du  système 
B  coope,  «aas  changer  de  po  silioo^  toutes  ies  génératrices  du  sysCème  A,  ou 
du  moins  se  trouredans  on  même  'plan  avec  chacune  d'elles* 

14$.  0&  -désigne  sous  le  nom  géoéral  de  suif  agis  «Aircaas  ,  loute  surface 
ef}g[endréeparfinac2rode^>  se  meuiAiêÙe  tarte  quê8esfkmUan$C0M9é(niimss^ie 
9e  trouvent  paeéeuw  à  defux4hm9wafi  mêmepleut.Ov^  encoBsidérftotl'kyperboloïdc 
actuel,  soit  comme  le  lieu  des  diverses  positions  A^  A^,  À,,.*.,  que  pread  la 
génëi^airice  AD  dans  son  moUTcmeni  de  révoliitîoa  autour  de  OZ|6oit  comme 
le  tieu  des  direrses  droites  fi,  B.,  B,,.---  de  l'autre âysCàBEàCL.  on Toit<n'*  143) 
qull  ssftjsfeni  à  la  définition  précédente  4  par  conséquent  rhyperboLoïde  de 
févokition  à  une  nappe  appartient  à  cette  classe  générale  de  surfaces  que 
l'en  nomme  ^aiioAsf,  et<lont  nous  jious  occuperons  d'une  manière  spéciale  au 
line  VIL 

146.  ^  par  le  cevtue  0  de rirfperbolMde^onmène parallèlement  auxgëné*  Fig.  47. 
ratrioesDAet  DB,  deuoL  droites  Os  et  0/i,ceUesMâi6Tmeront  des  angles  égauK 
â?ec  Ul  ^f^nicale  02,  et  par 'OMséquenl  elles  décriront,  en  tournant  autour  de 
OZ)  un  seul  et  même,  cône  droit  dont  toutes  les  arêtes  seront  respectivement 
parail&eeêmâf  ffénérairioes A^ k^  ^K^y^.^..  elB,  B,«B,,,.....der<hyperboIoïde.  Ce 
sera  le  -oâne  m^fmpMique  de  ^^tÂe  iileraièpe  smiuse;  car^  po«ir  le  dcdiiire  de 
eelle-ci,  il  suffit  éfidemvient  de  poser, 

OD«*=0,    dans    «V— ir'  — «V 

qui  représentait  (n*  1 40)  le  méridien  de  rhyperboloide  :  or,  par  c^te  hypo- 
thèse, on  obtient  pour  le  méridien  du  cône  droite  z  ««^  our;  c'est-à-dire  deux 
droites  qoi  sont  bien  les  asymptoles-de  J'hypeii^ole  précédente. 

147.  D'ailleurs,  lorsque  l'i^n  feitTarier  la  distance  1^,  sans  changer  a  ou 
rîndfnaison  delà  génératrice  AD»  on  cfbtieatsucceasivemeasit  divers  hyperbo- 
loîdes  qui  ont  pour  méridiens  des  courbes  semblables'^  car  les  axes  de  l'hyper- 
bole sont  <^et  cà^  et  leur  rapport  esta,  quantité  indépendante  de  la  distance  â. 
11  résulte  de  la  que  tous  ces  hyperboloïdes  sont  des  surfaces  semblables  et  con- 
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centriques  ;  et  comme  cette  simîlitode  doit  s'étendre  aussi  au  cône  asympto* 
tique  pour  lequel  &  est  nulle,  on  pourra  affirmer  que  ,  qualnd  un  même  plan 
coupera  l'hyperboloïde  et  le  cône  asymptotique,  les  sections  feites  ainsi  dans 
ces  deux  surfaces,  seront  des  courbes  semblables  et  concentriques  (*).  Cette  re- 
marque nous  sera  utile  plus  tard. 

1 48.  Après  ayoir  £ait  connaître  la  nature  et  les  principales  propriétés  de 
l'hyperboloïde  engendré  par  la  révolution  d'une  droite,  occupons-nous  main- 
tenant de  la  représentation  exacte  de  cette  surface  au  moyen  de  deux  plans  de 
projection.  Nous  regarderons  toujours  l'axe  fixe  comme  vertical,  et  alors  ses 
FiG.  4G.  projections  seront  O  et  rcyZ';  quant  à  la  droite  mobile,  prenons-la  dans  une 
situation  quelconque  où  elle  sera  projetée  suivant  ADB  et  M\yS\  puis,  construi- 
sons d'abord  la  méridienne  de  la  surface,  en  cherchant  les  points  dans  lesquels 
le  plan  vertical  OG  est  rencontré  par  les  positions  successives  de  la  droite 
(ÂB,  M€).  Or,  déjà  dans  la  situation  actuelle,  cette  droite  perce  le  plan  OG  au 
point  (M,  M''),  lequel  appartient  à  la  courbe  demandée,  et  celle-ci  devra  tou- 
cher  en  ce  point  la  projection  k'WS.  En  effet,  quoique  dans  l'espace  la  tan- 
gente de  la  méridienne  et  la  droite(  AB,A'6)  soient  très-distinctes  Tune  de  l'autre, 
ces  droites  sont  néanmoins  situées  toutes  deux  dans  le  plan  tangent  de  la  sur- 
face au  point  (M,  M^');  et  comme  ce  plan  estnëcessairement  perpendiculaire 
(n^*  129)  au  plan  méridien  OG,  et  par  conséquent  au  plan  vertical  de  projec- 
tion, il  arrivera  ici  que  A^6se  confondra  avec  ta  projection  verticale  de  la  tan- 
gente, et  qu'ainsi  la  droite  k'S  touchera  elle-même  la  projection  de  la  courbe 
méridienne  en  IH!\ 

Ensuite,  un  point  quelconque  (n,n^  de  AB,  décrira  pendant  le  mouvement 
de  révolution,  un  arc  de  cercle  projeté  sur  nN  et  sur  Thorizontale  n'N^  :  donc 
ce  point  {n^n*)^  quand  il  arrivera  dans  le  plan  vertical  OG,  se  trouvera  pro- 
jeté en  (N,N');  ainsi  ce  sera  là  un  nouveau  point  de  la  courbe  méridienne 
G^N'M^G",  et  tous  les  autres  se  construiront  de  la  même  manière.  En  appli- 
quant ce  procédé  à  l'extrémité  (D,  D')  de  Thorizontale  (OD,  O'DO^  qui  est 
perpendiculaire  à  la  fois  sur  Taxe  et  sur  la  génératrice,  et  qui  mesure  leur  plus 
courte  distance,  on  obtiendra  le  point  (F,F')  de  la  méridienne  le  plus  rappro- 
ché de  l'axe  ;  et  c'est  ce  point  qui,  dans  la  révolution  complète  de  la  droite 
mobile,  décrira  le  plus  petit  des  parallèles  de  la  surface,  ou  le  cercle  de  gorye 
projeté  ici  sur  DFE  et  sur  £T\  De  même,  le  pied  (A, A')  de  la  génératrice. 


(*}Vo}ez  VAnalyêB  appliquée  à  la  géomHriodew  irai»  dimention*^  ohap.  IX. 
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décrivant  un  cercle  ALGqut  aéra  la  trace  horizontale  delà  surface,  fournira  le 
poÎQt  (G,  G')  du  méridien  :  et  quoique  cette  courbe  doive  évidemment  s'é- 
tendre d'une  manière  illimitée,  puisque  la  droite  génératrice  a  elle-même  une 
longueur  indéfinie,  néanmoins,  pour  donner  une  idée  plus  nette  de  la  surface, 
Dous  admettrons  que  la  droite  mobile  est  terminée  aux  deux  points  (Â,  A/) 
et(B,  ^),  également  distants  du  point  (D,  D^)qQi  décrit  le  cerde  de  gorge; 
de  sorte  que  la  portion  desurfeceque  nous  considérerons  ici,  sera  terminée  à 
deux  cercles  e'gaux  projetés  horizontalement  sur  GÂH,  et  verticalement  sur 
GH'  ei  G^U".  Au  reste  nous  avons  démontré  {d9  i  40)  que  le  méridien  G'F'G'' 
était  une  branche  d'hyperbole  qui  avait  pour  axe  réel  le  diamètre  £'F'  du 
cercle  de  gorge;  et  Ton  devra  observer  qu'ici,  comme  dans  toute  surface  ch  ré- 
volution^ le  méridien  principal  GTG^  forme  précisément  le  contour  apparent 
de  la  surface  par  rapport  au  plan  vertical,  puisque  tons  les  plans  tangents  le 
loDgde  ce  méridien  lui  sont  perpendiculaires  (n®  129).  Par  une  raison  sem- 
blable, le  contour  apparent  de  Thypeiiioloide  relativement  au  plan  horizontal, 
est  le  cercle  de  gorge  DF£  le  long  duquel  tous  les  plans  tangents  sont  évidem- 
ment verticaux. 

I49«  Pour  compléter  la  représentation  graphique  de  cet  hyperbdoïde ,  Fig.  46 
d'après  le  mode  de  génération  par  une  ligne  droite,  il  faut  construire  un  cer- 
tain nombre  de  positions  de  cette  génératrice  rectiligne*  Or,  puisqu'elle  doit 
rester  à  une  dîslance  constante  de  l'axe  (0,  O'Z'),  sa  projection  horizontale 
sera  toujours  tangente  au  cercle  DPE;  menons  donc  à  volonté  la  tangente 
A.D.B,,  puis  projetons  le  pied  A,  sur  la  ligne  de  terre  en  A',,  et  le  point  de 
contactiD,  sur  £^'  en  D',;  alors  nous  obtiendrons  A^IX,  S,  pour  la  projection 
îerticale  de  la  droite  qui  était  projetée  horizontalement  suivant  A,B,  :  d'ail- 
leurs, TextrémitéC^  qui  est  sur  le  cercle  supérieur  G^H",  devra  évidemment  se 
trouver  projetée  en  B,,  ce  qui  offrira  une  vérification.  Les  autres  positions  de 
b  génératrice  se  construiront  d'une  manière  analogue,  et  leurs  projections  ver- 
ticales devront  encore  toucher  l'hyperbole  méridienne,  ainsi  que  nous  l'avons  - 
démontré  au  numéro  précédent  pour  la  première  drmte  ADB;  seulement,  il 
Kaint  observer  que  quand  on  choisira  la  projection  horizontale  parallèle  à  la 
ligne  de  terre,  comme  KL  ,  la  projection  verticale  corespondante  Q'S  sera 
Fasymptote  de  l'hyperbole,  puisqu'en  effet  une  pareille  génératrice  ne  rencon- 
trera plus  le  plan  méridien  OG  qu'à  une  distance  indéfinie ,  sans  cesser  d'être,  en 
projection  verticale,  tangente  à  l'hyperbole  méridienne. 

150.  Pour  obtenir  des  résultats  plus  symétriques,  on  a,  dans  l'épure  actuelle, 
divisé  le  cercle  GAH  en  quatorze  parties  égales  ,  et  tracé  d'abord  les  corder 

10 
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AB,  A,B,,  ^sB«« d®  manière  à  soulendre  un  même  nombre  d'arcs  par- 
tiels; par-là  ces  cordes,  nécessairement  ég;ales,  se  sont  trouvées  tangentesà  un 
même  cercle  EDF^  puis  on  en  a  déduit  les  projections  yerticales,  comme  nous 
l'avons  dit  au  numéro  précédent.  D'ailleurs,  quoique  ces  cordes  aboutissent 
deux  à  deux  aux  mêmes  points  de  division  sur  le  cercle  GAH,  on  distinguera 
aisément  les  parties  situées  au-dessous  du  cercle  de  gorge  d'avec  les  parties 
supérieures,  puisque  les  premières  étant  invisibles  sur  le  plan  horizontal,  sont 
ici  représentées  par  des  lignes  ponctuées .  Quant  au  plan  vertical,  les  portions 
de  génératrices  situées  au-delà  du  plan  méridien  GOH  qui  renferme  le  contour 
apparent  de  la  surface  (n""  148)  par  rapport  à  ce  plan  de  projection,  sont  les 
seules  qui  deviennent  invisibles  et  qui  aient  dû  èXxe  ponctuées. 

151.  On  sait  (n**  141)  que  l'hyperboloide  admet  un  autre  système  de  gé- 
nératrices rectilignes,  projetées  également  sur  les  tangentes  au  cercle  dégorge 
AB,  A,B,,....,  mais  qui  ont  dans  l'espace  une  position  inverse  par  rapport 
à  la  verticale.  Par  exemple,  celle  de  ces  nouvelles  droites  qui  serait  projetée 
suivant  BDÀ  (*),  aurait  son  pied  en  (B,B')  et  son  extrémité  supérieure  en  (A,  a), 
tandis  qu'elle  couperait  la  droite  ADB  du  premier  système  au  point  (D,D'); 
ainsi  elle  aurait  pour  projection  verticale  B'D  a,  ligne  quia  déjà  reçu  la  projec- 
tion d'une  droite  LMC  du  premier  système.  C'est  pour  éviter  cette  coïncidence 
que  nous  n'avons  pas  voulu  représenter,  sur  l'épure,  les  génératrices  des  deux 
systèmes  à  la  fois;  car  autrement,  les  parties  pleines  des  unes  tombant  sur  les 
parties  ponctuées  des  autres ,  il  n'aurait  plus  été  possible  de  distinguer  les 
portions  visibles  ou  invisibles  dans  chacun  des  systèmes.  Au  surplus,  il  sera 
toujours  facile,  même  sur  l'épure  actuelle,  de  retrouver  les  droites  du  système 
B  quand  on  en  aura  besoin ,  puisqu'il  suffira  de  prendre  les  portions  pleines 
pour  les  parties  ponctuées,  et  réciproquement,  comme  nous  venons  de  l'indi- 
quer pour  la  droite  BDA.  On  pourra  aussi  multiplier  davantage  les  généra- 
trices, afin  d  obtenir  plus  d'effet  dans  le  dessin;  mais  nous  avons  cru  devoir  ici 
sacrifier  quelque  chose  sous  ce  dernier  rapport,  afin  d'offrir  plus  de  netteté 
dans  la  position  des  points  et  des  lignes  remarquables  qu'il  fallait  signaler  au 
lecteur. 
FiG.  46.      152.  Du  plan  tangent  à  Fhyperholojde.  Soit  R  la  projection  horizontale  du 


{*)  Pour  indiquer  plus  clairement  la  situation  des  diverses  droites,  nous  aurons  toujours 
soin  de  citer  en  premier  liea,  la  lettre  qui  désignera  l'extrémité  inférieure  de  la  droite  dont 
nous  parlerons. 
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point  de  contact,  assignée  par  la  question  :  pour  obtenir  l'autre  projection  ^ 
j  observe  que  par  le  point  considéré  sur  la  surface ,  il  passe  une  génératrice 
du  système  A ,  laquelle  est  projetée  horizontalement  suivant  une  tangente  PRA 
au  cercle  de  gorge,  et  verticalement  suivant  Va  ;  si  donc  je  projette  R  en  R' 
sur  cettedernière  droite,  j'aurai  déterminé  complètement  le  point  de  contact 
(R,  RO-  Mais  il  y  a  une  seconde  solution;  car,  puisque  je  peux  mener  de  R 
une  autre  tangente  BRQ  au  cercle  de  gorge ,  laquelle  représentera  aussi  une 
génératrice  du  système  A  projetée  verticalement  suivant  B'Q'^ ,  je  n'aurai  qu'à 
projeter  R  en  R"  sur  cet  te  dernière  ligne,  et  j'obtiendrai  un  second  point  (R,  R") 
qui  sera  situé  sur  l'hyperbololde ,  et  qui  aui*a  pareillement  sa  projection  hori- 
zontale en  R. 

153.  Cela  posé,  considérons  le  point  (R,R%  et  rappelons-nous  {n^  142) 
qu'il  doit  passer  par  ce  point  unique  deux  génératrices  de  Thyperboloïde  : 
Tune  est  la  droite  (PRA ,  PU'âe)  déjà  employée  et  qui  appartient  au  système  A  ; 
l'autre  appartient  au  système  B  et  serait  projetée  sur  (QRB|  Q'R'f).  Donc 
le  plau  tangent  en  (R  ^  R')  devra  renfermer  ces  deux  droites  ,  et  par  suite 
la  trace  horizontale  de  ce  plan  sera  QPS.  Pour  déterminer  Tautre  trace  SY^ 
il  suflKra  d'imaginer  dans  ce  plan  tangent  et  par  le  point  (R,  R'),  une  hori- 
zontale dont  les  projections  seront  RY  parallèle  à  la  trace  QPS,  et  R'  Y^  pa- 
rallèle à  la  ligne  de  terre;  puis,  on  construira  le  point  (V ,  Y')  où  cette  horizon- 
tale va  percer  le  plan  vertical. 

Quant  au  plan  tangent  relatif  au  point  (R,  R"),  il  se  trouvera  déterminé  par 
les  deux  droites  de  systèmes  opposés,  qui  se  coupent  en  cet  endroit  : 

L'une  est  (BRQ,  BR^Q")  pour  le  système  A , 
L'autre  est  (ARP,  A'R^F)  pour  le  système  B. 

Ainsi  la  trace  horizontale  de  ce  plan  sera  la  ligne  AB ,  et  la  trace  verticale 
s'obtiendrait,  comme  ci-dessus,  par  le  secours  d'une  horizontale  menée  dans  ce 
même  plan  à  partir  du  point  (R,  R"). 

154.  Revenons  au  plan  tangent  PS  Y/  qui  touche  lliyperboloïde  au  point  Fig.  46- 
(R,  R^,  et  remarquons  que  sa  trace  horizontale  PQ  se  trouve  bien  perpendi- 
culaire au  plan  méridien  OR  qui  passerait  par  le  point  de  contact,  ainsi  que 

cela  doit  arriver  (n^*  134)  dans  toute  surface  de  révolution  dont  l'axe  est  ver- 
tical :  mais  ce  plan  tangent  PSV^  n'est  pas  tangent  à  l'hyperboloïdedans  tout 
autre  point,  tel  que  (T,  T'),  de  la  droite  (PRA,  FR'  a)  qu'il  renferme ,  puis- 
que sa  trace  horizontale  PQ  ne  saurait  être  perpendiculaire  au  méridien  OT. 
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D'ailleurs  .,  par  oe  point  (T ,  T")  de  la  droite  (PRA ,  P/Ria)  qui  appartient  au 
système  A,  il  passe  une  génératrice  (HTB^ ,  HT6.)  du  système  B .  laqudle 
est  évidemment  située  hors  du- plan  dont  nous  parlons,  puisque  le  pied  de 
cette  génératrice  est  en  H  hors  de  la  direction  de  PQ.  Par  conséquent  le  plan 
PSV  ne  satisfait  pas,  pour  le  point  (T,  T'),  à  la  définition  du  véritable  con- 
tact, qui  consiste  à  renfermer  les  tangentes  à  toutes  les  lignes  situées  sur  la 
surface  ;  tandis  qu'au  point  (R,  R^)  ce  plan  contient  non*seulement  les  deux 
génératrices  qui  s'y  coupent ,  mais  aussi  la  tangente  du  parallèle  qui  est  pré- 
cisément (RV.  R'V),  la  tangente  du  méridien,  et  celle  de  toute  autre  courbe 
tracée  par  ce  point  sur  Thyperboloïde. 

Nous  avions  déjà  prouvé  cette  propriété  singulière  du  plan  tangent  à  l'hy- 
perboloïde  gauche  dans  le  n**  142;  mais  nous  avons  cru  devoir  insister  sur 
cette  circonstance  et  l'appuyer  ici  par  de  nouvelles  considérations,  parce  qu'il 
importe  de  se  former  une  idée  bien  nette  de  la  position  d'un  plan  qui  est  ainsi 
tangent  dam  un  point  (R,  R'),  et  sécant  dans  tous  iss  autres  points  ooinmues 
avec  la  surface,  qu'il  coupe  ici  suivant  les  deux  droites  (PRA,  P'R  a)  et  (QRB, 

155.  Tous  les  problèmes  relatif  aux  plans  tangents,  que  nous  avons  résolue 
dans  ce  livre,  portaient  sur  des  surfaces  cylindriques^  coniques,  ou  de  réoduUem. 
Nous  n'en  ajouterons  pas  maintenant  de  nouveaux  exemples ,  pour  d'au- 
tres genres  de  surfaces,  parce  que  la  méthode  se  réduit  dans  tous  les  cas  à 
employer  le  procédé  général  indiqué  n^  1 03,  et  que  nous  renoodtrerons  dans 
la  suite  assez  d'occasions  de  l'appliquer  ;  mais  il  resterait  à  traiter  la  question 
du  plan  tangent,  lorsque  le  point  de  contact  n'est  pas  assigné  sur  la  surface. 
Nous  l'avons  fait  de  suite  à  l'égard  des  cylindres  et  des  cônes,  parce  qu'alors 
la  solution  était  trop  simple  pour  la  différer;  quant  aux  autres sur&ces,  il  n'en 
est  pas  de  même,  et  Ion  a  besoin  quelquefois  de  s'aider  des  méthodes  relatives 
aux  intersections  de  surfaces;  c'est  pourquoi  nous  renverrons  les  problèmes  de 
ce  genre  à  un  des  livres  suivants. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Deê  surfaces  développabhs, 

15®.  Une  surfece  est  dite  DivEirOPPABLE,  lorsque  étant  supposée  flexible , 
mminejctensihle^  elle  peut  être  étendue  sur  un  plan^  sans  éprouver  aucunchan^' 
gement  dans  sa  superficie.  Or  on  sent  bien  que  toute  surface,  par  exemple  une 
portion  quelconque  de  sphère,  ne  jouit  pas  de  cette  propriété;  c'est  pourquoi 
il  deyra  y  avoir,  dans  le  mode  de  génération  d'une  surfiaice  développable, 
quelque  condition  particulière  qui  lui  permette  de  subir  cette  transformation , 
elcW  ce  que  nous  expliquerons  bientôt  (n^  175).  Mais>  avant  de  nous  élever 
à  ces  généralités,  il  nous  parait  utile  d'examiner  d'abord  deux  genres  particu- 
liers de  sarfeces  qui  peuventainsi  être  développées  sur  un  plan;  ce  sont  les  cy- 
lindres et  les  cônes.  D'ailleurs,  le  moment  est  venu  d'introduire  ici  les  considé- 
rations de  la  méthode  infinitésimale  qui,  bien  entendue,  présentera  toute  la 
rigueur  désirable,  et  offrira  dans  la  suite  le  double  avantage  d'abréger  les  rai- 
mmoments  et  de  se  prêter  avec  facilité  aux  opérations  graphiques  de  la  Géo- 
métrie descriptive. 

1S7.  La  tangente  d'une  courbe  étant  la  limite  des  positions  que  prend  une 
sécante,  lorsque  deux  de  ses  points  de  section  se  rapprochent  indéfiniment^  on 
peut  considérer  la  tangente  comme  une  droite  qui  passe  par  deux  points  Vn/^ 
mment  voisins  sur  la  courbe,  ou  qui  a  un  élément  de  commun  avec  elle;  par-là 
on  substitue,  il  est  vrai,  à  la  courbe  proposée,  un  polygone  inscrit  dont  les 
côtés  et  les  angles  extérieurs  sont  infiniment  petits,  et  dont  chaque  côté  pro- 
longe remplace  une  tangente;  mais  toute  propriété  qui,  dans  un  tel  polygone, 
sera  vraie  indépendamment  de  la  grandeur  absolue  de  ses  côtés  et  des  angles 
compris,  subsistera  également  lorsqu'on  multipliera  de  plus  en  plus  ces  petites 
cordes  en  les  rapprochant  de  la  courbe  ;  par  conséquent  cette  propriété  aura 
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lieu  pareillement  quand  on  passera  à  la  limite,  c'est-à-dire  quand  on  considé- 
rera la  courbe  en  question  et  ses  véritables  tangentes. 

158.  D'ailleurs  ,  nous  avons  démontré  rigoureusement  (n**  95)  que,  dans 
toute  surface,  les  diverses  courbes  tracées  par  un  même  point,  avaient  leurs 
tangentes  en  ce  point  situées  dans  un  plan  unique;  donc  ce  pian  que  nous 
avons  nommé  tangent^  pourra  être  considéré  comme  ayant  de  commun  avec 
la  surface  un  élément  super/ictel  formé  par  l'ensemble  des  éléments  linéaires  covEt^ 
muns  aux  courbes  et  à  leurs  tangentes  ;  ce  sera  l'élément  de  contact,  qui  se 
trouvera  en  général  in finiment  petit  dans  tous  les  sens  ^  à  moins  quelasurfece  ne 
soit  d'un  genre  tel  que  le  plan  tangent  se  trouve  le  même  pour  plusieurs  points 
consécutifs. 

FiG.  48.  159.  Dans  un  cylindre,  par  exemple,  nous  savons (n*  99)  que  le  plan  BÂT 
est  tangent  tout  le  long  d'une  même  génératrice  AMB;  donc  ici  ce  plan  aura  de 
commun  avec  la  surface  un  élément  superficiel  ABB^A'  indéfini  en  longueur, 
mais  compris  entre  les  depx  génératrices  infiniment  voisines  qui  passent  par 
les  points  A  et  M  communs  à  la  base  AC  et  à  sa  tangente  AT.  On  voit  que 
nous  distinguons  ici ,  comme  dans  la  note  du  n""  109,  f  élément  de  la  surface 
d'avec  la  génératrice  ;  et  cela  est  essentiel  :  car,  dans  les  surfaces  gauches,  nous 
reconnaîtrons  que  cette  dernière  droite  sera  commune  aussi  à  la  surface  et  au 
plan  tangent,  tandis  que  l'élément  superficiel  indéfini  en  longueur  ne  se  trou- 
vera pas  tout  entier  dans  ce  plan. 

De  môme,  une  surface  conique  qui  est  touchée  par  son  plan  tangent  tout 
le  long  d'une  génératrice  (n**  1 00),  aura  de  commun  avec  ce  plan  un  élément 
superficiel  indéfini  en  longueur,  mais  compris  entre  deux  génératrices  infini* 
ment  voisines. 

FiG.  48.  160.  Une  surface  cyliudeique  bst  tou/ours  développable  ;  car  imagi-* 
nous  qu'elle  a  été  coupée  par  un  plan  perpendiculaire  à  ses  génératrices^  sui- 
vant une  courbe  C  A  qui  se  nomme  la  section  droite  {*)  ou  section  orihogonalB  du 
cylindre,  et  que  nous  regarderons  comme  sa  base,  ou  comme  la  directrice  de 
la  droite  mobile  qui  a  engendré  cette  surface  :  puis,  substituons  pour  un  mo-* 


(*)  Nou»  appellerons  soaveot,  pour  abréger,  cylindre  droiff  celui  dans  lequel  on  prendra 
pour  base  ou  pour  directrice  la  section  droite,  sans  vouloir  exprimer  par-là  que  ceUe  section 
est  un  cercle;  du  reste,  cette  dénomination  n'indiquera  rien  de  particulier  dans  la  nature  du 
cylindre^  puisqu'on  sent  bien  que  toute  surface  cylindrique  peut  être  ramenée  à  ce  cas  en  la 
coupant,  comme  ici,  par  un  plan  perpendiculaire  à  ses  génératrices. 
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ment  à  c^te  courbe  un  polygone  inscrit  CÂA'A''  ce  qui  transformera  le  cy-  Pir..  49. 
Kndre  en  un  prisme  droit.  Alors  nous  pourrons  faire  tourner  la  £ace  B"A''A'B' 
autour  de  laréte  B'A^  comme  charnière,  jusqu'à  ce  qu  elle  vienne  se  placer 
dans  le  plan  de  la  face  B'A'ÀB  ;  et  par»là  le  coté  A'A'''^  transporté  en  k'à\  se 
trouTera  situé  sur  le  prolongement  de  A  A'  puisqu'ils  continueront  d'être  tous 
les  àeuiL  perpendiculaires  à  l'arête  A'B^  Ensuite,  on  pourra  faire  tourner  la 
face  composée  ^ka/'tl'  autour  delà  charnière  AB,  jusqu'à  ce  qu'elle  arrive  dans 
leplan  de  la  face  suivante  ;  et  en  continuant  ainsi,  on  amènera  toutes  les  faces 
du  prisme  à  être  situées  dans  un  plan  unique^  à  la  suite  les  unes  des  autres, 
desorle  que  la  surface  prismatique  se  trouvera  développée^  sans  avoir  changé 
de  superficie.  En  outre,  observons  bien  que  tous  les  côtés  du  polygone  C  A  A'A'^ 
formeront,  après  le  développement,  une  seule  et  même  ligne  c/roeïe  à  laquelle 
toutes  les  arêtes  du  prisme  continueront  d'être  perpendiculaires,  ainsi  que 
BOUS  l'avons  prouvé  pour  les  deux  premiers  c6tés  AA'  et  A'A'^  ;  et  que  la  lon- 
gueur de  cette  droite  sera  égale  à  la  somme  des  côtés  du  polygone  primitif, 
tandis  que  les  diverses  arêtes  AB,  A^B',. .  •  .aurontconservé  les  longueurs  qu'elles 
avaient  auparavant* 

161.  Or  il  est  bien  évident  que  toutes  ces  conséquences  seront  également  Fig.  48. 
vraieSf  quelle  que  soitla  grandeur  desanglesetdes  côtés  du  polygone  que  l'on  a 
substitué  à  la  courbe  CÂ  A';  par  conséquent  elles  auront  lieu  aussi  dans  un  cy- 
lindre qui  est  la  limite  des  prismes  inscrits,  ou  si  l'on  veut  exprimer  différem- 
ment la  même  idée,  dans  un  cylindre  qui  n'est  autre  chose  qu'un  prisme  dont 

la  base  serait  un  polygone  infinitésimal.  On  peut  donc  affirmer,  l*"  que  toute 
surface  cylindrique  estdéveloppable;  2**  qu'après  cette  transformation,  la  sec-- 
lion  orthogonale  ou  perpendiculaire  aux  génératrices,  devient  vne  droite  dont 
la  longueur  égale  le  périmètre  de  cette  section;  S^  que  les  génératrices  restent 
perpemUculaires  à  velte  droite^  en  conservant  d'ailleurs  leurs  longueurs  primi- 
tives soit  au-dessus,soit  au-dessous  de  cette  base. 

162,  S'il  existait  sur  le  cylindre  une  courbe  quelconque  GMM',  elle  se  trou- Fig.  49. 

verail  remplacée,  sur  le  prisme,  par  un  polygone  GMM'M"  dont  les  côtes  ne 
changeraient  pas  de  longueur,  lorsqu'ils  seraient  entraînés  avec  les  faces  du 
prisme,  dans  leurs  mouvements  de  rotation  autour  des  arêtes  successives;  mais 
ce  polygone  changerait  de  forme,  puisque  l'angle  intérieur  VLM'M"  (*)  devien- 


[*)  Le  supplément  de  cet  angle,  savoir  M''M'^,  lequel  serait  compris  entre  deux  tangentes 
ooosécutires ,  se  nomme  angle  de  contingence  ,  et  peut  servir  à  apprécier  la  courbure  de  la 
eoorbe  en  cet  endroit^  comme  nous  l'expliquerons  bientôt  (n**  198]. 
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drait  MMW.  Toutefois  ,  comme  dans  ce  dëyeloppemeiitleoAtéM'M^'  tour* 
nera  par  un  mouvement  de  révolution  autour  dé  la  charnière  B'M^  il  s'ensuit 
que  l'ang^le  B^M'M^^  demeurera  constant  et  égal  à  B'M  m"  :  il  en  sera  de  même 
de  langle  BMM^  ou  TMA  qui  restera  invariable  ,  et  dont  un  côté  THM'  de- 
viendra ,  à  la  limite,  la  tangente  de  la  courbe  que  remplace  actuellement  le 
polygone  GMM".  Si  d'ailleurs  on  observe  que  toutes  ces  propriétés  sont  indé- 
pendantes  de  la  petitesse  plus  ou  moins  grande  des  faces  du  prisme,  et  qu'ainsi 
elles  doivent  encore  être  vraies  pour  la  limite  de  ce  prisme,  ou  pour  le  cylindre 
de  la  fig.  48,  on  en  déduira  les  conséquences  suivantes  : 
FiG.  48.  P  Quand  on  développe  un  cylindre  sur  lequel  est  tracée  une  courbe  quel* 
conque  GM,  cette  ligne  se  change  en  une  autre  courbe  que  nous  appellerons^ 
transformée  de  la  première,  et  dont  les  arcs  ont  la  même  longueur  abiolue  que 
ceux  de  la  courbe  primitive; 

^^  Les  portions  de  géne'ratrices  M A,M^ A% . . .  • ,  comprises  entre  cette  courbe 
et  la  section  orthogonale  C A A^  restenide  même  grandeur ^  et  toujours  perpencU^ 
culatres  à  la  droite  suivant  laquelle  se  transforme  la  base  CAA^ 

3*  Chaque  tangente  MT  à  la  courbe  primitive  forme,  avec  la  génératrice 
MA,  vnangle  qui  demeure  invariable*^  et  d  ailleurs  cette  droite  HT  se  retrouve^ 
après  le  développement,  tangente  à  la  transformée.  Cette  dernière  assertion  se 
justifie  en  observant  que ,  sur  le  développement  du  prisme,  la  ligne  HT  ne 
cesse  pas  d'être  le  prolongement  d  un  côté  du  polygone  transformé.  Nous 
verrons  bientôt,  dans  plusieurs  épures,  la  manière^ont  on  fait  usage  de  ces 
diverses  propriétés  pour  exécuter  graphiquement  le  développement  d  un  cy- 
lindre, et  pour  y  construire  les  transformées  des  courbes  primitivement  tracées 
sur  ce  corps. 

163.  Nous  avons  dit  qu'une  courbe  quelconque  GMM'  tracéesur  un  cy- 
lindre, se  changeait,  après  le  développement  de  cette  surface,  en  une  autre 
ligne  qui  généralement  était  encore  courbe  ;  cependant  il  y  a  des  cas  particu-- 
liers  où  cette  transformée  peut  être  recHligns^  et  pour  trouver  plus  facilement 
les  conditions  qui  s^  rapportent,  substituons  encore  au  cylindre  et  i  ia  courbe 
leprisme  droit  et  le  polygone  GMM^  de  la  fig.  49.  Alors,  pour  que  le  côté 
Fig.  49.  M'M'%  transporté  en  }Km".  se  trouve  sur  le  prolongement  de  MM^  il  faut  et 
il  suffit  évidemment  que  l'on  ait 

angle  B'MW  =  A'MM  =  BMM'; 

et  puisque  nous  avons  vu  (n*"  162)  que  lepremier  de  ces  angles  demeurait  égala 
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l'angle  primitif  B*M'M'^  la  condition  précédente  revient  à  celle-ci  : 

comme  il  en  serait  de  même  des  autres  côtés  consécutifs  comparés  entre  eux, 
on  en  conclut  que  tous  les  côtés  du  polygone  GMM'M'' doivent  couper  les  arêtes 
du  prisme  sous  un  angle  constant.  Maintenant,  si  l'on  transporte  au  cylindre  ces 
relations  qui  deyaient  toujours  avoir  lieu  sur  le  prisme ,  quelque  petites  que  «■ 

fussent  ces  faces,  et  si  l'on  se  rappelle  (n^  157)  que  les  prolongements  des  côtés 
du  polygone  deviennenti  à  la  limite,  les  tangentes  de  la  courbe  continuevers 
laquelle  converge  ce  polygone,  on  en  déduira  ce  théorème  :  pour  qu'une  courbe 
GV,  irctcéesurun  cylindre^  cfer  tienne  eegtiligne  aprèê  le  développement  de  cette 
turface^il  faut  et  il  suffit  que  toutes  les  tangentes  de  cette  courbe  fassent  un  angle 
cùnstantavecksgénératrices  ducylindre.  Les  courbes  qui  satisfont  à  cette  der- 
nière condition ,  se  nomment  des  hélices  ^  quelle  que  soit  la  base  du  cylindre 
sur  lequel  elles  sont  trace'es  :  ainsi  les  hélices  sont  les  seules  courbes  qui  de- 
Tiennent  rectilignes  ,  par  le  développement  de  la  surface  cylindrique  qui  les 
contient. 

Ifi4.  Elles  jouissent  d'ailleurs  de  cette  autre  propriété  bien  remarquable  :  ^^^'  48. 
un  arc  quelconque  d'hélice  GM  est  la  ligne  la  plus  courte  queVon  puisse  tracer  sur  le 
cylindre^  entre  ses  extrémités  G  et  M.  En  effet,  si  on  lui  compare  une  autre 
courbe  comprise  entre  le^ points  G  et  M,  ce  dernier  arc  ne  deviendra  pas  rec- 
tiligne  quand  on  aura  développé  le  cylindre  ;  donc  alors  il  sera  plus  long  que 
l'arcdliélicequiseradevenuunedroite  :  maisnous  avons  vu  (n<*  162)  que,  dans 
ce  développement ,  les  transformées  conservaient  la  même  longueur  que  les 
courbes  primitives;  donc  aussi,  avant  le  développement  du  cylindre,  Tare  d'he- 
lice  était  plus  court  que  toute  autre  ligne  passant  par  les  points  G  et  M. 

165.  Il  importe  d'observer  ici  que  toutes  les  courbes  qui  deviennent  rectili- 
gnes après  que  le  cylindre  est  développé,  étaient  primitivement  à  double  cor- 
bure^  c'est-à-dire  que  trois  tangentes  infiniment  voisines,  ou  trois  e'Iéments  con- 
sécutifs, n'étaient  pas  dans  un  même  plan.  En  effet,  revenons  au  polygone  de 
la/^.  49,  et  considérons-y  trois  côtés  consécutifs  KM,  MM',  M'M",  que  nous 
supposerons  dirigés  de  manière  à  former,  avec  les  arêtes  du  prisme,  des  angles 
égaux  entre  eux  et  désignés  par  a.  Si  ces  trois  côtés  pouvaient  être  dans  un  plan 
unique,  il  en  serait  certainement  de  même  pour  trois  droites  menées  par  un 
point  quelconque  G,  parallèlement  àces  côtés  :  or  ces  trois  parallèles,  formant 
aussi  chacune  unmêmeangleaavecl'arête  GD ,  setrouveront  situées  sur  la  sur- 

11 
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face  d'un  cône  droit  dont  GD  sera  Taxe,  et  l'on  sent  bien  qu'une  tellesurfdce 
ne  saurait  avoir  trois  de  ses  génératrices  dans  un  même  plan^  puisque  alors  trois 
points  de  la  circonférence  qui  lui  sert  de  base  seraient  en  ligne  droite.  Donc  il 
est  pareillement  impossible  que  les  trois  côtés  consécutifs  KM^MM^M'H'^  se 
trouvent  dans  un  même  plan;  et  cette  proposition  ayant  lieu  quelle  que  soit  la 
petitesse  de  ces  côtes,  demeure  également  vraie  pour  leurs  prolongements^  loi*s- 
que  le  polygone  dégénère  en  une  courbe  continue  ,  auquel  cas  ces  prolonge- 
ments sont  les  tangentes  mêmes  de  cette  courbe.  Ainsi  les  hélices  sont  toujours  des 
lignes  à  double  courbure, 

166.  Il  faut  seulement  excepter  de  cette  conclusion  générale,  un  cas  unique 
qui  est  celui  où  langle  a  se  trouve  droit;  car  alors  le  cône  qui  nous  a  servi  tout 
à  l'heure  à  établir  la  proposition  précédente  ,  se  réduit  lui-même  à  un  plan. 
D'ailleurs,  l'hélice  particulière  qui  répond  à  l'hypothèse  actuelle  a =90*,  n'est 
autre  chose  évidemment  que  la  section  droite  CAÂ';  et  nous  savons  en  effet 
(n*"  161)que  cette  section  devient  rectiligne  après  le  développement  du  cylindre; 
mais  du  moins  nous  pouvons  affirmer  que  de  toutes  les  courbes  planes  tracées  sur 
un  cylindre,  il  ri  y  a  que  la  section  oktuoqoh  a  lz  qui  devienne  rectiligne  après  le 
développement  de  cette  surface. 
FiG.  49.  167.  A  l'occasion  des  hélices  qui,  comme  nous  l'avons  reconnu,  ne  sont  pas 
des  courbes  planes,  nous  ferons  observer  que  dans  toute  courbe  gauche  (n®7, 
noté)  telle  que  GKM,  située  d'une  manièrequelconque  dans  l'espace,  si  trois  élé- 
ments voisins  KM ,  MMs  M'M'^  ne  sont  pas  dans  |in  même  plan  ,  du  moins 
cette  condition  sera  toujours  remplie  pour  deux  éléments  consécutif  MM'  et 
M'M'';  et  le  plan  MM'  M''  se  nomme  leplanosculateurde  la  courbe  au  pointM. 
Pour  le  point  K,  au  conti*aire,  le  plan  osculateur  seraitKMM^et  ainsi  de  suite; 
de  sorte  quelesdivers  plans osculateurs  se  coupent  deux  àdeux suivantunélé- 
ment  intermédiaire,  et  ils  ne  coïncident  tous  ensemble  qu'autant  que  la  courbe 
est  plane.  D'ailleurs,  par  les  considérations  exposées  plus  haut,  cela  revient  évi- 
demment à  définir  le  plan  osculateur  comme  celui  quipassepar  deux  tangentes 
infiniment  voisines. 

168.  Observons  encore  qu'une  ligne  courbe  continue,  plane  ou  non,  n^a  ja- 
mais qu'une  tangente  unique  en  un  point  donné;  maiselle  admet  évidemment 
une  infinité  de  normales,  c'est-à-dire  de  droites  perpendiculaires  à  la  tangente» 
et  menées  par  le  point  de  contact  de  celle-ci  :  or  toutes  ces  normales  forment 
nécessairement  un  plan  perpendiculaire  à  la  tangente ,  et  que  Ton  appelle  le 
plan  normal  de  la  courbe  au  point  en  question.  C'est  précisément  le  contraire  de 
ce  qui  arrive  pour  une  surface,  laquelle  admet,  en  chacun  de  ses  points,  une 
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iDfioiié  de  tangentes  formant  le  plan  tangent,  et  une  normale  unique  perpen- 
diculaire à  ce  plan. 

169.  Une  subfage  conique  est  toujours  DéysLOPPABLE.  Sans  passer  ici  par 
loutesles  considérations  intermédiaires  que  nous  ayons  cru  devoir  employer 
pour  le  cylindre ,  regardons  immédiatement  la  base  du  cône  ,  quelle  qu  elle 
soit,commeun  polygone  m/îmft?*»Vna/CWA",  et  ce  cône  lui-même  comme  une  Fig.  50 
pyramide  dont  chaque  face  S\  A.'  sera  un  élément  superficiel  infiniment  étroit , 

qui  se  trouvera  commun  (n<^  159)  à  la  surface  et  à  son  plan  tangent  le  long  de 
la  génératrice  SA.  Alors  on  pourra  faire  tourner  la  face  SA'A"  autour  de  laréte 
SA'Jusqu^â  ce  qu'elle  vienne  se  placer  dans  le  plan  de  la  face  SA'A,  et  h  la  suite 
de  cdie-ci  ;  puis,  faire  tourner  le  système  de  ces  deux  faces  autour  de  l'arête 
SA,  et  lesamener  dans  le  plan  de  la  face  précédente.  En  continuant  de  la  sorte, 
on  obtiendra  un  secteur  polygonal  (*)  composé  de  toutes  les  faces  de  la  pyra- 
mide, mises  à  côté  les  unes  des  autres  dans  un  même  plan,  et  dont  par  consé- 
quent la  superficie  égalera  Taire  de  cette  pyramide  ;  d'ailleurs  il  est  évident 
que,  dans  cette  transformation,  les  côtés  et  les  angles  des  faces  S  A^A'^  SAA' ,. . . 
resteront  invariables,  ainsi  que  ceux  des  triangles  quelconques  SM'M", 
SMM',..,  tandis  que  les  angles  A  A' A",  MM'M'  changeront  de  grandeur;  et 
commeces  diverses  circonstances  sont  également  vraies,  quelle  que  soit  la  peti- 
tesse des  faces  de  la  pyramide ,  elles  subsisteront  donc  pareillement  pour  la 
limite  de  ce  corps ,  c'est-à-dire  pour  un  cône  sur  lequel  les  polygones  CAA'A" 
et  GMAf'Af'' deviendront  des  courbes  continues,  dont  les  tangentes  seront  les 
prolongements  des  éléments  AA'  et  MM'. 

1 70.  De  là  résultent  évidemment  les  conséquences  suivantes  :  1  *"  toute  surface 
conique  est  développable^  et  dans  cette  transformation,  les  génératrices  ou  des 
portions  quelconques  de  ces  droites ,  ne  changent  pas  de  longueur. 

2*  La  base  du  cône,  ou  toute  autre  courbe  tracée  sur  sa  surface,  devient  une 
lignedoot  la  courbure  n  est  plus  la  même  que  celle  de  la  courbe  primitive,  et 
qu'on  nomme  la  transformée  de  la  première  ;  mais  les  arcs  de  cette  transformée 
conservent  la  même  longueur  dh^oXue  que  ceux  de  la  courbe  primitive.  Si  cette 
dernière  avait  d  abord  tous  ses  points  à  une  distance  constante  du  sommet,  la 
transformée  ^eTdÀt  un  arc  de  cercle  décrit  avec  cette  distance  pour  rayon. 

3*  Chaque  tangente  de  la  courbe  primitive  forme  avec  la  génératrice  du  cône, 


(^)  Oq  plutôt  «  le  système  de  deux  secteurs  opposés  par  le  sommet,  si  Ton  développe  en 
même  temps  la  pyramide  supérieure  SBB'B'^  qui  remplace  la  deuxième  nappe  du  cône. 
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un  angle  qui  reste  invariable  dans  le  développemeotde  cette  surfece  ;  et  cette 
première  droite  redevient  tangente  à  la  traniformée.  Nous  verrons  plus  loin  de 
quelle  manière  on  emploie  ces  diverses  propriétés ,  pour  exécuter  graphique- 
ment le  développement  d'une  surfece  conique. 

171.  Pour  qu'une  courbe  G  MM',  tracée  sur  un  cône,  devienne  reotiligne 
après  le  développement  de  la  surface^  il  faut  évidemment  et  il  suffit  que  deux 
éléments  consécutif  MM' ,  M'M" ,  soient  dirigés  de  manière  que 

angle  SM'M^  :=:^  SWt  ; 

et  comme  les  prolongements  de  ces  éléments  sont  les  tangentes  de  la  courbe 
primitive,  cela  revientà  avenue  deux  tangentes  cansdotMveg  de  cette  courbecfot- 
vent  former  des  angles  égaux  avec  la  génératrice  intermédiaire  :  mais  ces  angles 
ne  sont  plus  constants  pour  toutes  les  tangentes ,  ainsi  qu'il  arrivait  dans  le 
cas  du  cylindre  (n"*  163  )• 
FiG.  50.  172.  Toute  courbe  qui  vérifiera  la  condition  précédente,  jouira  aussi  de  la 
-  propriété  d'étre/a  ligne  la  plus  courte  que  l'on  puisse  tracer  entre  deux  de  ses 
points,  sur  la  surface  conique  ;  et  cela,  par  les  mêmes  raisons  qui  ont  été  don-- 
nées  dans  le  n^  1 64  :  mais  cette  courbe  ne  présentera  pas  la  forme  d'une  spirale 
qui  s'élèverait  de  plus  en  plus  vers  le  sommet  S  du  cène.  En  effet,  l'angle  SMH' 
sera  moindre  que  SM'M'" ,  puisque  ce  dernier  égalera  Stà!t\  ainsi ,  l'inclinaison 
SMi  de  chaque  tangente  sur  la  génératrice  correspondante,  étant  d'abord  un 
angle  aigu  qui  va  toujours  en  augmentant,  la  distance  SM  deviendra  minimum 
lorsque  cet  angle  sera  droit,  et  alors  on  obtiendra  le  point  de  la  courbe  le  plus 
rapproché  du  sommet  S  ;  puis  au-delà,  cette  courbe  s'en  éloignera  de  plus  en 
plus,  puisque  l'angle  SM/ deviendra  obtus,  et  continuera  de  croître.  Ainsi,  sur 
un  cône  de  révolution,  par  exemple,  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points 
de  la  base  circulaire,  n'est  pas  Tare  de  ce  cerclecompris  entre  ces  deux  points; 
mais  c'est  une  espèce  de  courbe  hyperbolique  dont  le  sommet  se  trouve  à  égale 
distance  des  deux  points  en  question,  etqui|  après  le  développement  du  côue, 
deviendrait  une  corde  du  cercle  dans  lequel  la  base  primitive  serait  transfùrmée. 
Les  deux  rayons  parallèles  à  cette  corde  étaient,  sur  le  cône  primitif,  les  géné~ 
ratrices  asymptotes  de  la  courbe  en  question* 

173.  Au  contraire,  une  courbe  qui,  sur  une  surface  conique  quelconque  , 

jouirait  d'une  propriété  analogue  à  celle  de  rhélice  (  n*  1 63),  c'est-à-dire  dont 

•   chaque  tangente  ferait  unangleconstant  avecla  génératrice  passantpar  lepoint 

de  contact,  présenterait  la  forme  d'une  spirale  qui  s'approcherait  indéfiniment 
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du  sommet,  lequel  serait  à  son  égard  un  point  ast/mf^tiqfie  :  pins,  claous  iedé* 
vdoppemesi^  cette  courbe  deviendrait  ëvidemment  un/à  spirale  hgarithmique^ 
car  on  sait  que  cette  dernièra  a  la  propriété  de  couper  tous  ses  rayons  vecteurs 
sous  un  angle  constant. 

Si  cet  angle  était  droit ,  la  transformée  serait  un  cercle  ;  et  alors  tous  les 
rayons  yecteura  étant  égaux ,  la  courbe  primitive  tracée  sur  le  cône  ne  pour- 
rait être  qu'une  courbe  sphériqw ,  c'est-à«<Ure  qui  résulterait  de  l'intersection 
du  cône  proposé  avec  une  sphère  ayant  pour  centre  le  sommet.  (  Voyez  n""  319.) 

174.  SuarAGBS  BivBu>?PABi.is  QUiLCORQUES.  GéuéraKsons  maintenant  les  consi- 
dâatîons  que  nous  avons  employées  pour  les  cônes  et  les  cylindres ,  et  ima- 
ginona  qu'une  surBsu^e  soit  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  de  teUe  iorte   Fig.  ^  I  • 
que  tOÊffours  deux  positUmê  consAmttvee^  ou  infiniment  voisines ,  se  troui^ent 

(kms  unmémeplan.  Nous  indiquerons  bientôt  {n9  i  80)  divers  modes  de  satisfaire 
àcetle  condition;  mais ,  pour  Tinstant, il  nous  suffira  d'admettre  qu'elle  a  été 
remplie  d'une  manière  quelconque,  et  que  ÂB ,  A'B',  A^'B'^...  sont  des  posi- 
tions infiniment  voisinesde  la  droite  mobile.  Alors,  d'après  la  définition  de  la 
soHace^  les  deux  génératrices  consécutives  AB  et  A'B'  se  couperont  nécessai* 
rement  {*)  en  un  certain  point  M';  de  même  la  génératrice  A^B'  sera  rencontrée 
pcff  A^B'"  en  un  point  H'',  et  celle-ci  le  sera  par  la  suivante  en  un  point  M^^',  etc.  ; 
de  sorte  que  ces  intersections  successives  donneront  lieu  à  ùh  polygone 
MM^U'^M"'..*.;  ou  plutôt,  puisqu'on  suppose  les  génératrices  infiniment  rap- 
prochées ,  cela  formera  une  courbe  continue  YMM'H^U  à  laquelle  toutes  ces 
droites  seront  évidemment  tangentes ,  et  qui  se  nomme  FarSte  de  rebrousse^ 
ment  de  la  surfece  ,  par  une  raison  que  nous  expliquerons  bientôt  (n°  178). 

175.  Cela  pose ,  je  dis  que  la  surfoce  engendrée  d  après  la  loi  précédente ,  Fig.  51 . 
est  ddi^eloppable*  En  effet,  puisque  les  deux  génératrices  consécutives  AMB  et 
A'M'B'  aont  dans  un  même  plan,  elles  comprennent  entre  elles  une  zone  angu- 
laire de  la  surface ,  infiniment  étroite ,  mais  indéfinie  en  longueur,  et  qui  est 
néceasairoment  plane}  car,  pour  les  diverses  courbes  tracées  sur  la  surface,  les 
éléments  linéaires  AA^,  PF,...  ayant  deux  points  de  communs  avec  les  droites 
AHet  A^M',  se  trouvent  tous  dans  le  plan  de  ces  deux  génératrices.  De  même , 

les  génératrices  A'M'B^  et  A^'M^'B'^  comprennent  un  autre  élément  superficiel 
qui  est  plan  et  dwie  longueur  indéfinie;  et  ainsi  des  autres.  Alors,  si  l'on  (ait 


(*)  Elles  pourraient  èU%  parallèles;  mais  en  considérant  alors  leur  point  de  section  comme 
•itaé  à  riofini ,  on  retrouvera  toiijoars  ce  cas  particuifer  dans  Tespéco  générale. 
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tourner  le  premier  élément  autour  delà  droite  A^M'Bf  comme  charnière,  jus- 
qu'à ce  qu'il  vienne  dans  le  plan  et  à  la  suite  du  deuxième  élément;  puis,  que 
Ton  rabatte  autour  de  A^'B''  le  système  de  ces  deux  éléments  sur  le  plan  du 
troisième^  on  finira,  en  continuant  ainsi,  par  dérouler  sur  un  plan  unique  toute 
]a  surface  proposée,  sans  discontinuité  et  sans  altérer  sa  superficie.  D'ailleurs  il 
est  bien  évident,  V  que  par  cette  transformation,  on  n'aura  nullement  changé 
les  longueurs  des  portions  degénératricesMÂ,M^A%...,  non  plus  que  celles  des 

aies  A  A,  A' A", ;  2^  que  les  angles  MAA'ouMAT,  MA' A'  ou  MA'T,....  for- 

mes  par  les  génératrices  avec  les  tangentes  d  une  courbe  quelconque  AD  tracée 
sur  la  surface,  resteront  aussi  invar%able$\  3®  qu'au  contraire  les  angles  de  con^ 
tingence  tels  que  TA'T',  ou  leurs  suppléments  comme  AA'A",  changeront  de 
grandeur,  et  qu'ainsi  la  courbe  AD  aura  pour  tranêfortnée  une  ligne  dont  la 
courbure  ne  sera  plus  la  même  que  primitivement.  Par-là  il  demeure  donc 
prouvé  que  toute  surface  qui  satisfera  à  la  condition  du  n""  174  ,  sera  dcve* 
loppable. 

176.  Réciproquement,  cette  condition  est  nécessaire;  car,  pour  qu'une  sur- 
face puisse  être  étendue  sur  un  plan  sans  déchirure  ni  duplicature,  il  faut  évi* 
demment  qu'elle  se  compose  d'éléments  superficiels  plans,  qui  soient  réunis 
seulement  £{61107  à  eifeuâr  par  des  bords  rectilignes  indéfinis,  afin  que  ces  droites 
puissent  servir  de  charnières  pour  faire  tourner  ces  éléments  superficiels,  et  les 
amener  dans  un  plan  unique  à  la  suite  les  uns  des  autres.  Tandis  que,  si  la 
droite  intersection  de  deux  éléments  cootigus  était  limitée  par  la  rencontre 
d'un  autre  élément,  il  existerait  en  cet  endroit  un  angle  trièdre  ou  polyèdre, 
dont  les  faces  ne  pourraient  être  étendues  sur  un  plan  ,  sans  laisser  entre 
elles  des  interstices  ;  et  comme  cette  circonstance  se  répéterait  pour  chaque 
point  où  se  réuniraient  plus  de  deux  éléments  superficiels,  il  n'y  aurait  plus 
de  continuité  dans  le  développement  de  la  surface,  et  la  superficie  en  serait 
altérée. 

177.  Il  résulte  immédiatement  de  là  que  le  plan  qui  touche  unesurfajoe  deve^ 
loppable  dans  un  point  quelconque  P,  est  tangent  tout  le  long  de  la  génératrice 
APMB  qui  passe  par  ce  point.  En  effet,  puisque  (n**  1 75)  toutes  les  courbes 
AD,  PX,  BC,....  ont  leurs  éléments  linéaires  AA',  PF,  BB',....  situés  dans  le 
plan  des  deux  droites  infiniment  voisines  AM'B,  A^M'B',  il  s'ensuit  que  ce 
plan  renferme  toutes  les  tangentes  en  A,  P,  B,...,  et  par  conséquent  c'est  bien 
un  seul  et  même  plan  AM'A'  ou  BAT,  qui  touche  la  surface  développable  tout 
le  long  delà  génératrice  AMB.  Ainsi,  dorénavant,  quand  on  voudra  construire 
le  plan  tangent  relatif  à  un  point  Q  donné  sur  une  telle  surface,  il  suffira  de 
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le  faire  pa^er  par  la  génératrice  AQB  et  par  la  tangente  AT  à  une  courbe  tracée 
sur  cette  surface  par  un  point  quelconque  de  AB. 

Cette  propositioQ  que  nous  avions  déjà  démontrée  (  n<^  99-100)  pour  les  cy- 
lindres et  pour  les  cônes,  est  donc  comnaune  à  toutes  les  surfaces  développa- 
bles  ;  et  elle  mérite  d'autant  plus  d'attention  ,  qu'elle  ne  se  vérifiera  pas  dans 
les  surfaces  gauches^  quoiquecelles-ci  admettent  pareillement  des  génératrices 
recUlignes.  D'ailleurs  ^  elle  va  nous  servir  bientôt  à  indiquer  un  nouveau  mode 
de  génération  des  surfaces  développables,  en  les  regardant  comme  des  enve^ 
loppes  d'un  plan  mobile  (  n*  183  ). 

Observons  aussi  que  le  plan  AM'A'  ou  BAT  qui  est  tangent  à  la  suiface  dé- 
veloppable,  coïncide  précisément  avec  le  plan  osculateurde  l'arête  de  rebrous- 
sèment  YMU,  puisque  les  deux  génératrices  AM'  et  A^M'  sont  tangentes  k  cette 
courbe. 

178.  Nous  avons  dit  que  la  courbe  YMU  formée  par  les  intersections  suc-  Fie-  51 
cessivesdes  génératrices,  se  nommait  Taréte  de  rebroussement  de  la  surface  dé- 
veloppable  ;  et  pour  sentir  la  justesse  de  cette  dénomination,  il  n'y  a  qu'à  regar- 
der chaque  génératrice  AB  comme  composée  de  deux  parties  MA  et  MB,  l'une 
située  au-dessous  et  l'autre  au-dessus  du  point  de  contact  H;  puis,  désigner 
sous  le  nom  de  m^pe -inférieure  la  portion  de  surface  engendrée  par  les  parties 
MA)  M'A',  M''A'\....  tandis  que  les  parties  NB,  M'B^  H''B" ,....  formeront  la 

nappe  supérieure  (*)•  Alors,  si  Ion  veut  passer  d'une  nappeà  Tautre.  en  chemi- 

• 

nant  sur  la  surface  d'une  manière  continue  et  dans  une  direction  quelconque 
(excepté  dans  la  direction  d'une  génératrice),  on  s'apercevra  aisément  que  ce 
passage  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  suivant  une  courbe  $N<x,  qui  présentera  un 
poisU  de  rebroussement  à  l'endroit  où  elle  rencontrera  la  ligne  YMU. 

Comme  cette  circonstance  est  très-importante  a  remarquer,  essayons  de  la 
rendre  plus  sensible,  en  projetant  toute  la  figure  sur  un  plan  horizontal  quel- 
conque ;  soient  donc  vnu{fig.  52)  la  base  du  cylindre  vertical  qui  passe  parla 
courbe  YNU,  et  ab^  âb' ,...  les  projections  des  génératrices ,  lesquelles  seront  Fie.  51 
nécessairement  tangentes  à  f)nti.  11  s'ensuitdéjà  qu'aucune  de  ces  droites  ne  pé- et  52. 
nétrera  dans  le  cylindre  vertical  vnu.,  et  qu'ainsi  les  deux  nappes  de  la  surface 


{*)  Ces  parties  de  gëDërairices  se  proloageraienl  indéfiniment;  mais,  pour  rendre  plus  sen- 
sible la  forme  opposée  des  deux  nappes,  nous  supposons  ici  que  ces  droites  se  terminent  à  deux 
plans horizaQtaat  qni  coupent  la  surface  suivant  les  courbes  AD  et  BC,  dont  la  première  tourne 
sa  cooTezité,  et  la  seconde  sa  concavité  ?ers  Tobserva  t 
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développable  restent  en  dehors  de  ce  cylindre,  sur  lequel  elles  ^ennent  s'ap«- 
puyer  le  long  de  la  courbe  YNU.  D'ailleurs,  si  Ton  regarde  ce  cylindre  comme 
un  corps  solide,  et  la  génératrice  projetée  sur  ab  comme  une  droite  infleaible^ 
qui  roule,  s€ms  glisser^  sur  ce  cylindre  en  demeurant  tat^iente  k  la  courbe  VNU, 
il  est  évident  que  cette  droite  mobile  parcourra  la  surface  développable  en 
question.  Or,  dans  ce  mouvement,  on  aperçoit  bien  qu'un  point  quelconque  €^ 
fixement  attaché  à  la  partie  supérieure  mb  de  la  génératrice ,  ira  d'abord  en 
se  rapprochant  du  cylindre,  et  viendra  en  &  quand  la  génératrice  se  projettera 
sur  a'b\  puis  en  n  lorsqu'elle  sera  projetée  sur  a''b^»  Mats^  au-delà  de  cette  po- 
sition, le  point  générateur  se  trouvera  au'tkssous  dupoinide  oontaet  de  la  géné- 
ratrice, quand  elle  continuera  de  rouler  sur  le  cylindre  vertical  ;  de  sorte  que 
le  point  mobile  commencera  dès  lors  à  s*écarter  de  plus  en  plus  de  ce  cylindre, 
et  il  viendra  en  «'"  pour  la  position  a'"A'",  en  a""  pour  a"'ib"",. . . .  D'où  Ton  doit 
voir  clairement  que  la  courbe  $S'  na'  décrite  par  le  point  f ,  se  composera  de 
deux  branches  qui  offriront  un  rebroussement  en  n,  et  dont  la  première  €6^ 
sera  située  sur  la  nappe  supérieure  de  la  surface,  tandis  que  l'autre  na'  sera  sur 
la  nappe  inférieure*  Nous  étudierons  en  détail,  au  n*  456,  le  cas  particulier  où 
la  courbe  VNU  est  une  hélice. 

179.  En  résumant  tout  ce  qui  précède,  on  trouve  les  conséquences  suf- 
vantes:  1^  Pour  qu'une  sur  face  $(Àt  dÂi)doppalAè^ilf^ 

gendrée  par  us/ue  droite  qui  S0  meuve  de  manière  que  iouj&ure  deux porilionê  eoneé^ 
cuiives  se  troment  dans  un  même  plan.  C'est  là  une  propriété  caracteVislJque 
pour  toutes  les  surfaces  de  cette  classe ,  laquelle  comprend  évidemmmt  les 
deux  genres  particuliers  des  cylindres  ^de$  cônes;  puisque,  dans  le  premier, 
les  génératrices  rectilignes  sont  toujours  parallèles,  et  que  dans  le  second  elles 
se  coupent  toutes  au  même  point» 

2*  Une  surface  développable  admet  toujours  une  aeéte  de  bebrovssbhent 
formée  pur  les  intersections  successives  des  génératrices:  ces  droites  sont  tan- 
gentes à  l'arête  de  rebroussement ,  qui  d'ailleurs  divise  la  surface  -en  deux 
nappes  distinctes.  Dans  les  surfaces  coniques»  l'arête  de  rebroussement  se  ré^ 
duit  à  un  point  unique  qui  est  le  sommet;  et  dans  les  cylindres  ,  cette  arête 
se  trouve  transportée  tout  entière  à  une  distance  infinie. 

3<»  Le  plan  tangent  d  une  surface  développable  est  commun  pour  tous  les 
points  d'une  même  géDératrice  rectiligne  ;  et  il  coïncide  a\ec  leplanosculateur 
de  l'arête  de  rebroussement. 

4""  Dans  le  développement  de  la  surface ,  les  portions  des  génératrices ,  aussi 
bien  que  les  arcs  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  .  ne  changent  pas 
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de  kfngufiur  e^b$olu0;  etkêtangenie^àcette  courbe  forment  avec  l/^gé$i4ratricee 
deê  oteglee  qyidemeurentcaniÊUu^e,  }^m  il  a^'en  e$t.p2|s  ainsi  des  ^,^gle9de  contm- 
gence^  compris  epire  dmx  de  ces  tangentes  cooAéqnJtiTCis  j  et  p^r  qapséqueat 
celte  coutIh»  a  pOMr  transforma  Moe  lîg;iie  ctent  la  ççiurburç  n'esJt-plus  la  même 
qu'auf^ra^ant  (*). 

180.  VojQps  malat^nant  de  quelle  ouinière  on  pouri;a  remplir  la  condition 
qui  a  derTi(a^  174)  k  la  défioitioo  des  surfaces  dévelQppables,  Prenons  deux 
courbes  quelconques  ÂD  et  BC  finies  dans  t'espace ^  puis,  assujettissant  une  Fie.  51. 
droite  nobile  à  ^sser  sur  ces  dire^ioes,  paais  de  manière  que  ses  poaitioqs 
conséeiptÎ¥efr  se  trouvent  d^ux  à  deux  dans  un  qièmeplan-  A|Mrès  a^oir  choisi 
sur  la  pvemièr^  coprbe  un  point  quelcQnqi^e  Â^il  jpie  faudra  pas  le  joindre  avec 
un  point  arbitraire  4?  l^.  deuxiàn^ct,  parce  que  rion  p'a^&wrerait  que  la  droite 
ainsi  tracée t  serait  daps  «lUa  inéme  pian  avec  la  position  très^Yoisine  qu  elle 
prendrait  ensuite  {**)  ;  maisimag^inons  une  surface  conique  qui  ait  pour  sopiniet 
lepoîni  A'  et  pQur  baae  la  cpurt>e  3C,  ^t  menons*lui  un  plan  tangent  qui  passe 
(q^  125)  par  la  droite  AT'  tangente  au  point  A'  de  la  directrice  AD;  alors,  si 
ToD  ooostruîl  la  droite  A'B^  suivant  laquelle  ce  plan  touchera  le  cône  auxiliaire, 
je  dis  que  A-^E  sera  la  positiup  que  doit  prendre  la  géR^catrice  de  la  surfqpe 
dévatoppia^le,  Im^sqii'el^  pasaepar  le  point  A'  de  la  dire.çtrice;  et  les  autres  po- 
sitions A'^B^,  A'''B''\4..  s'obtiendront  d'une  manière  semblable.  Pour  justifier 
cette  construction,  il  suffit  d'ob^r ver  que  quand  la  droite  mobile  passera  de  la 
posibie»  A^W  à  ua^  posity^.n  inAniioent  voisine  ^!'h'\  elle  pourra  être  cen- 
sée ^iHSfer  sur  Im  tangf n^fs  ^'A^'T  et  ^'B"S'  ^ui  cpîpçident  avec  les  vraies 
direetrioea  dajas.  TinlerTallQ  dea^l^ments  A' A''  el,  B'Q"  :  or  ces  deux  tangpntes 

sont  évî4fiiai»Q9t  «îtuée» dw»  ^^  plw  unique)  qui  eat  1^  plan  tangept  que  nous 

avons mcnéaJU eô^e afuailiflire;  dqn<^  aumi  les (Içui^ génératrices A^Bel^A'^Ç" se 
trouv^oqt  dana  «^  «P^e  plap. 

191.  Iksuiirail  «4^?  d'ASIMSffer  une  se^le  dir^i^e^nfx  déterminer  corn-  Fig.  51. 
pl^tepspiit  la  Sio.pfece  diévf|pippa)>l«,  si  Ton  assujettissait  la  droite  mobile  à  de- 


(*)  Qfi  datt,f¥pçp<er  AésimoinalVi^  «ts  rébroospement*  pouf  laquelle  hêongkê  de  co«* 
tim^enee  restent  ta«artaft/«<,pui8G(u'ici  ces  angles  soot  formes  par  les  génératrices  entre  elles, 
et  qoe  ces  droites  servent  précisément  de  charnières  pour  exécuter  le  dëvebppement.  Ainsi, 
Y^^  exemple,  Tangle  AH^A'  demeure  constant,  aussi  bien  que  son  supplément  MM'H". 

f^)  AjDoins  ((oV>n  ne  voul&t  hiîsser  immobile  le  point  de  la  droite  placé  en  V»  et  fiiire 
glisser  seulement  l'autre  eitrémîtësur  la  courbe  BC;  mais  par-là  on  n*ebliiBndroitqu'iinesar- 
hct  cottlqve^  genm  trop  psinicidier  de  iStfice  dévelgppaUe  qu0  nous  aoas  y  arrêtions. 

12 
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meurer  cotiftamment  tangente  à  celte  courbe.  Soil  en  eSFetVNU  une  ligfnequel- 
conque,  fixe  dans  l'espace,  mais  qu'il  faut  choisir  à  double  courbure,  si  Ton  ne 
veut  pas  retomber  sur  un  simpleplan.  Construisons  les  tang^entes  AMB,  A'M'B', 
A''M"B",...  pour  des  points  M,  M',  M",...  extrêmement  rapprochés  sur  la 
courbe;  ce  seront  là  autant  de  positions  de  la  droite  mobile,  et  je  dis  que  la 
surface,  lieu  de  toutes  ces  positions,  sera  développable.  Car  les  deux  généra- 
trices infiniment  voisines  AMB  et  A'N'B'ont  de  commun  ayecla  courbe,  l'une 
TélémentMM',  l'autre  l'élément  M'W;  donc  ces  génératrices  se  coupent  au 
point  M',  et  par  conséquent  elles  sont  bien  situées  dans  un  même  plan.  Un  raison- 
nement semblable  s'appliquerait  aux  autres  génératrices  consécutives;  ainsi  il 
est  certain  que  la  surface,  lieu  de  toutes  ces  tangentes,  est  développable  ;  et 
dans  le  cas  actuel,  la  courbe  directrice  VNU  est  précisément  Tarêtede  rebrous- 
sèment,  qui  a  toujours  pour  plans  oscislateurs  les  plans  tangents  (n""  177)dela 
surface  développable. 

Voici  encore  quelques  autres  manières  d'engendrer  une  surface  dévelop* 
pable. 
FiG.  53.  182.  Si,  sur  une  surface  donnée  que  nous  désignerons  simplement  par  S,  on 
trace  une  courbe  fixe  et  quelconque  CND:...  ;  puis ,  que  par  des  points  très- 
voisins  N,  N',  IN",....  pris  sur  cette  ligne,  on  mène  à  la  surface  les  plans  tan- 
gents P,  P^,  P', ....  qui  sont  ici  figurés  seulement  par  tes  droites  NP,  N^P',. . .. , 
ces  plans  se  couperont  consécutivement  suivant  des  droites  AM,  A'M',  A*'!!",.. 
qui  se  trouveront  deux  à  deux  dans  un  même  plan.  En  effets  les  deux  premières 
résultant  des  intersections  du  plan  P'  avec  le  précédent  P  et  avec  le  suivant  P'\ 
sont  évidemment  situées  lu  ne  et  l'autre  dans  le  plan  P;  de  même  les  droites 
A'M'  et  A'iM''  sont  toutes  deux  dans  le  plan  F'i  et  ainsi  de  suite.  D'où  il  résulte 
que  ces  diverses  intersections  déterminent  une  série  de  faces  planes  et  angu- 
laires AMA',  A'M'A'',  A''M"A"',...  qui  approcheront  déformer  une  surfece 
continue^  et  évidemment  développable,  d'autaàt  plus  exactement  que  les  points 
de  contact  N,N',N'V.. seront  plus  voisins  sur  la  courbe  CD.  Or,  pouratteindre 
à  cette  limite,  il  suffit  d'imaginer  que  le  plan  P  roule  sur  la  surface  S  par  un 
mouvement  continu,  en  lui  demeurant  perpétuellement  tangent  le  long  de  la 
courbe  donnée  CND;  alors  on  dit  que  la  surface  développable  en  question  est 
V enveloppe  des  positions  que prendle plan  mobile^  parce  qu'en  eflFet  elle  est  touchée 
par  ce  plan  dans  chacune  de  ses  positions,  puisque  celles-ci  ne  sont  autre  chose 
que  les  prolongements  des  petits  éléments  superficiels  AMA',  A'M'A",...  qui 
composent  la  surface. 

185.  Ceci  n'est  point  particulier  à  la  surfoce  qui  nous  occupe,  et  l'on  peut 
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dire  généralement  que  toute  sur/ace  développable  e$t  VenveloppedesposUions  d'un 
plan  mobile  assujetti  à  se  mouvoir  suivant  une  loi  déterminée.  En  effet,  dans  le 
cas  général,  nous  avons  vu  (n""  177)  que  la  surface  était  touchée  tout  le  long  de 
la  génératrice  ÂB,  par  un  plan  unique  qui  renfermait  la  génératrice  infiniment  Fig.  51 . 
voisine  Â^B\  et  qui,  par  suite,  était  le  prolongement  de  l'élément  superficiel  ^ 
AM'À';  de  même,  le  plan  tangent  consécutif  serait  le  prolongement  de  Télément 
A'M^A",  et  ces  deux  plans  se  couperaient  suivant  la  droite  A'M'B^;  de  sorte 
que  les  diverses  génératrices  étant  les  intersections  des  plans  tangents  consécu- 
tifs, on  peut  obtenir  ces  droites,  ou  bien  engendrer  la  surface  développable, 
en  fiiisant  mouvoir  un  plan  indéfini,  demanière  qu'il  prenne  successivement  les 
positions Â M' A',  A'M'A'%....  Mais,  dans  chaque  surface  particulière,  le  mouve- 
ment du  plan  mobile  devra  être  réglé  par  une  loi  déterminée^  c'est-à-dire  par 
des  conditions  telles  que  ce  plan  ne  puisse  prendre  qu'une  position  imique, 
pour  chaque  point  de  l'espace  par  lequel  il  passera. 

184.  Ainsi,  par  exemple,  on  peut  assujettir  le  plan  mobile  à  rouler  sur  deux 
surfaces  fixes^  en  demeurant  constamment  tangent  à  ces  deux  surfaces,  pourvu 
toutefois  que  ni  Tune  ni  l'autre  ne  soient  développables  ;  car  on  doit  sentir  que 
la  condition  de  toucher  une  surface  decedernier  genre,  même  en  un  point  in- 
déterminé» équivaudrait  à  deux  conditions  distinctes,  parce  que  le  contact  s'é- 
tendrait nécessairement  tout  le  long  d'une  même  génératrice  (n°  177).  Cette 
restriction  est  analogue  à  ce  que  nous  avons  dit  pour  les  cylindres  et  les  cônes 
daDsIesn<»118  et  125. 

185.  On  peut  aussi  exiger  que  le  plan  mobile  soit  constamment  oscvlateur 
(n®  167)  à  une  courbe  fixe,  telle  que  la  ligne  VNU  de  la  fiy.  51  ;  c'est-à-dire 
qu'il  passe  toujours  par  deux  éléments  consécutifs  de  cette  ligne,  qui  alors  de- 
viendra évidemment larêle  de  rebroussement  de  la  suiface  développable,  for- 
mée par  les  intersections  successives  du  plan  mobile. 

186.  Enfin  on  peut  faire  mouvoir  ceplan  de  manière  qu'il  reste  perpétuelle- 
ment norfwa/(n^  168)  à  une  courbe  donnée  YNU;  car  on  reconnaîtra,  comme 
au  n*>  182,  que  ces  diverses  positionsse  couperont  consécutivement  suivant  des 
droites  qui  se  trouveront  deux  à  deux  dans  un  même  plan,  et  formeront  ainsi 
une  surface  développable.  Cette  surface  se  réduirait  év\à^mu\enlh  un  cylindre 
si  la  courbe  donnée  VKU  était  plane,  puique  alors  tous  les  plans  normaux  se 
couperaient  suivant  des  droites  perpendiculaire^  au  plan  de  YNU,  et  par  con- 
séquent parallèles  entre  elles. 

187.  Examinons  maintenant  quelle  condition  doit  remplir  une  courbe  PP'X  Fie.  51 . 
tracée  sur  une  surface  développable  quelconque,  pour  qu'elle  soit  la  ligne  la 
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plus  courte  éisitre  deui  de  ses  points  P  el  X.  Il  faut  et  il  suffît  qu'elle  devietrae 
recHligne  après  le  développement  delà  surfoce;  bar,  dabs  cette  opération,  nous 
savons  (n*  179,4**)  (luetîhaque  transformée  conserve  la  même  longueur  que  la 
courbe  primitive;  et  qvabd  la  surface  est  étendue  sar  tfù  plan,  il  6st  bieb  cer- 
tain qu'une  ditnle  est  là  plus  courte  ligne  entre  deui  de  ses  points  :  donc,  etc. 
Or,  pour  que  la  courbe  PP^C  admette  une  transformée  rectiligne,  il  «st  né- 
cessaire et  suffisant  que  csKet/ztr  ^i^men^()on«^cM/»/i/&^^M^^o%{^^ 
avec  la  génératrice  intermédiaire^  c'est-à-dire  que  Ton  aitpour  chaque  point  de 
la  courbe,  la  Relation 

angle  MP'R  =  MP'P". 

En  effet,  comme  ces  deux  angles  resteront  invariables  de  grandeur  quand  on 
fera  tourner  le  premier  autour  du  côlé  commun  MP',  il  est  évident  que  lors- 
qu'ils seront  amenés  dans  lé  même  plan,  les  deux  éléments  'PP'  et  P'P''  se  trou- 
veront dans  le  prolongeaient  f  uû  de  l'autre,  si  la  relation  précédente  est  vé- 
rifiée. Telle  est  donc  la  condition  que  doit  remplir  la  courbe  PX  pour  être 
nUnimum  :  mais  il  6n  résulte  une  autre  propriété  qui  mérite  d'être  remarquée. 
1 88.  La  courbe  minimum  PX  a  tous  ses  plans  osoulaieurs  horhaux  à  la  sur- 
face dé cehppable  sut  laquelle  elle  est  tracée.  Pour  le  déinontrer,  j'observe  que, 
d'après  la  relation  admise  dans  le  numéro  précèdent,  lés  deux  tangentes  consé- 
cutives PPR  et  P'F'R'  font  des  angles  égaux  avec  la  génératrice  A'ftl';  d'où 
il  suit  que  ces  tangentes  sont  deux  arêtes  d'un  cône  droit  qui  aurait  pour  axe  la 
ligne  A'M'^  el  puisqu'elles  sont  infiniment  voisines,  on  doit  regarder  le  plan 
Î\P'R'  cotame  tangent  au  cône  dont  il  s'agit,  lé  long  deTarèleRP'.  Mais,  dans 
toute  surface  de  révolution,  le  plan  tangent  (n°  129)  est  perpendiculaire  au 
plan  méridien  qtii  passe  par  le  point  de  contact;  doué  ici  le  plan  RP'R'  est 
perpendiculaire  sur  le  plan  AÎil'A'  qui  éontient  l'axe  du  cône  et  Tarêlede  con- 
tact P'R.  Or  të  premier  de  ces  plans  n'est  autre  chose  que  le  plan  oscillateur 
PP'P"  de  la  courbe  proposée^  et  le  second  est  précisément  le  plan  tangent  de 
la  surface  développabïe;  par  conséquent,  il  est  vrai  dé  dire  que  éhaque  plan 
osculateur  de  là  courbe  tninimum,  est  normal  à  cette  dernière  suiface. 
Fie.  53.  '  ^^-  Cette  propriété' dont  jouit  la  couvhe  minifnumj  ésld'autant  plus  remar- 
quable qu'elle  se  trouve  égateitient  vérifiée,  quelle  que  soit  la  surface  sur  la- 
quelle est  tracée  une  pareille  courbe.  Soit,ene#ét,CND  là  ligne  la  plus  courte 
entre  ton  tes  celles  qui,  sur  une  surface  quelconque  S,  rétfâissentles  deux  points 
C  et  ï)  :  si,  par  tous  lés  points  N,N',N",. ...  de  cette  courbe,  nous  menons  des 
plans  tangents  à  S,  ils  fortnéront,  comme  nous  l'avons  vu  (n^  182),  une  surface 
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développable  S'  til*eomcHle  A  S,  et  qui  aura  ^é^^detnment  i^  lôémod  plaog  tau- 
geîatsque  celte  dèraièfelbUt  le  lotag  ^e  la  ôouirbe  iniDÎmum.  Il  tsmt  de  là  que, 
dans  la  direction  GND,  ehaqnè  éléâaent  ^per(ic^éli(iiifiniaieiyi  petit  en  tout 
seM)  de  la  duiface  S  dera  eoeamun  à  la  surfece  S',  et  qu'ainsi  la  eourbe  C^D 
qui  est  supposée  minimum  sur  la  première,  derraieatsài  ^e  tre«m;r  minimum 
sur  la  seconde  :  mais,  pair  ôette  dentf è^  Mndilioii,  ta  ooUrbe  iMB  «aora  ses 
plans  osculateurs  perpendieûbires  (jêC"  18B)am  pitifts  Dangenibs  de  la  âuitfooe 
développabieS';  et  comme eeul-*ei  senties  tnéfineeque  le^ plans  tàûjgfeâts  de  S, 
on  est  en  droit  de  conclure  que,  rar  Uftemrfti^^queloùnqteé^  iaWkfhèfn^immum 
a  fûus  ses  plans  osculàteurs  normaux  à  cette  surface. 


CHAPITRE  IT. 

Pes  surfaùes  enveloppes. 

190.  On  appelle  svtrface  enveloppe  ,  ou  simplement  enveloppe ,  le  lieu  des 
intersections  consécutives  d'One  autre  surface  mobile,  qui  varie  déposition  et 
même  de  ibrme,  diaprés ttne  loi  déterminée.  Ce  lieu  ayant,  tromme  nous  allons 
le  iioir^  la  propriété  de  touclïerletong  d'une  Courbe,  chacune  des  positions  de 
la  smiace  mobile,  est  appelée  avec  raison  Venveloppe  de  toutes  ces  positions, 
tandis  que  ces  dernières  se  nomment  \e%  enveloppées.  D'ailleurs,  par  un  motif 
quendus  expliquerons  pins  tard  (n^  203),  on  donne  le  nom  àe  caractéristique  à 
l'intersection  de  deux  enveloppées  consécutives^  et  c'est  le  long  de  cette  carac- 
téristiqae  qu  a  tien  le  contact  de  Tenveloppe  et  de  Peffveloppée.  Ainsi,  lors- 
qu'on plan  se  meut  suivant  une  certaine  loi  (h***  162 —  186) ,  il  admet  pour 
enveloppe  une  surface  développable,  lieu  de  ses  intersections  successives  qui 
sonticide^  droites,  et  voilà  les  caractéristiques;  tandis  que  les  enveloppées  sont 
les  diverses  positions  du  plan  mobile,  dont  cbacune  touche Tenveloppe  suivant 
une  de  ces  caractéristiques.  Mais  pour  mieux  éclaircir  ces  notions  g^éne'rales,  il 
faut  considérer  des  exemples  moins  particuliers,  et  où  les  enveloppées  soient  des 
suii^ces  courbes. 

191.  ImâgfinoùS  ime  sphère  mobile,  dont  le  centre  O  parcourt  la  verticale  F«c.  55. 
OZ,  etdotit  le  rayon  ÔAl  varie  suivant  une  certaine  loi  ;  de  manière,  par 
exemple,  qu'il  coïncide  successivement  avec  les  diverses  ordonnées  OA,  O'A', 
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(y'k!\\..  d'une  courbe  ÀA'X  tracëe  dans  le  plan  vertical  delà  figure*  Alors 
deux  sphères  inâniment  voisities,  0  et  0\  se  couperont  évidemment  suivant 
un  cercle  horizontal  projeté  sur  la  corde  BC;  de  même  la  sphère  0^  coupera 
la  troisième  O'^  suivant  le  cercle  B^C,  et  ainsi  des  autres; Or.  tous  ces  cercles 
ayant  leurs  centres  sur  OZ  et  leurs  plans  perpendiculaires  à  cette  droite,  ap- 
partiendront (n<^  78)  à  ime  surface  de  révolution  qui  touchera^  en  envelop^ 
pant,  chacune  des  sphères  mobiles.  En  effet,  les  deux  cercles  infiniment  voisins 
BG  et  B'C  se  trouvant  à  la  fois  sur  la  surface  de  révolution  et  sur  la  sphère  0\ 
ces  deux  surfaces  ont  de  communs  tous  les  éléments  superficiels  situes  sur  la 
zone  infiniment  étroite  BB'CC  :  par  conséquent  elles  ont  lune  et  lautre  les 
mêmes  plans  tangents,  ou  bien  elles  se  touchent  tout  le  long  de  cette  zone.  De 
même,  la  surface  de  révolution  sera  tangente  à  la  sphère  O''  le  long  de  la  zone 
B'B"(y'C;  ainsi  cette  surface  générale  est  bien  Venveloppe  de  toutes  les  sphères 
qui  sont  les  enveloppées^  et  le  contact  avec  chacune  d'elles  a  lieu  le  long  d  un 
des  cercles  BC,  B'C,... .  qui  sonl\es oaracterisiiques  ou  les  intersections  dedeux 
enveloppées  consécutives. 

192.  Si  Ton  ne  considère,  pour  un  instant,  que  les  grands  cercles  des  sphères 
mobiles  qui  sont  sitnés  dans  le  plan  vertical  de  la  figure,  on  voit  que  leurs 
circonférences  forment,  en  s'entre-coupant,  une  suite  d  arcs  BB',  B'B",. . . .  dont 
la  ligne  enveloppe  donnera  évidemment  le  méridien  DBB'F  de  la  surface  de  ré^ 
volution.  La  forme  de  ce  méridien  dépendra  de  la  loi  suivant  laquelle  va- 
rieront les  rayons  OÂ,  0'A^...;si|  par  exemple,  tous  ces  rayons  étaient  cons^ 
tant 8  de  grandeur,  les  caractéristiques  seraient  toutes  des  grands^cercles  égaux 
entre  eux,  et  le  méridien  une  droite  parallèle  à  OZ.  Ainsi,  lorsqtêune  sphère 
constante  de  rayon  a  son  centre  en  mouvement  sur  une  droite^  l'enveloppe  de  l'es- 
pace qujelle  parcourt  est  un  cylindre  de  révolution. 

.  193.  Lorsqu'au  contraire  le  méridien  DBF  d'une  surface  de  re'volution  est 
assigné  d  avance,  il  faut  évidemment  i^eudre  chacune  des  enveloppées  sphéri- 
ques,  tangente  à  ce  méridien,  en  prenant  les  normales  BO,  B'0\....  pour  les 
rayons  de  ces  différentes  sphères;  ainsi  Ton  peut  dii*e  généralement  que  toute 
surface  de  révolution  est  Venveloppe  de  fcspaoe parcouru  par  une  sphère  mobile, 
quia  pour  rat/on  variable  laportion  de  chaque  normale  comprise  entre  le  méri" 
dien  et  l'axe, 

194.  Les  surfaces  de  révolution  admettent  aussi  pour  enveloppée,  une  autre 

FiG.  55.  surface  génératrice  dont  la  forme  très-simple  en  rend  l'emploi  fort  utile  dans 

certains  arts.  Imaginons  que  par  des  points  très-voisins  M,  M',  M",.,  pris  sur 

le  méridien  FDY,  on  lui  mène  des  tangentes  MT,  MT,  M'T",  et  qu'on  les 
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fasse  tourner  en  même  temps  que  le  méridien,  autour  de  l'axe  YZ.  Par4à,  ces 
tangentes  engendrerodt  des  cônes,  droits  qui  toucheront  la  surface  de  révolu* 
lion  chacun  le  long  d'un  parallèle;  caria  tangente  MT  ayant  avec  la  méri<» 
dienne  Télément  MM'  commun,  tous  les  éléments  superficiels  situés  sur  la  zone 
infiniment  étroite  MM'N%  seront  communs  au  côneTMN  et  à  la  surface  géné- 
rale; donc  ces  deux  surfaces  se  trouveront  tangentes  Tuneà  Tautre,  tout  le  long 
de  celte  zone.  D'ailleurs,  deux  cônes  consécutifs,  TMN  et  T'MW,  se  coupe- 
ront évidemment  suivant  le  parallèle  M'N'  qui  réunit  les  deux  zones  de  con- 
tact; d'où  il  résulte  que  toute  surface  de  révolution  peut  aussi  élre  regardée 
comme  l'enveloppe  (*)  de  l'espace  parcouru  par  un  cône  droit  variable  TMN,  qin 
se  meut  de  manière  que  son  sommet  reste  sur  Faxe^  pendant  que  sa  génératrice 
lecttliyne  demeure  tangente  à  la  méridienne, 

195.  C'est  par  ce  mode  de  génération  que  les  tourneurs  exécutent  des  sur- 
faces de  révolution.  En  effet,  lorsqu'ils  présentent  au  solide  animé  d'une  vi- 
tesse de  rotation,  le  tranchant  rectiligne  de  leur  ciseau,  ils  produisent  sur  ce 
solide  un  tronc  de  cône  qui  est  une  des  enveloppées  de  la  sui*face  générale 
qu'ils  veulent  obtenir;  puis,  en  variant  convenablement  Tinclinaison  du  ciseau, 
ils  engendrent  une  série  de  zones  coniques  qu'ils  savent  fondre  ensuite  les  unes 
dans  les  autres,  en  intercalantde  nouvelles  enveloppées,  jusqu^à  ce  qu'ils  arri- 
vent à  une  surface  qui  soit  sensiblement  continue. 

C'est  encore  parle  secours  des  enveloppes  que  les  ferblantiers  exécutent  des 
surfaces  déve!oppabIes;  car  ils  se  servent  d'une  enclume  cylindrique  ou  coni- 
que, pour  plier  peu  à  peu  la  feuille  de  fèr-blanc  le  long  d'une  série  de  droites 
tracées  dans  son  plan;  et  celui-ci  devient  alors  l'enveloppée  mobile  dont  les 
petites  zones  élémentaires  composent  la  surface  générale ,  laquelle  se  trouve 
ainsi  l'enveloppe  de  toutes  les  positions  qu'a  prises  le  plan  mobile  de  la  feuille 
de  métal. 

196.  Outre  les  enveloppées  sphériquesou  coniques  qu'admettent  les  surfaces 
de  révolution,  ces  dernières  pourraient  être  encore  produites  par  le  mouve- 
ment d'un  cylindre.  En  effet,  si  par  tous  les  points  de  la  méridienne  on  mène 
des  droites  perpendiculaires  à  son  plan,  et  que  l'on  fasse  tourner  ce  cylindre 
autour  de  Taxe,  l'enveloppe  de  toutes  ses  positions  sera  nécessairement  la  même 


l*)  Il  ne  faut  pas  attacher  à  ce  mol  d'enveloppe  Tidée  d'aune  surface  qui  en  renferme  d*autres 
daos  son  intérieur.  Uenveloppe  peut  être  en  dehors  ou  en  dedans  des  enveloppées,  et  Ion 
veut  seulemen(  exprimer  qa^elle  touche  chacune  de  celles-ci  toutlelong^  d*une  courbe. 
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surface  de  réTolution  que  produira  bi  roUitioa  de  la  «aëridienDe;  car  chaque 
arête  de  ce  cylindre  mobile  a  é^kt^mmeut,  pour  courbe  OATçl^ippe  de  toutes 
se&  positions  indÎTiduelIes ,  le  parallèle  de  la  surface  qu'aurait  décrit  le  point 
correspondant  de  la  méridienne* 

Avant  de  passer  à  une  espèce  trè/a^géoérs^Ie  de  surfoeee  enveloppes,  qui  ma- 
nifestera une  circonstance  bien  rçn^arquable  produite  par  les  intersections  des 
caractéristiques,  étudions  d'abord  queUluespropriétésdes%iie#e9re/(>/>/Mire^ 
lativement  au^  courbes  planes, 

Imc.  36.  197.  DÉVELOPPÉES  des  courbes  planes.  Soit  ABX  une  courbe  quelconque 
tracée  dans  un  plan  ;  concevons-la  divisée  en  éléments  égaux  BB'  :sa  B'B"= 
B''B"'....  et  par  les  milieux  de  ces  éléments,  menons  les  normales  infiniment  voi- 
sines MC,  M'C,  M"C",....  qui ,  par  leurs  intersections  successives,  formeront 
une  courbe  CC'C'^...  à  laquelle  elles  seront  toutes  tangentes.  Cette  courbe 
OCY,  enveloppe  de  toutes  les  normales  à  la  ligne  primitive  ABX,  se  nomme  ladé-^ 
veloppée  de  celle-ci;  tandis  que  la  ligne  ABX  reçoit  le  nom  de  développante  par 
rapport  à  la  courbe  DCY;  ces  dénominations  vont  être  justifiées  par  les  rela- 
tions suivantes. 

Le  point  C  où  se  coupent  les  deux  normales  HC  et  M*C\  élevées  sur  les 
milieux  des  éléments  égaux  BB^  et  B'B'",  se  trouve  évidemment  à  égale  distance 
des  trois  points  B,  B',  B";  par  conséquent  C  est  le  centre  d'un  cercle  qui  au- 
rait, avec  la  courbe  AX,  deux  éléments  communs  BB',  et  B'B".  Or,  comme  on 
ne  saurait  assujettir  une  circonférence  à  passer  par  plus  de  trois  points,  c'est 
donc  là  le  cercle  qui,  parmi  tous  les  autres,  approche  davantage  de  se  con- 

•  fondre  avec  la  courbe  AX  dans  les  environs  de  B;  aussi  on  Fappelle  le  cerole 

osculateur  de  cette  ligne  pour  le  point  B.  Quant  au  rayon  de  ce  cercle  oscula- 
teur,  ce  serait  à  la  rigueur  une  des  trois  lignes  CB^^CB'^CB"';  mais  on  peut 
y  substituer  CM  ==  CM',  parce  que  ces  diverses  droites  sont  les  rayons  de 
deux  cercles  circonscrit  et  inscrit  au  même  polygone  BB'B",  et  Ion  sait  qu'à 
la  limite,  ou  pour  des  éléments  infiniment  petits,  ces  deux  circonférences  coïn- 
cident (*)•  D'où  il  résulte  que  le  centre  C  et  le  rayon  MC  du  cercle  osculateur j 
sont  déterminés  /7ar  la  rencontre  de  deux  normales  infiniment  voisines. 
198.  Cette  droite  MC  s^appelte  aussi  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  ABX 


n  Les  lignes  CM  et  CM,' «ooi  ^g^les,  attendu  que  les  éléments  BB' et  B'B''  étant  ici  de  même 
longueur»  les  t^isogl^s  reetaiigles  CMB'  et  CM'B'  seront  égaui.  D'ailjenrs  Iç  premier  de  ces 
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pour  le  point  M<,  parce  que  sa  lougueur  plus  ou  noioins  grande,  indiquera  une 
courbure  plus  ou  moins  faible.  En  effet,  si  nous  youlons  acquérir  une  idée  nette 
de  la  courbure  d^une  ligne  ABX ,  regardon»-la  comme  un  polygone  que  l'on 
aurait  formé  en  pliant successiyement une  droite  BB'i&"^''^.•.  autour  des  points 
Vjb'\  y'\...  ;  de  cette  manière,  il  est  évident  que  la  courbure  au  point  Basera 
exprimée  par  Fécart  que  l'on  aura  mis  entre  les  éléments  B'6"  et  B'B'^,  c'est-à- 
dire  par  Vangle  de  oaniingenoe  TB'T',  ou  plutôt  par  Tare  e  qui  mesurerait  cet 
angle  dans  un  cercle  dont  le  rayon  serait  l'unité.  Or  l'angle  TWT  égale  Tiiogle 
MCM^,  et  celui-ci  compi*end  un  ai*c  de  courbe  MB'H^  qui  se  confond  avec  te 
cerde  osculateur  décrit  du  rayon  MC;  donc  1  arc  e ,  semblable  à  HB^M\  et  dé- 
crit arec  an  rayon  égal  à  Tunitéf  aura  pour  valeur 


MB^M^  ^^^'  _d$ 

MC  MC         p 

Mais  comme  la  courbe  ABX  est  divisée  en  éléments  tous  égaux  entre  eux,  la 
quantité  €h  sera  constante  ;  et  il  résulte  de  la  valeur  précédente  que  la  courbure  ^ 
mesurée  par  e,  variera d!un  point  à  un  autre  de  la  ligne  ABX,  en  raison  inverse 

du  rayon  MC  =:  p* 

190.  Maintenant,  si  l'on  plie  un  fil  flexible  MCCCY  le  long  de  la  déve- 
loppée, et  qu'après  avoir  attacbéfixementundespointsdecefil, par  exemple  Y,  F*c-  ^^ 
on  donne  à  la  partie  rectiligne  CM  une  longueur  telle  que  l'extrémité  M  abou- 
tisse sur  la  développante  ABX ,  cette  extrémité  parcourra  exactement  la  ligne 
ABX,  quand  on  déroulera  successivement  le  fil  en  le  tenant  toujours  tendu.  En 
effet,  lorsque  le  contact  du  fil  avec  la  développée  sera  venu  de  Cen  C,  la  par- 
lie  rectiligne  du  fil  MC  =  M'C  se  sera  accrue  de  CC^,  et  elle  aura  alors  pour 
longueur  totale  M'C**-CC'  =  M'C;  mais,  puisque  cette  dernière  ligne  (n*  197) 
est  ^le  à  M^'C,  il  s'ensuit  que  l'extrémité  mobile  M  aboutira  précisément 
en  M'^  Il  en  sera  de  même  pourtoutes  les  positions  successives  du  fil,  qui  peut 


Inaogle*  donne 


Cl,  en  déyeloppant ,  on  voit  que  qâaod  MB'  sera  infiniment  petit,  la  différence  entre  CM  et 
CB^oe  sera  qu'on  in&niwent  petit  dû  êsumd  ordre ,  quanfité  qui  doit  être  négligée^  inème 

deMB^  ! 

13 
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atosi  servir  à  décrire  la  développante^  en  le  déroulant  de  dessus  ladéffelûppée  ; 
d'ailleurs,  il  résulte  de  là  qu'un  arc  quelconque  QCC^  de  la  M^eloppée ,  eei  égal 
à  la  différence  dee  deux  rayons  de  courbure  MC  et  W^C  qui  aboutisseiU  à  ses 
extrémilés^ 

Obserrons  en  outre,  qu'une  oouriye  délerminee  ABX  D*admet  jamais  qu'une 
déîeloppée  unique  ;  tandis  qu'une  mène  déreloppée  DCY  correspoiid  à  une 
infinité  de  développantes,  puisqu'en  prenant  sur  le  fil  MCCY  divers  points  M , 
m ,. . .  I  ils  décriront  des  courbes  différentes MM^M^X ,  mntitnl'Xy... ,  qui  seront 
autant  de  développantes  de  la  même  développée  DCY.  Toates  ces  dévelop- 
pantes auront  évidemment  leurs  normales  communes,  et  se  trouveront  partout 
équicUslantes  dans  la  direction  de  ces  normales  ;  mais  elles  différeront  beaucoup 
les  unes  des  autres,  quant  à  leurs  propriétés  et  à  leurs  équations. 

âOO.  Pour  citer  quelques  exemples  simples  de  la  théorie  des  développées , 
nous  dirons  que  si  la  courbe  SBX{fig.  56)  était  une  parabole  du  deuxième 
degrés  sa  développée  se  composerait  de  deux  branches  indéfinies ,  telles  que 
DCY  et  DY',  placées  Tune  au-dessous,  Tautre  au-dessus  de  l'axe  AD ,  et  qui 
viendraient  s'y  réunir  en  formant  un  rebroussement  au  point  D.  Ce  point  est 
éloigné  du  sommet  Â  ^  de  la  quantité  AD  =2AF = le  demi-paramètre,  et  cette 
droite  AD  est  aussi  le  rayon  de  courbure  de  la  parabole  pour  le  sommet  A. 

Dans  une  ellipse  ABDE  {fig.  76  ),  dont  les  demi-axes  sont  OA  =  a ,  OB = b , 
la  développée  est  une  courbe  aSie  composée  de  quatre  branches  qui  présentent 
autant  de  points  de  rebroussement,  placés  à  des  distances 

y  a 

a  b 

ce  sont  là  aussi  les  grandeurs  des  rayons  de  courbure  pour  les  sommets  A  et  B  ; 
car  les  deux  branches  ctS  et  asservent  à  décrire  la  demi-elIipse  ABD^  tandis 
que  les  deux  autres  oc  et  e^  se  rapportent  à  la  portion  inFérieure  AED. 

Dans  un  cercle ,  la  développée  se  réduit  à  un  point  unique ,  qui  est  le 
centre  ,  et  le  rayon  de  courbure  est  constamment  égal  au  rayon  même  du 
cercle  donné. 
Fi6 .  54.  -^  ^  1  •  Mais ,  pour  obtenir  des  résultats  plus  intéressants  dans  les  applications 
que  nous  allons  faire  aux  surfaces  enveloppes  ,  nous  admettrons  ici  que  l'on 
s*est  donné  immédiatement  une  développée  circulaire  YDFË ,  et  qu'on  en  a 
déduit  la  développante  YO''0'OX|  en  déroulant  un  fil  plié  sur  le  cercle ,  et 
dont  Teitrémitë  mobile  aurait  d*abord  coïncidé  avec  le  point  Y.  Pour  iraoer 
graphiquement  cette  courbe ,  on  divisera  la  circonférence  en  parties  <^les , 


CaiPiTRS  II. -MS  $IÏIFACE$  ERVELOPPES.  90 

douze  par  exemple;  puis,  en  portant  sur  les  tangenies  FO,  F0\  ¥"(y\....  des 
longueurs  égaies  à  tii  lî^  -à  ^-'..  de  celte  oiroonfërence,  on  obtiendra  (o''  199) 
les  divers  points  O,  0'|(X',..,  qu^il  faudra  réunir  par  un  irait  continu.  Ce  sera 
d  autant  plus  facile  qu'on  pourra  employer  à  cet  efiet  de  petits  arcs  de  cercle 
décrits  atec  les  rayons  FO,  F^O\F'^0'^.«.;  car  ces  distances  sont  précisément 
(a""  197)  les  rayons  des  ctrohs  o^cukUeurs  de  la  courbe  XOY. 

Cette  déyeloppante  XOY  sera  une  spirale  indéfinie,  ayant  pour  origine  le 
point  Y;  et  même  on  doit  regarder  la  spirale  Yo"ox  symétrique  de  la  préce'- 
deote,  comme  étant  une  seconde  branche  de  la  même  développante»  et  comme 
ne  formant  avec  la  première  qu'une  seule  courbe  dont  toutes  les  parties  sont 
Aécnlei^  par  le  mouvement  eonUnu  d'un  point  unique.  En  effets  si  au  lieu  d'un 
fil  plié  sur  la  deVeloppée ,  on  conçoit  une  droite  inflexible  et  indéfinie  kBFab 
qui,  demeurant  tangente  au  cercle  CY,  roule,  eanegliêser^,  sur  sa  circonférence, 
il  estdair  qu'un  point  O,  fixe  âur  cette  droite,  viendra  successivement  se  pla- 
cer en  0\  O'^  et  Y;  puis,  si  la  rotation  de  la  droite  continue  dans  le  même 
sens,  ce  point  O  se  trouvera  dès  lors  en  arrière  du  point  de  contact,  et  décrira 
sans  discontinuité  la  branche  Yox.  D  ailleurs  on  doit  apercevoir  que  cette  ma- 
nièrede  décrire  une  développante  quelconque  par  la  rotation  d'une  droite  in- 
flexible sur  la  développée,  équÎTant  a  la  génération  indiquée  la?  199;  mais  le 
modeacluel  est  plus  général,  et  il  devient  même  nécessaire  quand  la  dévelop-  / 

pée  offire des  points  de  rebroussement,  comme  dans  l'ellipse,  la  parabole,..., 
puisque  autrement  il  faudrait  changer  souvent  le  point  d'attache  du  fil,  pour 
le  transporter  d'une  branche  sur  l'autre. 

202.  SURFACES  CANAUX.  Cela  posé,  imaginons  qu'une  sphère  d'unra^on  Fig.  54. 
ronetant^  représenté  parOA=OB,  se  meuve  de  manière  que  son  centre  suive 
la  courbe  horizontale  XOYoa  ;  t'enveloppe  de  toutes  les  positions  de  cette 
sphère  mobile*  sera  formée  (n^  190)  par  les  intersections  des  enveloppées 
consécutives;  ainsi,  examinons  ce  que  sont  ici  ces  intersections.  Pour  deux  po- 
sitions voisines  0  et  O'  du  centre  mobile,  les  deux  sphères  égales  se  coupe- 
raient suivant  un  petit  cercle,  dont  le  plan  serait  évidemment  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  la  droite  00'  qui  joint  les  centres;  par  conséquent  ce  petit 
cercle  serait  projeté  sur  le  plan  de  notre  épure  qui  est  horizontal,  suivant  une 
droite  perpendiculaire  à  la  corde  00',  et  passant  par  son  milieu.  Or,  à  mesure 
que  le  centre  O'  se  rapproche  de  O,  la  corde  00'  indéfiniment  prolongée  ap- 
prodie  de  plus  en  plus  de  la  tangente  à  la  courbe  XOY,  et  elle  coïncide  avec 
celte  tangente  à  la  limite  :  donc,  pour  deux  sphères  infiniment  voisines,  la 


100  LITRE  in.~  SURFACES  DÉYELOPPARLES  ET  EinTELOPPES. 

courbe  d'intersection  est  un  grand  cercle  prof  été  sur  la  normale  AOB  de  la  dî-» 
rectrice  XOY.  11  suit  de  là  que  l'enveloppe  peut  être  regardée  comme  engen- 
drée par  le  grand  cercle  vertical  ÂOB,  dont  le  centre  parcourrait  la  ligne  XOY  ^ 
tandis  que  son  plan  resterait  normal  à  cette  ligne;  ainsi,  cette  enveloppe  pré- 
sentera la  forme  d'un  canal  curviligne  qui  aura  pour  axe  la  courbe  direc- 
trice XOY,  et  dont  toutes  les  sections  normales  à  cet  axe  seront  des  cercles 
d'un  rayon  constant. 

203.  Ces  conséquences  continueront  évidemment  d'avoir  lieu  ,  quelle  que 
soit  la  nature  de  la  ligne  XOY;  c'est-à-dire  que  si  Ton  adopte  successivement 
diverses  courbes  pour  directrices  du  centre  de  la  sphère  mobile,  on  obtiendra 
des  enveloppes  de  formes  très-variées,  mais  dont  chacune  aura  pour  section 
normale  un  cercle  du  rayon  OA.  Ainsi,  ce  cercle  devient  une  génératrice  de 
forme  invariable  ^commune  à  toutes  les  surfaces  qui  enveloppent  l'espace  parcouru 
par  une  sphèred'un  rayon  constant^  et  qui  imprime  à  toute  celle  famille  d  enve* 
loppes,  un  caractère  distinctifet  indépendant  de  la  nature  delà  directrice  XOY. 
c'est  pourquoi  Mongb  a  donné  le  nom  de  caractéristique  à  ce  grand  cercle  nor- 
mal, et  généralement  il  appelle  ainsi  l'intersection  de  deux  enveloppées  con- 
sécutives, dans  chaque  famille  d'enveloppes  engendrées  par  une  même  surface 
mobile,  quelle  que  soit  la  loi  du  mouvement  de  cette  dernière  surface. 

204.  Nous  avons  dit  (n*"  190)  que  l'enveloppe  toucherait  chacune  des  en- 
veloppées particulières  précisément  le  long  de  la  caractéristique,  qui  est  ici  le 
grand  cercle  vertical  et  mobile  AOB.  En  effet,  trois  positions  infiniment  voi- 
sines, S,  S\  S'',  de  la  sphère  mobile,  se  couperont  suivant  deux  cercles  situés 
l'un  et  l'autre  sur  la  sphère  S\  et  ils  y  comprendront  une  zone  infiniment 
étroite,  de  largeur  inégale,  mais  qui  sera  commune  à  S^  et  à  l'enveloppe;  de 
sorte  que  ces  deux  dernières  surfaces  ayant  les  mêmes  éléments  superficiels,  ou 
les  mêmes  plans  tangents  tout  le  long  de  cette  zone,  se  trouveront  bien  tan- 
gentes l'une  à  l'autre  dans  cette  région  commune,qui  d'ailleurs  comprendra, 
vers  son  milieu,  la  véritable  caractéristique  ou  le  grand  cercle  normal  à  la 
courbe  XOY.  Ainsi,  il  est  vrai  de  dire  que  le  contact  a  lieu  le  long  de  cette 
caractéristique. 

FiG.  54.  205.  Maintenant,  comparons  entre  elles  les  diverses  caractéristiques  pro- 
jetées ici  sur  A  OB,  Â/O'B',....,  et  pour  faire  mieux  ressortir  les  circonstances 
assez  délicates  de  leurs  intersections^  imitons  le  procédé  indiqué  vers  la  findu 
n®  201  pour  décrire  la  développante:  c'est^-dire,  imaginons  que  le  plan  ver- 
tical AOBFde  la  caractéristique  soit  in  flexible  et  indéfiniment  prolongée;  puis, 
faisons-le  rouler,  sans  glisser ,  sur  le  cylindre  vertical  FDYE  auquel  il  demeu- 
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rera  tangent;  aiors  le  cercle  AOB,  entraîné  avec  le  plan  mobile,  parcourra  né- 
cessairement l'enveloppe  qui  nous  occupe,  puisque  les  conditions  précédentes 
reviennent  évidemment  à  dire  que  le  centre  de  ce  cercle  se  mouvra  sur  la  dé- 
veloppante XOY,  tandis  que  son  plan  restera  normal  à  cette  courbe.  D'ailleurs, 
tous  les  points  de  cette  circonférence  mobile,  projetés  en  B,  R,...,  A,  décri- 
ront d'autres  spirales  BD,  RL,... ,  A  A'E,  qui  seront  autant  de  développantes  du 
cercle  FDY,  et  dont  la  première  et  la  dernière  formeront  le  contour  apparent 
de  l'enveloppe. 

S06.  Cela  posé,  tant  que  par  la  rotation  du  plan  vertical  A  F  sur  le  cylindre 
FDT,  l'extrémité  B  du  diamètre  du  cercle  mobile  n'aura  pas  atteint  la  dévelop- 
pa, deux  caractéristiques  consécutives  ne  se  couperont  pas;  car  on  sail(no  197) 
qu'une  normale  quelcooque  AT^  à  la  courbe  XOY,  ne  serait  rencontrée  par 
la  Dormale  infiniment  voisine  qu'au  point  F^  situé  sur  la  développée ,  et  ce 
point  se  trouve  en  dehors  du  diamètre  A^B  qui  limite  la  projection  de  la  carac- 
téristique. Mais,  dès  que  le  point  B  aura  touché  le  cylindre  en  D,  les  caracté- 
ristiques consécutives  commenceront  à  se  couper  :  en  effet,  la  normale  GLg , 
par  exemple,  rencontrera  la  normale  infiniment  voisine  au  point  L  situé  sur  la 
développée;  et  comme  ce  point  se  trouve  en  dedans  du  diamètre  Gg  =r  AB,  il 
en  résulte  que  les  deux  caractéristiques  projetées  sur  Gg  et  sur  la  normale  in- 
finiment voisine,  se  couperont  en  deux  points  projetés  en  L,  et  situés  Tun 
au-dessus,  l'autre  au-dessous  du  plan  horizontal  de  Tépure.  Toutefois  ,  pour 
justifier  complètement  cette  assertion,  ii&ut  ajouter  que  ces  deux  caractéris- 
tiques sont  placées  (n*  204)  sur  une  même  position  de  la  sphère  mobile;  au- 
trement, les  plans  de  ces  deux  cercles  pourraient  bien  se  couper  suivant  la 
verticale  L,  sans  que  leurs  circonférences  eussent  des  points  communs. 

Il  résulte  de  là  qu'à  partir  de  la  position  Dl,  les  diverses  caractéristiques 
drcubires  se  trouveront  partagées  par  leurs  intersections  consécutives,  chacune 
en  deux  segments  projetés 

sur        LG,  MH,  YP,  VQ,  UT,        {N) 
et  sur     Lgr,  MA,  Yp,  \q,  Vt.  (  n  ) 

Les  segments  de  la  première  série  formeront  une  nappe  que  nous  désigne- 
rons par  (N),  et  à  laquelle  appartiendront  les  caractéristiques  totales  AB, 
k'W. .  • . ,  tandis  que  les  segments  de  l'autre  série  donneront  lieu  à  une  seconde 
nappe  (n),  qui  commencera  par  être  renfermée  dans  l'intérieur  de  la  pre- 
,  mais  qui  bientôt  en  sortira  pour  s'étendre  indéfiniment  jusqu'aux  ca- 
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ractérisiiques  toUlefi  a'ib',  ab^ En  outre,  ces  deux  nappes  de  l'enveloppe  se 

réuniront  Tune  à  Fautre  le  long  d'une  ligne  à  double  courbure  projetée  sur 
DLMYVU£,  et  qui  n'est  autre  chose  que  le  cercle  vertical  AB,  dont  le  plan 
serait  plié  et  enroulé  sur  le  cylindre  de  la  développée. 
FiG.  54.  207.  Observons  d'ailleurs  que  cette  ligne  à  double  courbure  DYE,  est 
une  véritable  arête  de  rebrausiemeni  pour  Tenveloppe  totale.  Car,  en  se  rappe- 
lant (n"*  205)  qu'un  point  quelconque  Z  de  la  caractéristique  mobile ,  décrit 
les  deux  branches  ZofM  et  Myâz  d  une  spirale  dont  le  rebroussenient  est  en 
M,  on  doit  apercevoir  que,  quand  le  point  mobile  Z  est  en  a  ou  en  S,  il  se 
trouve  encore  sur  la  nappe  (N)  placée  au-delà  des  points  de  contact  D  ou  L  ; 
mais  dès  que  ce  point  est  arrivé  en  y  ou  en  ij  il  appartient  à  la  nappe  (n) 
placée  en  deçà  des  points  de  contact  Y  ou  Y;  par  conséquent  le  passage  de  ce 
point  mobile  d'une  nappe  à  l'autre,  a  lieu  précisément  en  M  ,  et  la  forme 
de  la  spirale  en  cet  endroit  prouve  bien  que  oe  passage  s'eflfectue  par  un  ré-^ 
ritable  rebroussement.  Comme  on  en  dirait  autant  des  autres  points  de  la  ca- 
ractéristique AB,  il  en  faut  conclure  que  la  courbe  projetée  sur  DMYE  est  une 
ligne  de  rebroussement  pour  les  deux  nappes  de  Tenveloppe. 

Une  circonstance  analogue  se  reproduirait  dans  toutes  les  enveloppes  , 
quelle  que  fût  laauriace  mobile  qui  les  engendrerait;  c'est  pourquoi  Moagc  a 
donné  le  nom  général  d^aréte  de  rebroussement  d'une  enveloppe ,  à  la  ligne 
formée  par  les  intersections  consécutives  des  diverses  caractéristiques;  et  nous  en 
avions  déjà  renconti^  un  exemple  remarquable  {n9 1 78)  dans  les  surfaces  déve^ 
loppables  où  les  caractéristiques  e'taient  des  droites  (n*"  190). 

208.  Revenons  à  l'enveloppe  particulière  qui  nous  occupait,  et  observons 
que  les  segments  de  caractéristiques  Lg^fAh^...  qui  appartiennent  à  la  nappe(n) 
doivent  être  pono^M^,  parce  qu'ils  sont  invisibles  comme  étant  renfermés  dans 
l'intérieur  de  la  nappe  (N).  En  effet,  on  a  évidemment 

d  oû^  en  retranchant  la  partie  commune  Le,  il  résulte  que 

€  g  <  e  M  ; 

par  conséquent,  si  Ion  ramenait  sur  le  cercle  ÂOB  les  deux  points  projetés 
en  e  et  qui  appartiennent  l'un  au  segment  LG,  l'autre  au  segment  MA,  le  pre- 
mier viendrait  occuper  une  position  e  plus  voisine  du  point  Z  et  par  suite  du 
centre  O,  que  ne  Test  la  position  e"  où  viendrait  se  placer  le  deuxième^  donc  le 
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point  e  est  plus  éleyë  que  e'\  et  par  conséquent  le  segment  L6  passe  au- 
dessus  du  segment  MA.  On  eipliquera  par  des  considérations  analogues, 
les  divers  modes  de  ponctuation  employés  dans  l'épure;  toutefois^  nous  fe- 
rons encore  observer  que  les  poiots  R  et  /s,  Z  et  (....  du  cercle  mobile  AOB, 
se  trouvant  respectivement  h  la  même  hauteur ,  décriront  des  spirales  qui  se 
rencontreront  deux  à  deux;  de  sorte  que  les  deux  nappes  (N)  et  (n)  de  Tenve- 
loppe,  se  traverseront  mutuellement  suivant  une  ligne  d'intersection  projetée 
sur  la  droite  YW.. 

Les  surfaces  que  nous  avons  examinées  dans  ce  chapitre,  et  surtout  la  der- 
nière que  nous  venons  de  discuter  avec  détail,  parce  qu'elle  présentait  par 
elle-même  des  circonstances  intéressantes,  suffiront  sans  doute  pour  donner  au 
lecteur  une  idée  assez  complète  des  enveloppes  et  de  leurs  particularités; 
c'est  pourquoi  nous  allons  passer  au  problème  important  des  intersections  de 
surfiaces. 


LIVRE  IV. 


INTERSECTIONS   DE  SURFACES. 


CHAPITRE  PREMIER 

Principes  généraux. 

209.  Pour  donner  une  idée  générale  des  proce'dés  par  lesquels  on  parrient 
à  déterminer  Tintersection  de  deux  surfoces,  supposons  qu'il  slagisse  d'abord 
d'un  cas  très-simple,  celui  où  une  surface  S  serait  coupée  par  un  plan  horizontal 
donné  P.  Puisque  la  surface  est  censée  connue  et  définie,  on  connaîtra  la 
forme  de  la  génératrice  (n<^  70)  et  la  loi  d  après  laquelle  elle  varie;  par  con- 
séquent on  pourra  construire,  sur  les  deux  plans  de  projection,  diverses  po- 
sitions de  cette  génératrice ,  aussi  nombreuses  et  aussi  rapprochées  que  l'on 
voudra.  Désignons  les  projections  de  ces  lignes  par  (G,  G%  (G.,  G'^,) 
(G,f  G\),....;puis,  observons  que  le  plan  sécant  P  qui  est  perpendiculaire 
au  plan  vertical,  coupe  la  ligne  (G,G^  en  un  point  qui  doit  être  projeté  vertica- 
lement à  la  rencontre  de  G''  avec  la  trace  du  plan  P;  par  conséquent,  si  l'on 
ramène  ce  point  sur  la  ligne  G  au  moyen  d^une  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre,  on  obtiendra  la  projection  horizontale  m  d'un  point  de  l'intersection 
de  S  avec  P.  En  répétant  la  même  opération  pour  chaque  génératrice,  on  se 
procurera  une  série  de  points  m^m^^  m.,  m^,....;  et  s'ils  sont  assez  rappro- 
chés les  uns  des  autres^  ils  pourront  être  aisément  réunis  par  un  trait continu{*) 


{*)  Il  faut  sans  doute  dePhabitude  pour  réunir  ainsi  des  points  situés  à  certaines  distances 
par  une  ligne  qui  n'offre  ni  jarrets^  ni  changements  brusques  de  courbure  :  mais  on  ne  doit 
rien  épargner  pour  se  former  Fœil  et  la  main  par  de  nombreux  exercices,  et  pour  acquérir  le 
sentiment  de  la  continuité  dans  les  courbes,  attendu  que  la  construction  des  interseot  ions  de 
surfaces  est  un  des  problèmes  les  plus  utiles,  soit  comme  moyen  de  recherche,  soit  dans  les  ap- 
plications pratiques  de  la  géométrie  descriptive  à  la  perspective,  à  la  coupe  des  pierres,  à  la 
charpente,  etc.  Toutefois,  nous  ferons  observer  ici  qu'il  n'est  pas  toujours  avantageux  demultî- 
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qnifencennatUre,  sur  le  pbalMrizoBftal^ia  coytbesuîirftiiLlacpieUe  bsuifaoeS 
est  eeupée  par  le  plan  P.  Quant  i  k  proîpctim  Yeriioote  4e  cotte  même 
courbe,  il  est  éiident  qu'eUe  m  pMiiU,  dtn*  le  cas  actuel»  à  la  traee  mtoie  du 
pfam  $écaBt  P. 

310.  CooaîdéroiM  maiiite&aajl  dois  «urfaee*  qoekiNiques  S  et  &';  et  pour 
trouwr  lear  intersectioa  ^  QeitpoDa>lei  par  u»e  série  de  plaosc  lH>râoutaux  Pi 
P^,  P,,....«  Cbaeiiii  de  ces  plan» ausiUatres»  P  par  exemple  ^  coupera  la  sur* 
Cmb  s  anÎTaiit  uoe  %ne  «imi^fn,**««,  et  la  surfiiee  S'  ^uivaut  unie  autre  li^oe 
m'm\fn\....;  ces  deux  lignes  se  couatruiront  ocduuie  nous  l^vouadit  au  mu^ 
méto  précédait»  et  ai  elles  ae  coupent  elles^méaiaB  sur  le  plaoJboiûoiital  eausi 
ou  plusieurs  pointa  ll^,...^  ce  seront  là  les projeeiiona  harisMlales de  divers 
points  qai  sont;  évidemmeni  eommuns.  aux  dmoi  swr^fite$9  S  et  SS  ^  qui  dès  lors 
appartiennent  à  leur  intersectîoo«  Qusnl  aux  pregeotionA  terticales,  ou  les  ôà^ 
duira  des  premières,  en  ramenant  sur  la  tram  du  plan  anxtliairQ  P,  les  pcâvU 
U^If,.,..,  pardea  perpendioukûres  à  la  ligne  de  terres  MaintensAt,  ai  Ton  ré^ 
pèls  cka  etp^tionasemblaUes  pour  lesautrea  plana P^^  P«vm  on  el>tÂ9«dyra 
sur diacpie plan  de  projecliM»  une  suite  de  points  M,  Bl,,  !!,,•••«» I^%  N^t 
!(,,...«»  qu'il  faudra  réunir  par  nn  trait  continu,  en  disftinguaiit  touftefais  ceux 
de  ces  points  qui  appartienoant  à  ttne  même  btmelie  de  oourbe^  d'arec  <»ix 
qui  font  partie  d'une  autre  branehe.  Ceite  distinction  est  quelquefois  assezi  dé* 
lieale;  mais  on  j  parriendra  en  suîrant  aireo  attention,  et  de  proche  en  pror 


plisr  estrAneaient  las  ceasirm^Usu»  aïoilimei  qui  détensinenf  Isf  diyera  pQÎats  ni}  siti 
m,»^.»  p«rceqoe  les  pettteaerrenn  iasépsrsUss  d^toute  opération  mamelle^ porUiatalort  sur 
des  poîoU  très-voisins,  produisent  des  sinqpsités  ou  d*autres  défauts  choquants  qui  n*eussent 
pas  élé  sensibles  sur  de  plus  grandes  distances.  Il  faut  donc  répartir  ces  ognstructionsavec  me- 
sure, en  consultant  de  bons  modèles,  et  les  multiplier  davantage  dans  les  parties  où  ta  courbe 
semble  offrir  quelque  forme  skigulière  quia  besoin  d*ètre  Tériflée.  On  doit  aussi  profiter  des 
aotioos  qoeTsnpeiif  nfotrd^ayanoe  sor  la  nature  de  ftntersection  eèerdtée^sl,  par  eiesiple, 
OB  préveit  q«e  la  pnjeetion  doit  dtfe  «ne  eoorbe  cl»  deunèmeou  duqualriène  degré,  il  oe 
denra  j  exister  aucun  arc  qui  puisse  être  coupé  par  une  droite  quelconque,  enptua  dedsav 
oa  de  quatre  points;  et  si  le  contraire  arrÎTsi^  il  fiiudrait  rsfairale%  constructions  relslites  à 
œt  parties  pour  les  rectifier.  La  détermination  des  tangentes^  que  nous  apprendrons  Â  effec- 
tner,  est  encore  nn  moyen  de  corriger  la  forme  d'une  courbe;  parce  qoelaconnaissançed'une 
pareille  droite  fera  aisément  sentir  si  Tare  qui  précède  ou  qui  suit  le  pointdetangence,a  be- 
soin d'être  ëleré  ou  abaissé  pour  qne  le  contact  soit  oomplet.  Au  surplus,  les  préceptes  génê- 
rans  §ut  cette  matière  ne  suffisent  pas;  et  il  finit  réclamer  encore,  sur  un  eerlaii»  nombre 
d\BuaapleB  liîen  choisis,  Isa  sonseih  d'un  pratisiaB  kabits. 

14 
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che,  les  résultats  fournis  par  les  plans  auxiliaires  successifs.  D'ailleurs,  ai  lune 
des  surfaces  S  et  S^  avait  deux  nappes  distinctes,  comme  il  arrive  dans  uncdne , 
il  ne  faudrait  pas  réunir  des  points  qui  seraient  sur  des  nappes  opposées. 

21 1  •  La  méthode  qae  nous  venons  d'exposer  est  générale,  et  suffisante  dans 
tous  tes  cas  pour  obtenir  Tintersection  de  deux  surfaces  queiconques  S  et  S'; 
mais,  au  surplus,  on  peut  donner  aux  plans  sécants  P,  P^,  P.,....,  telle  direc- 
tion que  Pon  voudra  ,  pourvu  que  Ton  sache  construire  commodément  les 

courbes  auxiliaires  mm^.. . .  et  mW , Ainsi,  dans  chaque  problème,  il  sera 

avantageux  de  choisir  les  pians  sécants  de  manière  que  les  sections  auxiliaires 
soient,  s'il  est  possible,  des  draUes  ou  des  cerohi^  parce  quede  pareilles  lignes  se 
tracent  facilement  au  moyen  de  deux  données.  Par  exemple,  s'il  s'agit  de  deux 
cylindros,  on  prendra  les  plans  P,  P.,...,  parallèles  aux  génératrices  des  deux 
surfaces  à  la  fois;  s'il  est  question  de  deux  cônes,  on  fera  passer  tous  les  plans 
sécants  par  la  droite  qui  réunit  les  deux  sommets.  Quelquefois  même  on  em- 
ploie, pour  couper  les  surfaces  S  etS^,  non  plus  des  plans,  mais  des  suriaces 
courbes,  tellesquedessphèresconcentriques,  qui  peuvent  fournir  alors  des  cer- 
cles pour  sections  auxiliaires  dans  les  deux  surfaces  proposées.  (  Voyez  n^  35S.) 

212.  Quand  on  a  construit  les  deux  projections  de  l'intersection  cherohée  , 
cette  courbe  est  certainement  déterminée;  mais,  si  elle  eslplane^  il  faut  en 
outre ,  pour  manifester  plus  clairement  sa  forme ,  en  exéculer  le  rabattemeni 
sur  un  des  plans  de  projection.  Lorsqu'une  des  deux  surfaces  proposées  est 
dévdùppabh^  on  doit  aussi  effectuer  le  développement  de  cette  surface,  et  y 
construire  la  transformée  (n""  M^)  de  Tintersection;  car  cette  nouvelle  courbe 
est  nécessairo  à  connaître  dans  les  applications  à  la  stéréotomie.  Enfin»  comme 
la  détermination  des  tangentes  à  une  courbe  est  un  moyen  de  dessiner  avec 
plus  de  précision  le  cours  de  celte  ligne,  et  que  cette  connaissance  est  d'ailleurs 
nécessaire  dans  divers  cas,  il  faudra  s'exercer  à  cette  recherche  tant  pour  Tin- 
tersection  primitive,  que  pour  son  rabattement  et  pour  sa  transformée;  mais 
les  tangentes  à  ces  deux  dernières  courbes  se  déduisant  toujours  facilement  de 
la  tangente  à  la  promière,  nous  nous  bornerons  à  donner  pour  celle<*ci  une  mé* 
thode  générale. 
FiG .  57 .  ^^  ^*  Désignons  les  surfaces  proposées  par  S  et  S',  et  soit  AMB  leur  intersec- 
tion dont  il  faut  trouver  la  tangente. 

Puisque  cette  courbe  est  située  en  même  temps  sur  les  deux  surfaces,  sa  tan- 
gente MT  pour  le  point  quelconque  M,  doit  se  trouver  à  la  fois  (n^'  95)  dans  le 
plan  qui  touche  la  surface  Sen  M,  et  dans  celui  qui  touche  S'  au  même  point; 
donc  la  tangenieWT  sera  riniereeetiondesplans  tangents aua  deus surfaces.  Par 
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oooië(|yeiitt  il  MifiKra  de  oonatruîre  ces  deux  plans  par  les  méthodes  expoaees 
précédemmeiit,  et  de  chercher  la  droite  suivant  laquelle  ils  se  couperont  :  on 
pourra  niérae  se  borner  à  trouver  un  seul  point  de  cette  droite,  puisque  le 
point  M  est  déjà  assigné  par  la  question. 

Lorsqu'une  des  surfaces  proposées,  par  exemple  S\  sera  un  plan,  ou  bien 
quand  on  saura  que  la  courbe  ÂMB  est  plane ,  quoique  les  deux  surfaces  dont 
elle  est  rintersection  soient  courbes,  la  règle  précédente  se  réduira  évidem- 
ment a  chercher  Tintersection  du  seul  plan  tangent  de  S  avec  le  plan  S",  ou 
avec  le  plan  de  ÂMB. 

214.  Autre  méiko^B.  Si  Ton  construit  la  normale  MN  de  la  surface  S  pour  le 
p<Mnt  M,  et  la  normale  MN'  de  la  surface  S' pour  le  même  point ,  il  est  évident 
que  le  plan  NMN'  conduit  par  ces  deux  droites,se  trouvera  perpmidiculaire  à 
efaaeun  des  plans  tangents,  et  par  suite  à  leur  intersection  qui  est  MT.  Ainsi, 
la  tangente  à  Tif^tenectian  de  deux  eurfaceê  est  une  droite  perpendicukunauplan 
des  ckua  normales  h  ces  surfaces;  ce  plan  coïncide  d'ailleurs  avec  le  plan  nor-^ 
mal  (n*  168)  de  la  courbe  AMB.  Il  suffira  donc  de  construire  ces  deux  nor- 
males et  le  plan  qu'elles  déterminent,  puis,  de  lui  mener  une  perpendiculaire 
par  le  point  donné  M.  Cette  méthode  {*)  est  fort  précieuse  ,  l^  parce  qu'il  y 
a  des  surfaces  où  la  normale  se  détermine  d'une  manière  beaucoup  plus  sim- 
ple que  le  plan  tangent  »  et  indépendamment  de  celui-ci  {o9  136);  2"*  parce 
qu'il  se  rencontre  quelquefois  des  points  singuliers,  pour  lesquels  les  deux 
plans  tangents  se  trouvent  perpendiculaires  à  un  même  plan  de  projection; 
alors  le  procédé  du  n""  213  ne  donne  plus  de  résultat  déterminé  pour  la  tan- 
gente de  la  courbe  projetée  sur  ce  plan,  tandis  que  la  méthode  des  deux  nor- 
males peut  encore  s'appliquer  par  suite  de  certaines  relations  qui,  à  la  limite, 
ne  deviennent  pas  indéterminées.  Nous  en  verrons  des  exemples  dans  plu- 
sieurs épures  de  géométrie  (n"**  340,  488)  et  dans  la  coupe  des  pierres. 

215.  Lorsque  les  surfaces  en  question  sont  placées  de  telle  soi*te  qu'elles  se 
touchent  le  long  de  la  ligne  qui  leur  est  commune,  cette  intersection  particu- 
lière prend  le  nom  de  ligne  de  contact^  et  l'une  des  surfaces  est  dite  circonscrite 
à  l'antre;  on  pourra  toujours  construire  celte  courbe  par  le  procédé  général 
du  n^  210,  mais  on  ne  saura  plus  lui  mener  de  tangente;  car,  d'après  l'hypo- 
thèse actuelle,  les  deux  plans  tangents  dont  cette  droite  serait  Tintersection, 


(*)£lle  estdiieà  M./.  Binei,  qiiieoa  foit  lui-même  des  applications  intéressantes  à  diverses 
épures  de  géométrie  et  de  coupe  des  pierres. 
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fte  trouTerotit  dmfoaiiufti'un  aTec  l'autre.  LamènÉeisdétemiiiiation  rënherait 
de  la  méthode  des  deux  normales;  car  ees  droites  odnoideront  eBtre  ^ies  en 
«léme  temps  que  les  phns  tangents,  et  le  plan  aormal  qu'elles  devaient  serrir 
à  fixer ,  restera  encore  indéterminé'.  Am»,  pour  les  lignes  de  cMrtaet  de  deux 
surfeoes,  la  géométrie  ne  fournît  point  de  métbode  graphique  propre  à  trouver 
leurs  tangentes  (^),  à  moins  Son  tefois  que  la  ligne  de  contact  ne  soit  pbne;  car, 
dans  ce  cas,  la  oombiuMson  de  son  plan  ayec  ks  plan  tangent  commun  aux  deux 
snrfeces,  donnerait  encore  ia  tangente  «eiiercliée. 

216.  Après  avoir  exposé  ces  notions  générales  sur  les  inlersoetioBS  de  sur«» 
laces,  nous  allons  les  ëdairctr  en  résolvant  divers  problèmes  de  ce  genre,  dans 
lesquels  nous  trou veronsd'aillenrsrocoasîon d'expliquer  encore  quelques  pnr^ 
tîcubrités  neniaix|uables,  telles  que  la  recherche  des  àrancheê  mfin%e$  et  cette 
des  oêympMeg^  dont  nous  ne  pourrions  parier  maintenant  qise  d'une  nanière 
vague  «t  obscure. 


CHAPITRE  IL 

De»  tectionê  planes. 

PROBLÊME  1 .  Troîàver,  U  l'intersection  dun  cylindre  droit  et  dun plan  don- 
nés^ 2^  le  rabattement  de  cette  intersection  et  sa  tar^gente;  Z^  le  développement  du 
cylindre^  et  la  transformée  de  Ftntersection  avec  sa  tangente. 
'  FiG.  58.  217.  Nous  avons  d^à  dit  (n<>  160)  que  par  cylindre  droit  nous  entendions 
un  cylindre  qui  avait  pour  base  ou  pour  directrice,  une  courbe  plane  et  per- 
pendiculaire aux  génératrices  reclil^nes  de  celte  surface,  sans  exiger  que  cette 
base  fût  un  cercle;  ainsi ,  tout  en  adoptant  ici  cette  dernière  forme  pour  exem- 
ple, nous  raisonnerons  d'une  manière  générale  et  applicable  à  toute  autre 
courbe;  D'ailleurs,  comme  dans  chaque  problème  il  convient  de  choisir  les 
plans  de  projection,  dans  des  directions  propres  à  simplifier  les  opérations  gra- 
phiques «  nous  adopterons  le  plan  de  la  base  ÂBDC  pour  plan  horizontal  et 


(*)  Cependant  nous  indiquerons,  au  n»  K84,  une  méthode  propre  à  atteindre  ce  but ,  mais 
trop  compliquée  pour  être  vraiment  utile  dans  la  pratique,  et  remarquable  seulement  sons  le 
point  de  vue  do  la  théorie  qu'elle  servira  à  compléter. 
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nous  choisirons  le  plan  Yertical  perpendiculaire  au  plan  sécant,  lequel  aura 
ainsi  pour  traces  PQ  et  QR^  Quant  au  cylindre ,  il  sera  représenté  par  la 
courbe  ABDC  qui  en  est  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal  ;  et  sur  le 
plan  yertical ,  le  contour  apparent  sera  formé  par  les  deux  droites  GG^  et  V  V^ 
qui  sont  éyidemment  les  traces  de  deux  plans  tangents  perpendiculaires  à  ce 
plan  de  projection  (  n*  1 06).  Nous  supposerons  de  plus  que  le  cylindre  est  ter- 
miné aux  deux  plans  horizontaux  GY  et  GT^ 

218.  Cela  posé,  le  plan  PQR^  coupera  le  cylindre  vertical  suivant  une  courbe 
qui,  d'après  la  situation  acluelle  des  plans  de  projection,  se  trouvera  évidem- 
ment projetée  suivant  ABDC  sur  le  plan  horizontal,  et  sur  le  plan  vertical  sui- 
vant la  portion  A'D'  de  la  trace  du  plan  sécant.  Ainsi,  dans  ce  cas  très-simple , 
les  projections  de  Tinterseclion  sont  connues  immédiatement,  et  il  n'y  a  pas  lieu 
d'employer  la  méthode  générale  exposée  au  n""  210. 

219.  Rabattement.  Pour  connaître  la  véritable  forme  de  Fintersection,  ra*^ 
battons  le  plan  qui  la  contient  autour  de  PQ,  sur  le  plan  horizontal  ;  ou  plutôt, 
afin  d'obtenir  un  résultat  disposé  symétriquement ,  iaisons  tourner  le  plan 
PQR'  autour  de  la  droite  (  BC,  B^),  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  parallèle  au  plan 
horizontal.  Par  cette  révolution^  la  trace  verticale  Q^R^  deviendra  rhorizontale 
qY!  ,  et  un  point  quelconque  de  la  courbe ,  par  exemple (  M,  M')  »  décrira  un 
arc  de  eerde perpendiculaire  à  /We  de  rotation  ;  donc  cet  arc  sera  projeté  verti- 
calement sur  un  arc  égal  H^m'  décrit  du  centre  B^  et  horizontalement  sur  la 
droite  indéfinie  MF  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Alors,  puisque  le  point  M^ 
s'est  transporté  en  m' ,  si  Von  projette  ce  dernier  en  m  sur  MF,  on  aura  la  posi- 
tion {m^^)  que  prend ,  après  le  rabattement ,  le  point (  H,  W)  de  la  courbe 
proposée.  En  opérant  de  même  pour  d'autres  points,  tels  que  A,  D,E,F,...('^), 
on  verra  qu'ils  se  rabattent  en  a,  cf,  e,/",...  ;  et  en  réimissant  ces  derniers  par  un 
trait  continu,  la  ligne ^mBdCna  représentera  l'intersection  cherchée  dans  ses 
véritables  dimensions. 

220.  Cette  intersection  est  ici  une  ellipse,  puisqu  en  la  comparant  avec  le 
cercle  ABDC,  on  voit  que  pour  les  mêmes  abscisses  comptées  sur  la  droite  BC, 
les  ordonnées  perpendiculaires  à  cette  ligne  ont  augmenté  toutes  dans  le  rap- 
port constant  de  OA  à  B'  A'  ;  or  on  sait  qu'une  pareille  modification  change  un 


(*)  Qsoiqa'on  paisse  prendre  ici  ces  points  d'une  nieiiière  arbitraire  sur  la  base  ABDC ,  il 
est  bon,  pour  l'opération  ultérieure  du  dételoppementf  de  les  choisir  tous  de  manière  qu*ils 
divisent  la  circonférence  en  parties  égales. 
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cercle  en  une  ellipse.  D'ailleurs  ^  comme  il  existait  deux  points  M  et  N  de  la 
courbe  primitive,  qui  avaient  Tun'etrautre  M'  pour  projection  verticale,  et  que 
ces  deux  points  se  sont  transportés  sur  une  corde  mn  évidemment  perpendicu* 
laire  à  Oa ,  et  dont  le  milieu  est  sur  cette  droite,  il  s'ensuit  que  la  ligne  aO(/ di- 
vise en  deux  parties  égales  et  à  angles  droits ,  une  série  de  cordes  parallèles 
dans  la  courbe  rabattue  ;  donc  aOd  est  un  axe  de  l'ellipse^  et  par  conséquent 
60G  est  le  second  axe. 

221 .  Cherchons  maintenant  la  tangente  de  Tintersection  pour  un  point  quel- 
conque (M,  M').  D'après  la  règle  générale  (n®  213),  cette  droite  devant  être 
située  à  la  fois  dans  le  plan  PQR'etdans  le  plan  tangent  du  cylindre  qui  est  le 
plan  vertical  MT,  il  en  re'sulte  immédiatement  qu^elle  a  pour  projections  MT 
et  M' Q.  Ensuite ,  si  Ton  veut  retrouver  cette  tangente  sur  le  rabattement  de 
l'intersection,  on  observera  que  le  pied(  T,  Q)  de  cette  droite  décrit,  comme 
nous  Tavons  expliqué  pour  (  M,  M'),  un  arc  de  cercle  perpendiculaire  à  la  char- 
nière (BC,B');  de  sorte  que  le  pied  de  la  tangente  se  transporte  en  f  ,et  puisque 
le  point  de  contact  est  venu  en  m,  la  tangente  rabattue  est  donc  fm.  Cettedroite 
devra  toucher  exactement  la  courbe  amBd. 

On  peut  encore  observer  que  la  tangente  TMS  de  l'intersection  primitive , 
allait  rencontrer  la  charnière  en  un  point  (S,  B'),  qui  doit  demeurer  immobile 
pendant  le  mouvement  de  rotation  ;  ainsi,  il  faudra  que  la  droite  fm,  déjà  dé- 
terminée, aille  passer  par  le  point  S. 
FiG.  58.  ^^'  Développement.  Nous  avons  vu  (  n®  161  )  que,  quand  on  développe  un 
cylindre,  la  section  droite  qui  est  ici  la  base  ABDC,  devient  rectiligne  sans  chan- 
ger de  longueur  absolue  ;  et  que  les  arêtes  lui  demeurent  perpendiculaires. 
Si  donc,  en  supposant  qu'on  ouvre  le  cyïïndre  le  long  de  l'arête  (  D,  W)  on 
porte  sur  une  droite  indéfinie,  des  longueurs 

D'^E'  =  DE,  ET'  =EF,  F'B"  «FB,  B"M''  «  BM, ....(*), 


{*)  ObserTODS  ici  que ,  quand  la  courbe  ABDC  est  quelconque,  il  faut ,  pour  rectifier  les 
arcs  DE,  EF^...,  les  mesurer  en  employant  une  ouverture  de  compas  qui  représente  une  très- 
petite  corde  sensiblement  confondue  avec  Tare  partiel  qu'elle  soutend  :  puis,  reporter  sur  la 
droite  indéfinie D''D'''  le  même  nombre  de  fois  celte  ouverture  de  compas.  Mais,  quand  ilsWit 
d'un  cercle,  comme  dans  Teiemple  actuel,il  est  beauconpplus  commode  et  surtout  plus  exact, 
de  prendre  immédiatementia  droite  B'^D'^' égale  aux -^  du  diamètre  AB,  puis  de  diviser  cette 
droite  en  autant  de  parties  égales  qu'en  contient  la  circonférence.  Cela  suppose  d'ailleurs 
que  les  points  de  division  de  la  base  du  cylindre  ont  été  choisis  eux-mêmes  à  des  distances 
égales,  comme  nous  l'avons  recommandé  dans  la  note  du  n*  219. 


ciAnnB  n.-  »bs mcmms  planbs.  u\ 

el  que  par  les  poioU  D'',  E",  F'',...  on  élèye  des  perpendiculaires  ég;ales  à  ta 
hauteur  YV  du  cylindre,  on  obtiendra,  pour  le  dëveloppement  de  celte  sur* 
iaoe,  le  rectangle  D'^V  V"D'".  Maintenant,  rapportons-y  les  points  de  Tinter- 
section  ;  et  à  cet  effet,  rappelons*-nous  (n*  162)  que  les  portions  de  génératrices 
du  cylindre,  comprises  depuis  la  base  jusqu'à  cette  courbe ,  doivent  conserver 
après  le  développement  leurs  longueurs  primitives.  Par  conséquent,  si  nous 
portons  sur  les  verticales  du  développement ,  des  distances 


et  que  nous  réunissions  par  un  trait  continu  les  extrémités  de  ces  hauteurs), 
nous  obtiendrons ,  pour  la  tramfbrmée  de  Tintersection,  la  courbe  ittfSfioi^. 

223.  Dans  l'exemple  actuel ,  où  la  base  du  cylindre  droit  est  un  cercle ,  la 
transformée  sera  composée  d'abord  de  deux  parties  évidemment  symétriques 
o^et  o^;  car  les  deux  arcs  égaux  AM  et  AN ,  qui  répondent  à  deux  points  de  la 
section  projetée  en  M',  fourniront  sur  le  développement ,  des  abscisses  et  des 
ordonnées  respectivement  égales  ;  savoir  : 

A^M^'—A^N"  etM>  =  N'' u. 

En  outre,  chacune  de  ces  parties,  par  exemple  00^,  se  trouvera  aussi  composée 
de  deux  portions  &  et  â^  ^ales ,  mais  inversement  placées  par  rapport  à  Pho- 
rizontale  oiS:  cela  résulte  de  ce  qu'à  partir  de  C ,  les  points  9  et  |u,  6  et  X ,  pro- 
viennent des  points  du  cylindre  F  et  M\  E'  et  U .  qui  se  trouvent  à  des  hau- 
teurs respectivement  égales  au-dessus  et  au-dessous  du  point  B'.  D'ailleurs,  la 

transformée  totale  n'est  qu'une  portion  d'une  courbe  indéfinie  (*)  qui,  d'après 

• 

(*)  Celte  ooDrbe  est  une  êimuêtnâe}  car,  si  Ton  appelle  »  Tabsoisse  horiasontale  et  y  Vor- 
donnée  verticale  du  point  7^  comptées  à  partir  du  point  C  comme  origine,  puis  que  Ton  dé- 
signe par  s  =  BU,  y'  BsFT,  les  coordonnées  du  point  analogue  F^  par  rapporta  l'origine B\ 
il  est  évident  que  Ton  aura  Jes  relations 

y'  =  y ,  y  c=,  »n  BF  =  sin  B"  F"  =  sin  * ,  y'  =  fix\ 


co  désignant  par  a  la  tangente  trigonométrique  de  Tangle  R'B'd'.  Donc,  en  éliminant  les  va- 
riables  auxiliaires  ^,  y^,  il  viendra  pour  l'équation  de  la  transformée  rapportée  l  Torigine  C, 

X 

y  3=  a  sin  x\  ou  bien  y  »=  a  R  siu-^i 

en  ooniptant,  suivant  l'nsage  analytique ,  les  sinus  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  Tunité, 
et  désignant  par  R  le  rayon  du  cylindre  actuel. 
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la  relation  existante  entre  ses  ooordoiuiée&  ^  admet  une  infioité  de  bfanches 
successnres  identiques  atiec  i'oà.  On  peut  mèaie  ^  par  la  géométrie ,  iains  nailre 
ees  diverses  braoehes ,  en  ina^nanl  que  le  plan  sur  lequel  •»  effectue  le  déve*> 
loppement  du  cylindre,  avait  été  roulésur  ce  oorpsuanoaafore  deCoisindéiiii, 
et  en  répétant  les^  constructiona  antérieures  sur  le  prolongement  de  la  droite 

224.  Construisons  maintenant  la  tanjfente  de  la  transformée  ^aà  pour  un 
point  quelconque  /jc.  Nous  savons  (n"*  162 ,  5*)  que  cette  droite  est  la  position 
que  prend  ^  après  le  développement  du  cylindre,  la  tangente  (MT,  H^Q)  de  la 
courbe  primitive  ;  et  que  d'ailleurs  l'angle  de  cette  tangente  avec  Tarète  du 
cylindre  demeure  invariables  U  s'ensuit  que  le  triangle  rectang;le  formé  par 
cette  tangente ,  la  verticale  (M  ^  M'H) ,  et  la  mu^^^angenia  HT  ^  reste  aussi  in- 
variable de  fornie^  et  ne  fait  que  touriier  «utpur  de  cette  verticale  pour  s'appli* 
quer  suir  lej^n  du  dév^eloppeoaent  ;  U  suffit  done  dereproduîre  ici  ce  triangle 
dansses  véritabkfi  dimensions.  Or,  comme  on  adi^  la  hauteur  fiH''»sM'H,  ai 
l'on  prend  M''T''  égale  à  la  sous-tangente  MT^  l'hypoténuse  T'V  ^^^  ^  direc- 
tion de  la  tangente  cherchée. 

On  pourrait  aussi  employer  un  triangle  rectangle ,  opposé  par  le  sommetau 
précédent ,  et  qui  a  pour  côtés  la  verticale  (M,  M'A)  et  l'horizontale  (MS,  AB'). 
Ce  triangle  demeurant  encore  invariable  de  forme»  U  suffira  de  prendre  fia»  =» 
M'A  et  de  tirer  Thorizontale  euSS^ss:  MS;  alors  ,  en  joignant  les  points  S'' et  ^, 
on  obtiendra  une  droite  qui  devra  se  trouver  ^e  prolon^ment  de  T'^i. 

225.  Il  est  important  de  remarquer  qu  aux  deux  points  (A^  A')  et  (D^  D'}  de 
l'intersection  du  cylindre  avec  le  plan  PQR\  la  tangente  à  cette  courbe  se  trou- 
vait parallèle  à  la  trace  PQ ,  puisque  le  plan  tangent  du  cylindre  en  A  ou  en  D 
est  lui-même  parallèle  à  cette  trace.  11  en  résulte  qu'en  chacun  de  ces  points, 
la  tangente  de  la  section  formait  un  angle  droit  avec  Taréle  du  eyliwdre  ;  et 
comme  cet  angle  doit  demeurer  invariable  (n*162,  5"^  dans  le  déyeloppement 
de  la  surface,  il  faudra  qu'aux  points  a,  J,  d^,  la  transformée  cot</76  encore  d 
angles  droits  les  verticales  A"a,  D"(^,  D'V. 

226.  Observons  enfin  qu'au  pointa  de  la  transformée ,  il  y  aura  une  inflexion; 
c'est-à-dire  que  si  Ton  construisait,  comme  ci-dessus,  la  tangente  en  ce  point, 
cette  ligne  traverserait  la  courbe,  coi  laissant  1  arc  £«  au^^dassus  d'elte^  et  l'arc 
a  au-dessous.  Néanmoins ,  il  ne  feut  pas  la  regarder  comme  une  sécante;  car, 
bien  au  contraire ,  elle  a  dans  ce  point  singulier  un  contact  plus  intime  avec  la 
courbe  que  celui  d  une  tangente  ordinaire.  En  effet,  d'après  la  symétrie  que 
nous  avons  prouvé  exister  (n*  223)  entre  les  deux  parties  Cft  et  Ci,  si  nous  me- 
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nions  par  le  point  S  une  droite  quelconque  qui  rencontrât  Tare  inférieur  en'/z, 
celte  même  ligne  couperait  nécessairement'!  arc  supérieur  dans  un  autre  point 
9 qui  semit  à  la  même  distance  que  (jl  par  rapport  à  S;  donc,  en  faisant  tourner 
celte  sécante  autour  du  point  6^  les  deux  points  i^elfse  rapprocheront  simul- 
U»némentdeceIiiî-ci,etiorsque/LtYÎendraseconf6ndreavec  ff,  au  même  instant 
9  coïncidera  pareillement  avec  S.  D'où  l'on  voit  que  la  position  limilede  celle 
sécaote  sera  déterminée,  non  par  la  réunion  de  deux  points  de  section,  mais 
par  celle  deirois  points  de  ce  genre;  et  qu'ainsi  cetle  tangente  particulière  of- 
frira un  contact  du  second  ordre,  d'après  lequel  elle  aura  un  élément  commun 
arec  Parc  Sa,  et  aussi  un  élément  commun  avec  l'arc  S^:  D  ailleurs,  ces  deux 
arcs  se  trouveront  évidemment  de  côtés  opposés  par  rapport  à  la  tangente,  à 
cause  des  mouvements  contraires  que  prennent  simullanément  les  deux  por- 
tions de  la  sécante,  lorsqu'elle  tourneautour  dii  pointa;  donc  il  y  aura  là  une 
inflexion  (^J. 

Pour  e'viter  îà  confhsion  dfes  lignes,  nous  avons  construit  cette  tangente  singu- 
lièrepoûr  le  point  analogue  7,  en  prenant  la  sous-tangente  C''  6"  égalé  à  Cfl,  et 
en  joignant  les  points  y  et  $'\ 

^7.  Le  développement  d'un  cylindre  est  une  opération  nécessaire  à  employer 
dans  certains  arts.  Si,  par  exemple,  on  voulait  fbrmer  en  tôle  ou  en  fer- blanc 
un  tuyau  cylindrique  qui  dût  se  terminer  à  deux  plans,  Fun  perpendiculaire , 
Tautre  incliné  sur  sa  longueur,  il  faudrait  tracer,  sur  la  feuille  de  métal  encore 
plane^  la  courbe  i'cà\  puis,  découper  cette  feuille  Te  long  de  cette  courbe,  en 
enlevant  la  partie  supérieure;  albrs  on  serait  certaiq  qu'en  courbant  le  reste  de 
la  feuille  de  tôtè  au  moyen  d'une  enclume  cylindrique,  le  bord  supérieur  pré- 
senterait la  forme  d'une  courbe  plane ^  ayant  rinclinaison  voulue  par  la  question. 


(^)  11  eti  bon  d*observer  que,  quelle  que  soit  la  baee  d^  cylindre  ooupë  par  un  plan ,  la  traos- 
'  formée  offrira  on  point  d'inflexion  à  l'endroA  oiî  la  tangente  de  la  section  primitiTe  était  la 
ligne  de  pluM grande  pente  do  plaa  sécant,  du  moins,  quand  les  arêtes  du  cy^dre  sont  verti- 
cales; cl  en  général,  cette  inflexion  aura  lien  au  point  011  ta  tangente  delà  section  forme  un 
angle  minimum  avec  les  génératrices.  En  efiet,  si  Ton  se  reporte  à  \afig,  49,  et  qu'on  suppose 
le  développement  du  cylindre  effectué  sur  le  plan  tangent  qui  est  le  prolongement  deTélément 
superficiel  ABB'.  A',  on  verra  que  si  l'angle  BHM'  est  à  la  fois  plus  petit  que  les  angles  B  M'M'' 
et  LKH»  le  c6té  M^H''  viendra  tomber  après  le  développement,  au-dessous  de  TMl,  tandis 
que  le  côté  MK  restera  au-dessus.  Une  inflexion  contraire  aurait  lieu  pareillement  si  l'angle 
BMM'  était  masimum;  mais  cet.énoncé  rentre  dans  Tautre,  parce  que  la  tangente  forme  avec 
Paréte  un  angle  aigu  et  un  angle  obtus,  dont  le  premier  est  minimum  quand  le  second  est 
maximum.  Cette  remarque  intéressante  est  due  à  M.  Tb.  Olivtef . 

15 
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Pe  inêm^  si,  après  avoir  éxécgté  en  bois  ou  en  pierre  un  cylindre  droit,  on 
\oulait  le  terminer  par  un  plan  incliné,  il  faudrait  construire,  sur  un  carton 
flexible,  le  développement  de  ce  cylindre  avec  la  transformée  c^'a^de  la  sec* 
tion  dont  il  s'agit;  puis,  découper  ce  carton  le  long  de  cette  courbe,  et  le  rouler 
ensuite  sur  le  cylindre.  Dans  cet  état,  le  bord  du  carton  aurait  repris  la  forme 
qui  convient  à  la  section  plane  demandée,  et  Ton  pourrait  tracer  celle-rci  sur  le 
solide,  en  suivant  avec  un  crayon  le  bord  de  ce  carton  enroulé,  de  sorte  que 
l'ouvrier,  connaissant  ainsi  le  contour^de  la  partie  du  solide  qu'il  doit  enlever, 
pourrait  achever  l'ouvrage  avec  toute  la  précision  désirable.  Nous  rencontre- 
rons des  applications  fréquentesde  ce  procédé  dans  la  coupe  des  pierres  et  dans 
la  charpente. 

Fie.  59.      228.  Autre  solution  de  Pintersectûm  if  un  cylimlre  droit  par  un  plan. 

Il  peut  arriver  que  quelque  circonstance  delà  question,  empêche  de  choisir 
le  plan  vertical  de  projection  perpendiculaire  au  plan  sécant;  alors  ce  dernier 
aurait  pour  traces  des  droites  quelconques  PQ  et  QR',  et  le  cylindre  serait.tou- 
jours  représenté  par  sa  base  ABDC,  et  par  les  deux  verticales  UU^,  Y  Y',  qui 
forment  son  contour  apparent  sur  les  pls^ns  fixes.  Dans  .ce  cas,  suivons  la  opië* 
thode  générale  dun®  iilO,  et  coupoas  le  cylindre  et  le  plan  donné  PQR'  par 
divers  plans  horizoniauue^  tels  que  K'N'M';  ce  dernier  aura  pour  section  dans 
le^lan  donné,  une  horizontale  (K'M',  KM),  et  pour  section  dans  leoylindre,  une 
courbe  projetéesur  sa  base  ABDC;  par  conséquent,  les  points  M  et  N  qui  sont 
communs;  à  ces  deu^  sections  auxiliaires  sur  le  plan  horizontal,  étant  projetés 
sur  K'ftr,  fourniront  deux  points  (M,  M')  et  (N,  N')derintérsection  demandée. 
Les  autres  s  obtiendront  d'une /nanièré  toute  semblable,  en  menant  ê^  volonté 
des  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  comme  ÂX^,  ET",.... 

229.  Mais  il  vaut  mieux  interpréter  autrement  ces  constructions,  en  disant 
que  l'on  mène  à  volonté  des  plans  auxiliaires  quiêoieni  veriicaujf  et  par€Ulèles  à 
la  trace  PQ,  comme  MNK.  Alors,  ce  plan  vertical  coupera  le  plan  PQR' suivant 
l'horizontale  (RM,  K'M'),  et  le  cylindre  suivant  deux  génératrices  projetées 
surXN'  et  YM^;  donc  la  rencontre  de  ces  dernières  avec  la  ligne  K'M' fournira 
deux  points  (M,  MO  et  (N,  N')  de  l'intersection  demandée.  Cette  marche  offrira 
l'aTantage  de  pouvoir  trouver  directemept  certains  jpoinisremarquables  qu'il  im- 
porte de  construire  préférablement  à  d  autres  qui  en  seraient  même  très- 
voisins. 

1®  Si  Ton  applique  cette  méthode  à  la  recherche  des  points  situés  sur  les  arê- 
tes (A,  HU)^  (D,  YY'),.qui  forment  le  contour  apparent  du  cylindre  sur  le 
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plan  yerlioal,  on  obtiendra  les  points  A'  et  D^  qui  séparent /^joar/M  visible  de 
rîDtei^seclion  cherchée ,  d'avec  tapatlie  mrm£/0;  etdansCes  points-là,  iapro* 
jeclioii  verticale  A'B'D/C  detrà  toucher  les  deux  droites  UU'  et  VV.  En  eflFet . 
la  tangente  de  la  courbe  dans  Vespace  pour  le  point  ( A,  A')^  est  nécessairement 
située  dans  le  plan  tangent  du  cylindre  le  long  de  t'a^éte  (A,UUO;  i!nais  ce  plan 
est  ici  perpendiculaire  au  plan  vertical^  et  par  èonsféquent  la  tangente  en  ques- 
tion se  trouva  pi*ojetée  sur  sa  ti*acie  UU\  laquelle  tïoit  ainsi  toucher  la  courbe 
A'BiyC;  car  d  ailleurs  nous  avons  démontré  {h'  ÏTO)qu'ube  courbe  et  sa 
tangente  devaient  se  retrouver  tangentes  Tune  à  l'autre,  quand  on  les  projetait 
sur  un  même  plan. 

^  Le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  pluê  bas  de  la  courbe,  c'est-à-dire  ceux 
011  la  tangente  sera  horizontale,  s'obtiendront  en  cherchant  les  arêtes  6  etC  pour 
lesquelles  le  plan  tangent  du  cylindre  se  trouve  parallèle  à  la  trace  PQ.  En  effet^ 
si,  après  avoir  conduit  dans  cette  direction  la  tangente  Bide  la  base  ABDC,  et 
avoir  construit  comme  ci-dessus  te  point  (B,  B'jde  la  section,  on  veut  trouver 
la  tangente  relative  à  ce  point,  il  faudra (  n^  213^)  chercher  Tinterseclion  du 
plan  PQR'  avec  le  plan  vertical  Bir  qui  touche  le  cylindre  en  (B,  B');  or,  ces 
deux  plans  ayant  leurs  traces  parallèles,  ils  secouperont  nécessairement  suivant 
une  horizontale  Vb'  qui  sera  la  tangente  au  point  d  •  Cette  droite  devient  ainsi 
une  limite  de  la  courbe;  et  l'autre  limite  sera  la  tangente  au  point  (C,  C),  qui 
se  trouvera  pareillement  horizontale. 

'  230.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (M,  M')  sera  donnée  par  Tinter- 
section  du  plan  PQR'avec  le  plan  tangent  dii  cylindre  le  long  de  Taréte  verti- 
cale M  ;  or  ce  dernier  a  pour  trace  la  droite  MT  qui  rencontre  PQ  au  point  T; 
de  sorte  que ,  sans  chercher  la  seconde  trace  de  ce  plan  tangent,  on  est  certain 
que  T  est  la  trace  horizontale  de  la  tangente  demandée.  Dès  lors,  en  projetant 
ce  point  sur  la  ligne  de  terre,  et  le  joignant  avec  le  point  de  contact,  on  obtien- 
dra TM  et  TM'  pour  les  projections  de  la  tangente. 

231.  Le  rabattemeHl  de  la  courbe  pourrait  s'eflFectuer  en  faisant  tourner  le 
plan  t^QR'  autour  de  sa  tfàcè  PQ ,  pour  l'abattre  sur  le  plan  horizontal  ;  et 
comme  dans  ce  mouvement  dé  révolution ,  lé  point  quelconque (  M,  M')  ne 
sôftirait  pas  du  plan  vertical  PM  perpendiculaire  à  la  charnière  PQ ,  il  suffirait 
de  chercher  (n*"  17  )  la  distance  du  point  P  au  point  (M, M'),  puis  de  porter  cette 
distance  sur  Ptt  pMlôngée,  pour  obtenir  la  position  du  point(M,-  M')en  rabat- 
tement. Les  autres  points  se  détermineraient  d'une  madiere  semblable. 

Mais  il  vaut  ùiieux  rabattre  le  plan  VQW  sur  le  plan  vertical ,  autour*  de  sa 
trace  QR",  parce  que  chaque  horizontale  telle  que  (KM,  KIMi' )  conservera  sa 
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grandeur  absolue  qui  est  KM,  et  deviendra  parallèle  à  la  position  que  prendi'a 
la  trace  PQ  après  ce  rabattement.  Pour  trouver  cette  position,  j'imagine  que  la 
droite(BC,  B'G^)soit  prolongée  jusqu'aux  points  Sel  R'  où  elle  rencontre  les 
deux  traces  du  plan  PQR';  et  j'observe  que  cette  droite.,  dont  la  vraie  grandeur 
est  le  rabattement  R'S'\  fait  partie  d'un  triangle  rectangle  dont  les  deux  autres 
côtés  sont  QS  et  QR^  Si  donc,  avec  ces  trois  côtés,  on  construit  le  triangle 
QRV,  la  base  Qsp  sera  le  rabattement  de  la  trace  QSP  :  alors  ^en  tirant  des  pa- 
rallèles à  cette  ligne  Q#p,  et  en  prenant  les  distances 

rA  =  IB,     Z'a  =  ZA,     Z7  =  ZL,     rn  =  KN,     K'm  =  KM. ; 

on  obtiendra  une  série  de  points  qui,  réunis,  par  un  trait  continu ,  fourniront 
la  courbe  blmedcfab  pour  la  vraie  grandeur  à&  l'intersection  du  cylindre  par  le 
planPQR'. 

Quanta  la.tangente  de  ce  rabattement,  il  suffira  de  prendre  la  distance  Q^ 
égale  à  QT ,  et  de  joindre  le  point  t  avec  m  par  la  droite  tm. 

232.  Le  développement  de  la  surface  s'effectuera  ,  comme  au  n"*  222 ,  en 
portant  sur  une  droite  indéfinie  des  longueurs  égales  aux  arcs  de  la  base  ABDC , 
rectifiés  au  moyen  de  très^etites  cordes  ^  savoir  : 

^'X''  =  BL,     L"M''=LM,    M''E'  =  ME,     rD''  =  ED, ; 

ensuite,  par  les  points  de  divisionon  élèvera  des  ordonnées  égales  aux  portions 
correspondantes  des  génératrices  i  savoir , 

B"g=GB',  L"i  =  flL',  M'>  =  YM',  D'cJ=VD', 


et  la  courbe ^/xsdy^"  sera  la  transformée  de  la  section  du  cylindre. 

La  tangente.de  cette  transformée  au  pointja  est  ce  que  devient  la  tangente 
primitive  (MX ,  M'T');  or  celle-ci  étant  Thypothénuse  d'un  triangle  rectangle 
qui  a  pour  base  MT  et  pour  hauteur  Y  M',  et  dont  les  angles  demeurent  invaria- 
bles {u""  162), il  ny  aura  qu'à  prendre  la  sous-tangente  M".T"  =  R1T, et  tirer 
la  droite  T"/jt.  Cette  ligne  devra  toucher  la  transformée  en-jt*^  point  qui  est  ici 
assez  près  de  l'inflexion  ;  car  cette  circonstance  arrive  en  t ,  attendu  que  (  note 
du  n""  226)  le  point.(E,  E^)est  évidemment  celui  où  la  tangente  de  la  section 
serait  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  PQ  du  plan  sécant ,  et  qu'ainsi  cette 
tangente  est  la  ligne  de  la  pltis  grande  pente  du  plan ,,  pour  le  point  (E ,  E'). 
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'PROBLÈME  S.  Trouver  lespom^  de  geotion  d'un  plan  quelconque  PQR'  avec 
une  courbe  dont  les  projections  sont  ABCDEF  et  A'B'CD'ëT'. 

233.  Ce  problème  rentre  tout-à-fail  daos  le  précédedt  ;  car,  si  Ton  imagine  Fag.  62. 
le  cylindre  yertical  qui  prajette  la  courbe  donnée  suivant  ABCDEF ,  et  que  l'on 
construise ,  comme  au  n«  228,  la  projection  yerticale  A''B''C"D'^"  de  Tinter- 
section  de  ce  cylindre  avec  le  plan  PQR',  il  est  clair  que  les  points  cherchés  de- 
vront se  trouver  sur  cette  intersection  ;  et  comme  ils  sont  atissi  sur  la  courbe 
donnée ,  il  n'y  aura  qu'à  examiner  si  ces  deux  courbes  se  rencontrent  quelque 
part  sur  le  plan  yertical.  Ici  elles  ont  trois  points  commuas,  L',  Ai',  N',-  que  l'on 
projettera  sur  le  plan  horizontal  en  L,  M,  N,  et  ce  sont  là  aussi  les  points  où  le 
plan  PQR'  eoupeia  courbe  proposée.  11  est  yrai  qu'il  existe  un  quatrième  point 
de  rencontre  entre  les  projections  yerticales  ;  mais  on  reconnaît  aisément  que 
ce  point  n'est  pas  commun  aux  deux  courbes,  parce  qu1l  tombe  pourTune  sur 
l'arc  CD,  et  pour  l'autre  sur  lare  UE. 

Nous  ayons  ponctué  ies  arcs  de  la  courbe  qui  sont  au-dessous  du  plan,  parce 
que  nous  regardons  celui-ci  comme  existant  réellement,  afin  dé  faire  mieux  res- 
sortir la  situation  des  diverses  parties  de  la  ligne  à  double  courbure  :  mais  il  n'en 
est  pas  de  même  dans  l'épure  59 ,  où  le  plan  sécant  se  trouve  combiné  avec 
une  surfece,  et  où  nous  avons  dû,  suivant  la  convention  générale  établie  au 
n*  lOS,  regarder  ce  plan  comme  enlevé,  après  avoir  coupé  le  cylindre. 

234.  Dans  le  problème  pré<^edent  et  dans  les  questions  analogues ,  on  donne 
quelquefois  à  la  courbe  auxiliaire  A''B'^  D'\ ...  le  nom  de  courbe  de  recherche  ou 
courbe  d'erreur^  parce  que  les  eonstructionsque  nous  avons  employées  peu  vent 
être  présentées  sous  le  point  de  yue  suiyant.  Si  le  point  inconnu,  où  la  courbe 
proposée  perce  le. plan  PQR^  était  projeté  en  B  que  je  prends  au  hasard  sur 
la  projection  horizontale  ABCD....,  il  faudrait  qu'en  menant  parce  point,  con- 
^déré  comme  appartenant  au  plan  ,  une  parallèle  (BK ,  iL^B'')à  la  trace  PQ , 
cette  droite  allât  passer  par  le  point  (B ,  B')  de  la  courbe  ;  or  cette  parallèle  me 
fournit  B^^  au  heu  de  B'  pour  projection  yerticale  du  point  B;  par  conséquent, 
lliypothèse  d'où  je  suis  parti  est  une  erreur.  En  répétant  un  essai  semblable  sur 
le  point  C ,  je  trouve  une  autre  erreur  en  sens  opposé ,  puisque  j'obtiens  une 
projection  yerticale  C  située  plus  haut  que  C;  d'où  je  conclus  que  le  véritable 
-pDint  cherche  est  entre  B  et  C ,  et  qu'en  réitérant  de  pareils  essais  pour  des  po« 
sitions  intermédiaires  9  je  finirais  par  tomber  sur  le  point  de  section  (M,  M'). 
Mais,  au  lieu  de  chercher  à  obtenir  immédiatement  ce  point  prcfcispar  des  tâ- 
tonnements multipliés,  il  est  plus  commode  de  construire  un  certain  nombre  de 
points  quelconques  de  ia courbe  d'erreur  ;  puis,  de  les  réunir  par  un  trait  con- 
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tinu  dont  la  rencontre  avec  la  courbe  proposée  fommira  le  point  demandé 

(M ,  M')- 

PROBLÈME  3.  Étant  donné  un  cylindre  oblique  à  base  quelconque^  trouver 
ioles  projections  de  la  sbctiou  droits  de  ce  cylindre  ;  S*  le  rabattement  de  cette 
section;  i^le  développement  de  la  surface  et  la  transformée  de  la  courbe  qui  ser-- 
vait  de  base  ;  avec  les  tangenies  â  ces  diverses  courbes, 
FiG .  60.  235 .  Soit  ABCD  la  base  du  cylindre  que  nous  supposons  plane  ^  et  doù  t  nous 
adoptons  le  plan  pour  plan  horizontal  de  projection;  soit  d'ailleura  (EE'\  E'E'") 
la  direction  des  génératrices.  Alors,  en  menant  à  la  base  les  tangentes  BB''  et 
DD'^  parallèles  à  EE'\  ce  seront  les  traces  de  deux  plans  tangents  yerticaux  ^  et 
par  conséquent  ces  droites  formeront  le  contour  apparent  du  cylindre  sur  le 
plan  horizontal  (n""  106)  ;  tandis  que  les  tangentes  EE'  et  FF^^  perpendiculaires 
à  la  ligne  de  terre ,  fourniront,  pour  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical,  les 
génératrices  £'E'"  et  FT''\  qui  né  sont  autre  chose  que  les  traces  de  deux  plans 
tangents  perpendiculaires  au  planyertical.  Nous  supposons  d  ailleurs  que  le  cy- 
lindre est  terminé  et  fermé  par  deux  plans  horizontaux  E'F  el;  E"'F"',  ce  qui 
rendra  invisibles  sur  le  plan  horizontal  les  arêtes  CC",  FF^',.....  et  manifestera 
d^une  manière  plus  sensible  la  situation  de  ces  arêtes  inférieures.  Pour  mieux 
accuser  aussi  la  forme  de  la  surface ,  nous  regarderons  toutes  les  arêtes  que 
uousaurons  besoin  d  employer,  non  comme  des  lignes  auxiliaires,  mais  comme 
des  génératrices  qui  f  marquées  en  traits  pleins  ouponciués,  feront  discerner  les 
parties  supérieures  ou  antérieures  d'avec  les  parties  opposées  de  la  surface. 

236.  Cela  posé,  puisque  la  section  droite  ou  seciionorthegonale  d'un  cylindre, 
est  la  courbe  tracée  sur  cette  surface  par  un  plan  sécant  perpendiculaire  aux 
génératrices,  et  que  d'ailleurs  toutes  les  sections  parallèles  fiâtes  dans  un  cy* 
lindre  sont  identiques,  menons^  par  un  point  quelconque  Q  de  la  ligne  de 
terre ,  les  traces  PQ  et  QR'  respectivement  perpendiculaires  aux  projections 
des  génératrices ,  et  cherchons  l'intersection  de  la  surface  avec  le  plan  PQR'. 
Pour  obtenir  cette  intersection ,  nous  couperons  les  deux  surlaces  par  divers 
plans  auxiliaires  qui  soient  tous  verticaux  elparallèles  auiv  arêtes  du  cylindre, 
parce  qu'ainsi  nous  n'auronsà  combiner  que  des  sections  rectiiignes;  d'ailleurs» 
afin  de  simplifier  Topëration  ultérieure  du  développement^  il  sera  bon  de  oon«> 
duire  ces  plans  par  des  points  de  la  base,  qui  soient  deux  à  deux  sur  des  oordes 
GH.  EL,...  parallèlesà  la  trace  PQ.  Toutes  ces  dispositions  e'tant  admises,  nous 
pouvons  opérer  de  deux  manières. 

237.  Première  méthode.  Soient  GKI  et  IFlestracesd'un  plan  sécant  vertical: 
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elles  renoontreot  celles  du  plan  PQR'  aux  points  K  et  T  ;  par  conséquent ,  l'in-  • 
tersecUon  de  ces  deux  plans  est  la  droite(GI,  TK');  naais,  comme  il  importe  de 
déterminer  cette  ligne  avec  une  grande  exactitude^  attendu  que  pour  les  autre» 
plans  auxiliaires  il  nous  suffira  évidemment  de  mener  des  parallèles  à  TK'  , 
nous  allons  construire  un  troisième  point  de.  cette  droite.  Cherchons,  par  exem- 
ple, celui  qui  est  projeté  en  S  ;  et  pour  cela,  imaginons  par  ce  point  une  horizon- 
tale parallèle  à  la  trace  PQ.  Cette  parallèle^  qui  sera  nécessairement  contenue 
dans  le  plan  PQR' ,  aura  pour  projection  horizontale  ^ ,  et  elle  ira  percer  le 
plan  vertical  en  R'  ;  donc  R'S' ,  parallèle  à  la  ligne  de  terre ,  est  sa  projection 
verticale  ;  et  si  l'on  y  rapporte  le  point  S  en  S%  ce  dernier  devra  appartenir  à 
la  droite  TK'S'.  t 

D'ailleurs,  le  même  plan  auxiliaire  GKI  a  dû  couper  le  cylindre  suivant  deux 
arêtes  dootles  pieds  sonten  G  etH ,  et  qui,  par  suite,  sont  projetées  verticale- 
ment sur  G'G"'  etH'H"'  ;  par  conséquent,  la  rencontre  de  ces  deux  droites  aTec 
la  section  K'S'  fournira  deux'points  </^  et  h'  de  la  projection  verticale  de  la  courbe 
demandée.  Ensuite,  on  les  projettera  sur  GHK  en  ^  et  A,  qui  seront  deux  points 
de  la  projection  horizontale  de  la  même  courbe. 

Maintenant ,  considérons  un  autre  plan  sécant  MNY.  11  coupe  le  plan  PQR' 
suivant  une  droite  dont  la  trace  est  (Y,  Y');  et  sans  chercher  d'autres  points, 
nous  sommes  certains  que  cette  section  est  YW  parallèle  à  K'S'  ;  puis,  comme 
ce  plan  MNY  coupe  aussi  le  cylindre  suivant  les  deux  arêtes  M'H"''  et  N'N'''  qui 
rencontrent  la  droite  YW  en  m  et  n\  ce  sont  là  deux  nouveaux  points  de  la 
courbe  cherchée,  qu'il  restera  ensuite  à  projeter  horizontalement  sur  M  Y  en  m 
et  n.  Le  même  procédé,  appliqué  à  d  autres  plans  sécants ,  fournira  ainsi  les 
projections  nmbnod  et  atnbWodf  de  la  section  orthogonale  du  cylindre. 

^iS.  Deuûnème  méthode.  Soit  ACY  un  plan  vertical  parallèle  aux  arêtes  du  Fie.  60. 
cylindre  :  il  coupe  cette  suriace  suivant  deux  génératrices  partant  des  points  A 
et  C  ;  et  le  pbn  PQR'  suivant  une  droite  qui  part  du  point  Y  et  se  trouve  per- 
pendiculaireà  ces  génératrices  ;  donc,  si  Ton  rabat  ce  plan  sécant  autour  de  AY, 
eo  portant  la  hauteur  YX  de  Y  en  Z'\  la  droite  AZ"  et  sa  parallèle  Ce''  seront 
les  positions  nouvelles  des  génératrices,  tandis  que  la  perpendiculaire  Yc'a\ 
abaissée  sur  ces  lignes,fera connaître  les  rabattements  a'  eic"  de  deux  points 
de  la  courbe  cherchée.  Ensuite,  pour  un  autre  plan  sécant  MNY,  il  suffira  de 
mener  Mm"  et  Nn"  parallèlement  à  AZ" ,  et  la  droite  \m'  parallèle  à  Ya",  four- 
nira encore  les  rabattements  m^  et  tf"  de  deux  nouveaux  points  de  la  section 
droite  du  cylindre.  D'ailleurs ,  il  deviendra  superflu  de  tracer  les  projections 
de  cette  courbe,  attendu  que  les  rabattements  ainsi  obtenus  suffiront,  comme 
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•  on  va  le  voir,  pour  construire  lavraie  grandeur  de  celle  courbe,  et  poiir  ef- 
fectuer le  développement  du  cylindre ,  ce  qui  est  le  but  principal  du  problème 
ocluel(*).  » 

Néanmoins,  si  l'onTeut  déduire  de  là  les  projeclions  de  la  section  droile.  if 
n'y  a  qu'à  rapporter  les  points  a",  c",  m",  n", ena,c,m,  n.,...  par  des  per- 
pendiculaires à  la  charnière  AY;  puis ,  projeter  ces  derniers  points  en  a^^  d. 

m\  n\ sur  les  projections  verticales  des  génératrices  correspondantes. 

Fin.  60.  ^39.  Il  esl  des  points  remarquables  qu'il  faut  construire  prëférablement  à 
d'autres  qui  en  seraient  même  très-voisins  ;  et  l'on  fera  bien  de  commencer  par 
là  rexécutiori  de  Léptire» 

1^  Si  l'on  applique  Tune  des  deux  méthodes  précédentes  aux  aréles  BB''  ef 
DU"  qui  {forment  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal ,  on  trouvera  les 
points  (6,  V)  eL{d^  d)^  dans  lesquels  la  courbe  devra  toucher  les  arêtes  en  ques-- 
lion,  m^iis seulementen projeetton  horizontale.  En  effet,  quoique  dans  l'espace 
la  tangente  de  celte  courbe  et  iarêle  du  cylindre  soient  très-distinetes  Tune  de 
l'autre,  puisqu'ici  elles  sont  perpendiculaires^  néanmoins*  ces  droites  se  trou- 
vant situées  toutes  deux  dans  le  plan  tangent  qui  est  évidemment'Tertical  pour, 
le  point(6,  6')i'^  s'ensuit  qu'elles  doivent  coïncider  en  projection  horizontale  ; 
donc^  la  tangente  se  trouve  ici  projetée  sur  BB"  ;  et  par  conséqucnt(n?  102)- 
cette  ligne  doit  toucher  la  projection  horizontale  de  la  courbe. 

Observons,  d'ailleurs,  que  lés  points  b  et  ficelant  situés  sur  le  contour  appa- 
rent de  la  surface  relativement  au  plan  horizontal,  ils  formeront  les  limites  qui 
séparent  la  branche  visible  badde  la  branche  invisible  bcd^  pour  l'observateur 
qui  considère  cette  projection. 

2**  En  appliquant  aussi  le  procédé  générale  la  recherche  des  points  situé» 
sur  les  arêtes  E'E'"  et  F'F"',  qui  forment  le  contour  apparent  sur  le  plan  verti- 
cal, on  obtiendra  les  points  (e,e)el( /*,/*'),  dans  lesquels  la  projection  verticale 
de  la  courbe  «era  touchée  \fSLr  ces  droites.  Ce  contact  résulte  encore  de  ce  que  la 
tangente  de  la  courbe  dans  l'espace  et  l'arête  du  cylindre,  sont  toutes  deux 
dans  un  plan  tangent  qui  se  trouveici  perpendiculaire  au  planTértical;  et  par 


(*)  Cette  mélboJe  ingénieuse  qui  est.due  à  M.  3%,  OHuêr^Tenenl  à  olioisîrleplan  vertical'^ 
de  projection  parallèle  aux'arétesdu  cylindre,  et  elleof&e  des  avantagea  qui  deviendront  sen- 
sibles dans  les  opérations  des  n*>'  241  et  S43.  Cependant,  s'il  s*agissait  d'obtenir  Tintersectioa 
d'un  cylindre  oblique  par  un  plan  quelconque  non  perpendiculaire  aux  génératrices,  il  vau- 
drait mieux  suivre  la  première  méthode  ;  c'est  pourquoi  nous  Favons  conservée  ici ,  afin  de» 
montrer  comment  on  devrait  agir  dans  un  pareil  cas. 
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conséquent  la  projection  verticale  de  la  tangente  comcide  avec  celle  de  l'arête 
du  cylindre.  D  ailleurs  ^  les  points  e  et  /^seront  ici  les  limites  qui  séparent  la 
branche  yisible  e'atm'f  de  la  branche  invisible  e'flT A/',  pour  l'observateur  qui 
considère  la  projection  verticale. 

S""  Pour  obtenir  le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  c'est- 
à-dire  ceux  où  sa  tangente  est  horizontale^  il  faut  chercher  d'abord  sur  la  base 
ABCD,  quelle  que  soit  sa  forme,  les  points  A  et  C  où  la  tangente  sera  parallèle 
à  la  trace  horizon  taie  PQ  du  plan  qui  coupe  le  cylindre  :  alors,  si  l'on  construit 
par  le  procédé  général  le  point  (a,a)  de  l'intersection  qui  sera  situé  sur  l'arête 
AA'',  je  dis  que  la  tangente  en  ce  point  se  trouvera  horizontale.  En  effet,  cette 
tangente  doit  être  (n®  215)  Tintersection  du  plan  PQR'  avec  le  plan  tangent  le 
long  de  Tarête  A  A'^;  mais,  par  hypothèse ,  la  trace  horizontale  Ad  de  ce  dernier 
plan  est  parallèle  à  PQ;  donc  ces  deux  plans  ne  peuvent  se  couper  que  suivant 
une  droite  parallèle  à  PQ,  c  est-à-dire  horizontale.  11  en  serait  de  même  pour  l'a- 
rête (X!\  qui  fournira  un  point  (c^c^)  où  la  tangente  de  l'intersection  sera  en«- 
core  horizontale.  Ces  deux  points  sont  très-utiles  à  déterminer,  pour  tracer  la 
courbe  avec  facilité  et  exactitude,  sur  les  plans  de  projection. 

240.  Maintenant,  construisons  la  tangente  de  l'intersection  pour  un  point 
quelconque  (m,fit').  Ce  point  se  trouve  sur  l'arête  mM;  et  le  plan  tangent  du 
cylindre  le  long  de  cette  génératrice,  ayant  pbur  trace  horizontale  la  tangente 
MT  de  la  base,  si  Ton  prolonge  cette  droite  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  PQ  en  T, 
ce  sera  là  un  point  de  l'intersection  du  plan  tangent  avec  le  plan  de  la  courbe, 
intersection  qui  n'est  autre  chose  que  la  tangente  cherchée  (n""  213).  Donc,  en 
joignant  le  point  de  contact  (m,m^)  qui  est  déjà  connu,  avec  le  point  T  qui  se 
projette  verticalement  en  T  sur  la  ligne  de  terre,  on  obtiendra  Tm  et  TW  pour 
les  projections  de  la  tangente  demandée. 

241.  Rabattement.  Pour  obtenir  l'intersection  dans  sa  véritable  forme,  rabat* 
ions  le  plan  PQR.'  sur  le  plan  horizontal,  en  faisant  tourner  le  premier  autour 
desa  trace  PQ;  puis,  cherchons  ce  que  de  vient  alors  le  point  quelconque  (m,m') 
de  la  courbe.  Ce  point  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  mV  perpendiculaire  à  la 
diamière;  et  comme  sa  plus  courte  distance  à  cette  droite  est  évidemment  la 
ligne  (mV,m'V'),  il  n'y  a  qu'à  évaluer,  par  le  procédé  général  du  n"  17,  la 
véritable  longueur  de  cette  ligne,  puis  la  porter  de  Y  en  ju,  et  ce  dernier  point 
sera  le  rabattement  de  (m,m').  Mais  observons  ici  que,  si  l'on  a  employé  la 
méthode  du  n^258,  on  connaîtra  immédiatement  la  vraie  longueur  cherchée, 
car  elle  est  évidemment  Vm";  de  sorte  qu'en  décrivant  avec  cette  droite  pour 
rayon  un  arc  de  cercle,  il  ira  couper  la  ligne  VH  au  point  demandé  /u*  De 
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même,  les  arcs  de  cercle  dëcrils  avec  les  rayons  Ya'^  et  Yc*^,  fourniront  les 
points  a  et  7;  et  par  des  opérations  semblableis,  on  obtiendra  la  courbe  ak(£\jfyi 
pour  le  rabattement  de  la  section  droite  du  cylindre. 

242.  La  tangente  (mT,  m^TOde  la  courbe  primitive  ayaiH  son  pied  T  situé 
surla  charnière  PQ,  ce  point  restera  immobile  pendant  le  mouvement  de  rota- 
tion; et  comme  le  point  de  contact  (m, m')  s'est  iransportëen  |u,  il  s'ensuit  que 
T^  est  le  rabattement  de  la  tangente,  ligne  qui  devra  toucher  exactement  la 
courbe eikfjS. ....  an  point fi* 

243.  Développement.  Nous  avons  démontré  (n*  166)  que,  parmi  toutes  les 
courbes  j9/ait6^  tracées  sur  un  cylindre  quelconque,  la  section  orthogonaleélaii 
la  seule  qui  devint  une  Itgtêe  droite  après  le  développement  de  la  surface.  Par 
conséquent  il  ne  suffisait  pas  ici  de  connaître  la  base  ABCD  dû  cylindre,  pour 
être  en  état  de  le  développer;  mais  il  fallait  nécessairement  chercher  la  section 
droite(aÂce/,a^i&W),  et  même  construire  le  rabattement  o^  de  cette  courbe , 
afin  de  pouvoir  mesurer  chacun  desarcs  aX,X]u,....  et  de  porter  leurs  longueurs 
rectifiées^  à  la  suite  les  unes  des  autres ,  sur  une  même  droite  (*).  Ainsi,  en 

FiG.  60  supposant  qu'on  ouvre  le  cylindre  le  long  de  Taréte  AÂ'^  on  prendra  sur  une 
et  61    droite  indéfinie  xy  les  distances 


aX  =  «X^  ^,f*,  =  ^»  ^,S.  =/*6,  e,w.  =  ffu,, 


puis,  partons  les  points  dedivision,  on  élèvera  des  perpendiculaires  indéfinies 
surla  droite  ^y,  et  ce  seront  là  (n®  161)  les  positions  des  génératrices  après  le 
développement.  Ensuite,  pour  obtenir  la  courbe  suivant  laquelle  se  trans- 
forn^e,  par  cette  opération,  la  base  inférieure  ABCD,  il  faudra  porter  sur  ces 
perpendiculaires  ,  les  longueurs  des  diverses  portions  de  génératrices  com* 
prises  entre  celte  base  et  la  section  droite,  lesquelles  ont  pour  projections 


(Aa,  k!a\  (L/,  L7')  (Mm,  MW), 


et  qui  peuvent  être  évaluées  par  le  procédé  général  du  n"  17.  Mais  ici  encore 
laméthodedu  n°  238  oflFrira  un  avantage  sensible;  car  elle  fournira  iminédia- 


('*')Nous  avoDA  déjà  dit  que,  pour  rectifier  un  arc  tel  que  «^,  il  faut  eiaptoy^er  une  ouverture 
de  compas  qui  soit  contenue  en  certain  nombre  de  fois  surceiaro,  maisassez^  petite  pour  que 
la  corde  qu*elle  représente  se  confonde  sensiblement  aree  Tare  partiel  que  soutendrail  celte 
corde. 
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teineot  pour  ces  longueurs,  les  droites  rabatUies  suifant 


Ai^',  U\  Mm", 


que  Ton  transportera  sur  le  développement  en 

■ 

et  la  courbe  A,L,M,B^G,D,A,  qui  passera  par  les  extrémités  de  ees  droites, 
sera  (a  transformée  de  la  base  ALMBGDA. 

La  transformée  de  la  base  supérieure  s  obtiendrait  généralement  en  portant, 
sur  les  perpendiculaires  à  œy  et  au-dessus  de  cette  ligne,  des  distances  ^les 
aux  portions  de  génératrices  qui  seraient  comprises  entre  la  section  droite  et 
la  courbe  A^L^M^'B",.'--*;  ^ocLm%  ici,  où  les  deux  bases  sont  parallèles,  les  lon- 
gueurs des  génératrices  totales  sont  constantes;  de  sorte  qu'il  suffira  d'évaluer 
la  grandeur  d'une  seule  arête  (AA'^  A' A"'),  laquelle  est  donnée  par  le  rabatte- 
ment AA^  {fiy.  00),  puis  de  porter  cette  grandeur  constante  sur  les  diverses 
perpendiculaires  à  â^y,  à  partir  des  points  A,,  L,,  M,,....  On  obtiendra  ainsi« 
pour  transformée  de  la  base  supérieure,  une  courbe  A^L^M^C^A,  identique 
avec  A,L,M,C,A,. 

244.  Observons  ici  que  quand  la  base  ABCD  du  cylindre  sera  un  cercle, 
comme  dans  notre  épure,  ou  même  une  ellipse  dont  un  des  axes  BD  se  trouvera 
perpefuliculair$ima9génératricêg^  la  section  drcHte  sera  une  ellipse  dont  les  axes 
seTOOl{bdtb^df)et{aCtafc).  En  effet,  le  plan  qui  serait  mené  par  les  deux 
arêtes  BB^  et  DD"'  ayant  alors,  par  hypothèse,  sa  trace  horizontale  BD  paraU 
lèle  à  PQ,  il  devra  couper  le  planPQR'  suivant  une  corde  {bd^  b'd)  parallèle  à 
PQ;  per  eoBséquent  cette  «orde  sera  perpendiculaire  sur  les  tangentes  de  la 
courbe  aox  points  (6,  b')  et  {d^d')^  puisque  ces  tangentes  sont  dans  les  plans 
f ertieaux  BB''  et  DD''.  Ainsi,  la  corde  horizontale  {bd^  b'df)  est  nécessairement 
un  dêaimèire  principal^  ou  un  axe  derellipse  dans  t'espace»  et  le  second  axe,  qui 
est  perpendiculaire  au  premier,  est  (oc,  aV).  Mais  il  faut  observer  que  ces 
deux  droites,  en  se  projetant  sur  le  plan  rertical,  ne  restent  pas  perpendieu* 
Imes,  et  deviennent  eeulenent  ddamètrei  conjugués  de  a'Vcd!\  tandis  qu'elles 
eoDtinnent  d'être  les  axes  de  la  projection  horizontale  abod. 

D'«piè8  oette  remarque,  et  si4'on  a  eu  soin  de  prendre  les  pointsG  et  M,  Eet 
L. deux  à  deux  sur  des  droites  parallèles  à  PQ,  la  section  orthogonale  ra- 
battue suivanl  a£^,  se  trouvera  divisée  par  les  génératrices  en  arcs  égaux  et  sy- 
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métrîquemeDt  placés  quatre  à  quatre  ;  de  sorte  que,  pour  rectifier  cette  courbe, 
il  suffira  de  mesurer  seulement  les  trois  arcs  «X,  ^  el  fiS^  puis  de  porter  ces 
longueurs  sur  xy  quatre  fois  de  suite,  mais  en  renversant  l'ordre  de  cesarcsà 
chaque  série.  Les  longueurs  des  portions  de  génératrices  offriront  aussi  des 
relations  analogues,  qui  permettront  de  n'employer  que  la  première  moitié  de 
ces  droites. 
Fio.  60.  245.  Pour  obtenir  la  tangente  de  la  transformée,  qui  n*est  autre  chose  que 
®  ce  que  devient  la  tangente  primitive  TM  de  la  base  du  cylindre,  après  le  déve- 

loppement de  cette  surface,  il  faut  se  rappeler  (n*"  162)  que,  dans  cette  opéra- 
tion, le  triangle  projeté  sur  MmT  reste  invariable  déforme.  Or  ce  triangle  est 
rectangle  au  point  (m,  m);  Tun  des  côtés  projeté  sur  Mmestdéjài*apportésur 
le  développement  en  ijlJA^\  le  second  côté  Tma  pour  longueur  véritable  Tfx 
qui  est  son  rabattement  :  donc,  si  l'on  prend  sur  ory  la  distance  fx.T^  ^^i^'T,  et 
que  Ion  mène  Thypoténuse  T,M,,  cette  droite  sera  la  tangente  de  la  trans- 
formée au  point  M,. 

Puisque  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  un  point  quelconque,  Tan- 
gle  T^M,/Ji,  formé  par  une  tangente  et  par  l'arête  correspondante,  demeure  le 
même  avant  et  après  le  développement^  il  s'ensuit  qu'aux  points  A,,  C,,  A,^ 
la  transformée  devra  couper  les  génératrices  à  angles  droits;  car,  sur  le  cylindre 
primitif,  la  tangente  aux  points  A  et  C  de  la  base,  était  évidemment  perpendi- 
culaire sur  la  génératrice  correspondante. 

PROBLÈME  4.  Étant  donnée  un  cône  droit  et  un  plan,  trouver^  \^  lee  pro^ 
jections  deleur  intersection;  â^  le  rabattement  de  oette  courbe;  3^  le  développement 
du  cône  et  la  transformée  de  Vintersectian^  ainsi  que  les  tangentes  à  ces  diverses 
courbes. 
Fio.  63.     ^46.  Un  cône  droit  étant  une  surface  de  révolution  engendrée  par  une  droite 
qui  rencontre  Taxe,  toute  section  perpendiculaire  à  cette  dernière  ligne  sera 
un  cercle  AGBD,  que  nous  r^arderons  comme  la  directrice  ou  la  base  du 
cône,  et  dont  nous  adopterons  le  plan  pour  plan  horizontal  de  projection.  Le 
sommet  étant  projeté  en  (S,  S'),  le  contour  apparent  du  cône  sur  le  plan  ver- 
tical, sera  formé  {d?  106)  par  les  deux  génératrices  S'' A',  S'h\  qui  répondent 
aux  plans  tangents  AA'S',  BB'S",  perpendiculaires  au  plan  vertical  ;  et  si  d'ail- 
leurs on  admet,  pour  simplifier  un  peu  les  opérations  graphiques,  que  celui-ci 
a  été  choisi  perpendiculaire  au  plan  sécant,  ce  dernier  aura  pour  traces  des 
lignes  telles  que  PQ  et  QR^ 

247.  Cela  posé,  coupons  le  planPQR'et  lecône  par  des  plans  auxiliaires  qui 
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passent  iouspar  le  $omfnet(^^  SO»  et  qui  soient  en  outre  perpendiculaires  au  plan 
terUcal*  Un  de  ces  plans  auxiliaires  aura  pour  traces,  une  droite  ST'  menée  par 
le  point  S'  dans  une  direction  arbitraire,  el;  une  droite  F'KF  perpendiculaire  à 
la  li^e  de  terre.  Comme  cette  dernière  trace  rencontre  la  base  ACBD  du  cône 
en  deux  points  F  et  K ,  j'en  conclus  que  les  génératrices  $F  etSK  sont  les  sec- 
tions de  la  surface  par  le  plan  auxiliaire  STT  ;  mais  celui-ci  coupe  le  plan 
PQR^  suivant  une  droite  nécessairement  perpendiculaire  au  plan  Yertical ,  et 
projetée  en  (M',  XNM)  ;  donc  la  rencontre  de  cette  droite  avec  les  deux  généra- 
trices fournira,  sur  le  plan  horizontal,  deux  points  M  et  N  de  la  courbe  deman- 
dée, lesquels  seront  d'ailleurs  projetés  yerticalement  en  M\ 

En  répétant  ces  constructions  pour  d'autres  plans  auxiliaires,  on  obtiendra 
des  points  de  Tintersection  aussi  multipliés  qu'on  le  voudra  ;  mais,  pour  l'opéra- 
tion ultérieure  du  développement,  il  sera  utile  de  faire  passer  les  traces  hori- 
zontales des  plans  auxiliaires,  par  des  points  A,  E,  F,  C>....  qui  divisent  le  cercle 
en  arcs  égaux.  Parmi  ces  plans,  se  trouveront  les  plans  tangents  AA'S'etBB'S^ 
dont  chacun  fournira  un  point  unique (  G,  G' )  ou  (  H,  H');  ce  seront  là  deux 
sommets  de  l'intersection ,  car  on  voit  aisément  que  la  droite  (  GH  ,  G'H'  ) 
divise  en  deux  parties  égales  et  à  angle  droit ,  toutes  les  cordes  parallèles  à 
MM  ;  de  sorte  que  cette  droite  est  un  a^e  de  la  section  conique.  Cette  courbe 
qui,  dans  l'exemple  actuel ,  est  une  ellipse,  a  pour  projections  GLMHN 
et  G'H'. 

248.  La  méthode  précédente  ne  pourra  pas  servir  à  trouver  les  points  de  piQ,  63. 
rintersection ,  situés  sur  les  deux  arêtes  SC  et  SD  qui  se  projettent  verticale- 
ment suivant  Taxe  du  cône  ;  parce  qu'ici ,  les  sections  auxiliaires  faites  dans 

cette  surface  et  dans  le  plan  PQR' ,  se  confondraient  toutes  sur  le  plan  hori- 
zontal avec  la  droite  CSD.  Hais,  si  nous  menons  par  le  point  V  un  plan  sécant 
horizantalt  il  coupera  le  cône  suivant  un  cercle  du  rayon  TV  —  SV,  et  le  plan 
donné  suivant  une  droite(l%  CD)  ;  par  conséquent,  la  rencontre  de  cette  ligne 
avec  le  cercle  du  rayon  SV  sur  le  plan  horizontal,  fournira  les  deux  points  de- 
mandés I  et  J. 

Ce  second  procédé. aurait  pu  aussi  être  employé  pour  trouver  les  autres 
points  de  Tintersection  du  cône  avec  le  plan  PQR'  ;  et  d'ailleurs ,  il  peut 
servir  à  vérifier  la  position  des  points  pour  lesquels,  dans  la  première  méthode, 
la  rencontre  des  arêtes  et  des  droites  se  fait  sous  un  angle  trop  aigu. 

249.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (  M,  HM  de  la  courbe,  est 
(n«  213)  l'intersection  du  plan  PQR'  avec  le  plan  tangent  du  cône  le  long  de 
i'aréte  SMF.  Or  ce  dernier  a  pour  trace  horizontale  la  tangente  FT  de  la  base 
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ACBD;  ainsi,  le  point  T  où  se  eoopeat  les  droites  FT  et  PQ ,  est  un  point  de 
la  tangente  cherchée,  et  même  ce  point  en  est  hi  trace  horizontale;  donc  enfin. 
ceUe  Ungente  est  la  droite  (TM,  QVL'  ). 

^0.  Rabattement.  Faisons  tourner  le  plan  PQR'  autour  de  sa  trace  QR'  ^ 
pour  le  rabattre  sur  le  plan  vertical.  Dans  ce  mouvement,  la  droite  (MNX^  M^  ) 
évidemment  perpendiculaire  à  la  charnière^  demeurera  à  angle  droit  sur  cet 
axe  de  rotation,  et  prendra  la  position  Wm  ;  donc,  en  portant  sur  cette  dernière 
ligne,  les  distances 

Mm»XM,     Mrt«=XN, 

on  obtiendra  les  points  m  et  n  pour  les  rabattements  de  Met  N.  Tous  les  autres 
points  se  trouveront  semblablement ,  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  sera 
glmihn. 

Par  suite  des  mêmes  considérations ,  on  verra  aiséoient  que  le  pied  T  de  la 
tangente  TM|  se  transporte  à  une  distance  Qtz=sQT,  sur  une  perpendiculaire 
à  la  charnière  QR'  ;  ainsi ,  en  joignant  les  points  I  et  m ,  on  aura  la  droite  $m 
qui  devra  toucher  en  m  la  courbe  rabattue  jf/mft. 
FiG .  63.  251  •  Développement.  Nous  savons  (n»  1 70)  qu'une  surfece  conique  quelcon- 
que est  développable ,  et  que  dans  cette  transformation ,  les  génératrices  ou 
des  portions  quelconques  de  ces  droites,  nechangent  pas  de  longueur.  Donc, 
puisqu'ici  où  le  cdne  est  droit,  les  arêtes  comprises  depuis  le  sommet  jusqu'à 
la  base  sont  toutes  égales ,  il  est  évident  que  les  extrémités  de  ces  dnntes  se 
trouveront  situées ,  après  le  développement ,  sur  une  circonférence  de  cercle 
ayant  pour  centré  le  sommet  du  cône  et  un  rayon  égal  à  S'A'.  Ainsi ,  dioisis- 
sons  sur  le  plan  où  Ton  veut  exé<»iterle  développement,  un  point  arbitraire  S^'  ; 
et  avec  un  rayon  S'' A''  *^  S'A\  décrivons  un  cercle  sur  lequel  nous  prendrons 
un  arc  A''B"A'''  qui  soit  une  fraction  de  la  circonférence  totale,  exprimée  par 
le  rapport  de  SA  à  S'A';  puis ,  tirons  le  rayon  A"'S",  et  alors  le  seoteur  S^A'^B'^A'" 
représentera  exactement  la  nappe  inférieure  du  cône,  développée  sur  le  plan 
que  nous  avons  choisi.  Quant  à  la  nappe  supérieure ,  nous  en  faisons  abs-- 
traction  ici ,  parce  qu'elle  n'est  pas  reneontrëe  par  le  plan  PQR'  ;  mais , 
dans  un  autre  exemple ,  nous  verrons  ce  qu  il  faut  faire  pour  celle  seconde 
nappe. 

252.  Maintenant ,  pour  obtenir  la  transformée  de  Tinterseclion  (  GLMH , 
G'H'X  6^  ^^  admettant  que  le  cône  a  été  ouvert  le  long  de  Taréte  (SA ,  S'A'  ), 
prenons  sur  la  circonférence  A^B^' A"'"  qui  est  elle*même  la  transformée  de  la  base 
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ACBD,  des  arcd  (*) 

A"E"  =  AE,  E"F"  =  EF,  FC=FC. , 


puis,  tironsles  rayons  S 'E",S"F'^,.,..  surlesquels  il  faudra  porter  des  longueurs 
respecUYement  égales  aux  portions  de  génératrices,  comprises  entre  le  som- 
met et  les  divers  points  de  la  courbe  (GMtl,  G'H^.  Or,  si  Ton  considère,  par 
exemple,  le  point  (M,  W)  situé  sur  la  génératrice  (SF,  ST^,  et  que  Ton  fasse 
tourner  cette  droite  autour  de  Taxe,  jusqu'à  ce  qu'elle  détienne  parallèle  au 
plan  vertical,  il  est  évident  qu'elle  ira  coïncider  avec  Taréle  (SA,  S'A*),  tandis 
que  le  point  H'  restera  sur  une  horizontale  et  se  transportera  en/x  :  donc  alors, 
S^sera  b  véritable  longueur  de  la  droite  primitive  (SIM,  S'M').  Ainsi,  après 
avoir  mené  par  tous  les  points  L\  M' ,  »..  •  des  horizontales^  il  faudra  porter  sur  les 
rayoDU  du  dévelc^pement,  les  distances 


S"G"=«S'G',  S'X"=S'i,  S"M"  =  SV,  S  r=s'v',...,, 

et  la  courbe  G"L"M'T'H"N"G/"  sera  la  transformé  de  la  section  faite  dans  le 
cône  par  le  plan  donné  PQR'. 

^3.  Cette  transformée  considérée  en  elle-même,  ne  se  terminerait  pas 
brusquement  aux  points  G'^  et  G//;;  mais  elle  se  prolongerait  en  offrant  une 
infinité  de  branches  égales  à  G^'H^^G'^^,  lesquelles  finiraient  cependant  par  coïn- 
cider exactement,  si  le  rapport  de  l'apothème  S'A'  au  rayon  SA  de  la  base,  était 
un  nombre  commensurable  :  c'est  ce  que  montre  clairement  Téquation  de  celle 
courbe,  où  il  entreune  fonetion  circulaire  et  périodique  {*%  Mais,  pour  se  rendre 


(*)  Ici  il  ne  s'agit  pas  de  r«c/tyî6r  précisënaeul  les  arcs  A£,  £F,...,  mais  de  les  changer  en  arcs 
d  «n  raj on  différent  et  de  mêmes  longueurs  absolues  que  les  arcs  primitifs.  Or,  si  l'on  emploie 
des  ouvertures  de  compas  propres  à  représenter  des  cordes  sensiblement  confondues  avec  les 
arcs  partiels  qu'elles  soutendraient  sur  le  cercle  AGBD,  puis  que  l'oa reporte  ces  ouver- 
tures de  compas  sur  la  circonférence  k"Vk"\  on  approchera  encore  plus  de  la  vérité  que  si 
on  les  portait  sur  une  ligne  droite  ;  par  conséquent,  le  procédé  est  le  même  que  pour  rectifier 
les  arcs  AE,  EF,...  Tontefois,  dans  le  cas  actuel  on  opérera  avec  plusd'exaclitade  et  de  faci- 
lité, ai,  comme  nous  l'avons  recommandé,  on  a  eu  soin  de  prendre  les  points  A,  E,  F, à 

égales  distances  sur  la  base  circulaire,  parce  qu'alors  il  suffira  de  diviser  l'arc  total  K'^Vk"'  en 
autant  de  parrties  égales  qu'il  j  en  avait  sur  le  cercle  ACBD. 

(**}  Pour  obtenir  celte  équation  en  coordonnées  polaires,  représentons  par  R,  A,  /,  ierayon  pj^j^   g5, 
de  la  base,  la  hauteur  et  l'apothème  du  eône;  soient  d'ailleurs  k=V  Y  la  hauteur  du  point(r,  S) 
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compte  syDthétiquement  de  ces  circonstances,  il  n'y  a  qu'à  imaginer  que  le  cône 
est  enyeloppé  par  une  surface  flexible,  qui  a  fait  un  nombre  indéfini  de  révo- 
lutions :  alors,  toutes  ces  nappes  superposées  ayant  été  coupées  simultanément 
par  le  plan  PQR\  elles  produiront,  en  se  déroulant  de  dessus  le  cane,  une 
infinité  de  branches  identiques  qui  se  construiront  graphiquement  en  conti- 
nuant de  porter  sur  la  circonférence  A'^'B^'Â"^,  et  au-delà  du  point  A'^^  des  arcs 


où  le  plaD  PQR^  coupe  l'axe,  et  «•  l'angle  de  ce  plan  avec  rhorizoo  :  nominoos  enfin  ^  la  dis- 
tance du  sommet  a  uo  point  quelconque  (M,  M')  de  la  courbe,  et  «  l'angle  ASF^  c'est-à-dire  Tare 
qui  mesure  cet  angle  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  l'unité;  d*où  il  résulte  que  l'arc  AF=R«. 
Avec  ces  données,  il  serait  bien  facile  de  former  les  équations  du  plan  etdela  droite (SF,S'F% 
puis  de  trouver  la  distance  du  sommet  à  leur  point  de  rencontre,  distance  que  l'on  égalerait  èi»; 
mais  nous  pouvons  y  arriver  plus  promptement  de  la  manière  suivante  ; 

Dans  le  triangle  formé  par  l'axe  du  cône  avec  la  génératrice  (SF  «S'F^),  sur  laquelle  est  situé 
le  point  (M,  M^  dont  nous  appellerons  %  la  hauteur,  on  a  évidemment 


A:*  —  *  .:  /: 


fi\ 


ensuite  dans  le  triangle  S'F' Y  qui  est  la  projection  verticale  du  précédent,  et  où  la  droite 

M^Oaa=  ,  on  trouvera  aisément 

tang  »       tang  » 

A  :  A  —  s  ::  R  cos  «  :    ""*; 

tang  (0 
alors  si  on  élimine  z  entre  les  équations  fournies  par  ces  deux  proportions,  il  viendra 

/(A-.*) 


fi  — 


A  —  R  tang  o».  cos  « 


Ce  résultat  contient  deux  variables  ^  et  «  dont  la  première  conserve  la  même  grandeur  sur  le 
développement  du  cône;  mais  l'angle  «  est  alors  remplacé  par  l'angle  6^'  S'^  M'^  «=  ^  qui  cor- 
respond, dans  le  cercle  du  rayon  /,  à  un  arc  A'^F^'dontla  longueur  absolue  égale  celle  de  l'arc 
AF  dans  le  cercle  du  rayon  R;  par  conséquent  on  a  la  relation R«=/^,  au  moyen  de  laquelle 
on  peut  éliminer  «  de  l'équation  précédente  qui  devient  enfin 


r^        ^(^-*) 


if 

h  —  R  tang  w.  cos-^ 

R 


Cette  équation  que  nous  laissonsà  discuter  par  le  lecteur,  représentera  toujours  la  transformée 
soit  que  l'intersection  primitive  se  trouve  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole,  enfai* 
sant  attention  que  si  «  varie  pendant  que  k  demeure  constant,  on  aura  pour  ces  trois  genres 

R  tang  «•  <^  A,  ou  =  A,  ou  >  A, 


CHAPITRE  IL—  DES  SECTIONS  PLANES.  129 

égaux  à  AE,  EF,  FC, ayec  des  ray<msTecteurs  égaux  à  ceux  que  l'on  a  déjà 

employés. 

2S4.  Quant  à  la  tangente  au  point  M^  de  la  transformée,  il  faut  se  rappeler 
(n"  170)  que  cette  droite  doit  faire  ici  avec  S"F",  le  même  angle  que  formait 
primitiTement  la  tangente  (MT,  M'Q)  avec  cette  génératrice;  et  comme  cela 
est  vrai  également  de  la  tangente  FT  à  la  base,  il  s'ensuit  que  le  triangle  rec- 
tangle projeté  surMFT,  demeure  invc^iable  de  forme  quand  {ecône  se  déve- 
loppe. Or.  l'un  des  côtés  de  ce  triangle  est  déjà  rapporté  sur  le  développement 
en  M'^F";  donc,  si  on  lui  élève  une  perpendiculaire  R«T/'  =  FT,  et  que  Ton  tire 
la  droite  T"M",  cette  ligne  devra  toucher  la  transformée  au  point  M". 

Il  résulte  aussi  du  principe  que  nous  venons  de  rappeler,  qu'aux  points  G"' 
H'^G'",  la  courbe  doit  couper  à  angle  droit  le  rayon  vecteur  correspondant; 
car,  aux  points  primitifs  (G,  &)  et  (H,  HO,  la  tangente  de  l'intersection  se  trou- 
vait évidemment  perpendiculaire  sur  la  génératrice  du  cône. 

235.  Cas  au  la  section  conique  est  une  hypeebolb.  Soient  toujours  ÂCBD  la  Fie.  64. 
base  du  cône  droit,  et  k'S^b\  B'S/a^,  les  arêtes  qui  fDrment  le  contour  apparent 
de  cette  surface  sur  le  plan  vertical  :  nous  tiendrons  compte  ici  des  deux  nappes, 
eu  les  supposant  terminées  à  deux  sections  horizontales  Â'B',  a^h\  qui  se  trou- 
vent également  distantes  du  sommet,  et  qui  par  conséquent  donnent  lieu  à  deux 
cercles  projetés  l'un  et  l'autre  sur  ÂCBD.  Quant  au  plan  se'cant,  disposons-le  de 
manière  à  couper  les  deux  nappes  ducône;  eten  admettant  toujours  que  le  plan 
yertical  lui  est  perpendiculaire,  ses  traces  seront  R'Q  et  QP. 

256.  La  construction  de  la  courbe  d'intersection  pourrrait  s'e£Fectuer  comme 
dans  l'autre  cas,  au  moyen  de  plans  auxiliaires  qui  seraient  menés  par  le  som- 
met, perpendiculairement  au  plan  vertical;  mais  à  cause  de  la  grande  obliquité 
que  présenteraient  ici  les'sectionsrectilignes,il  sera  plus  exact  d'employer  des 
plans  horizontaux*  Soit  donc  fiy  un  de  ces  plans;  il  coupe  le  cône  suivant  un 
cercle  projeté  sur  [My^et  le  plan  donne  PQR'  suivant  une  droite  (M^  XPiM); 
par  conséquent,  les  points  M  etN  communs  à  ces  deux  sections  sur  le  plan  ho 
rizontal,  appartiennent  à  la  courbe  demandée  dont  une  des  branches  est  ainsi 
(PMGIW,  QC). 

L'autre  branche  (RLHKV,  HHy)  se  construira  de  même;  et  l'on  pourra  em- 
ployer une  section  ^X'=fjty,  laquelle  fournira  deux  points  (L,  L')  et  (K,  L') 
projetés  encore  sur  le  cercle  [My.  Nous  ne  répéterons  pas  ici  ce  que  nous  avons 
dit  dans  le  proUème  précédent,  sur  les  sommets  et  la  construction  de  la  tan- 
gente; mata  nous  allons  passer  à  uqe  r^erche  pai^liculière  au  cas  actuel. 

17 
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2o7.  Lorsqu'une  courbe  admet  une  branche  infinie,  et  qu'on  éloigne  de 
plus  en  plus  le  point  de  contact  d'une  tangente,  cette  droite  varie  de  situation, 
et  quelquefois  elle  se  transporte  tout  entière  à  l'infini,  en  même  temps  que  le 
point  de  contact,  ainsi  que  cela  se  présente  dans  la  parabole  du  second  degré'; 
mais,  dans  d'autres  cas»  il  arrive  que  cette  tangente  variable  reste  toujours  en 
deçà  d'une  certaine  limite,  qu^elle  n'atteindrait  qu'autant  que  le  point  de  con- 
tact serait  à  une  distance  infinie.  Alors  cette  limite  des  positions  de  la  tangente 
se  nomme  une  atymptote^  etVon  énonce  cette  propriété  d'une  manière  abrégée  ^ 
en  disant  que  rcuymptote  d'une  courbe  est  la  iangentepour  un  point  de  contact 
infiniment  éloigné. 
FiG.  64.  258.  D'après  cela,  proposons  de  construire  les  asymptotes  de  la  section 
faite  dans  le  cône,  par  le  plan  PQR".  Le  point  de  contact  d'une  tangente  de  cette 
espèce^  devant  être  à  une  distance  infinie,  se  trouvera  nécessairement  situé  sur 
unegénératrtceparallèle  au  plan  sécant;  si  donc  on  mène  par  le  sommet,  et  paral- 
lèlement à  PQR^  un  plan  S'a^a  qui  coupe  le  cône  suivant  les  droites  Soc  et  S?, 
ces  deux  arêtes  seront  celles  qui  contiennent  les  points  de  contact  des  asymp- 
totes. Considérons  la  première ,  et  rappelons-nous  que  le  plan  qui  touche  le 
cône  tout  le  long  de  la  génératrice  Sa,  quelque  prolongée  qu'elle  soit,  a  pour 
trace  horizontale  la  tangente  a9  de  la  base;  donc ,  l'asymptote  qui  doit  être 
(n^'SlS)  l'intersection  de  ce  plan  tangent  avec  le  plan  PQIV%  passera  par  le 
point  9  où  se  rencontrent  leurs  traces;  et  elle  sera  précisément  la  droite  Oa  pa- 
rallèle à  Sa,  puisque  ces  deux  plans  sont  l'un  et  l'autre  parallèles  à  cette  géné- 
ratrice. 

On  construira  de  même  Tautre  asymptote  ^u,  qui  sera  parallèle  à  Tarête  Se; 
et  les  deux  asymptotes  devront  se  couper  en  un  point  «y,  qui  soit  situé  précisé- 
ment au  milieu  de  l'axe  réelGH,  c'est-à-dire  au  centre  de  la  courbe. 

259.  Si  Ton  appliquait  la  méthode  précédente  au  cas  d'une  section  pamAo- 
Itque,  ce  qui  exigerait  que  le  plan  PQR'  eût  sa  trace  verticale  parallèle  à  S' k%  on 
trouverait  que  les  deux  arêtes  Sa  et  SS  se  confondraient  avec  SA  ;  de  sorte  que 
cette  dernière  droite  étant  la  seule  génératrice  du  cône  qui  fût  parallèle  au  plan 
sécant  PQR',  la  section  aurait  bien  encore  une  branche  infinie,  mais  elle  n'ad- 
mettrait plus  d'asymptote  ;  car  le  plan  PQR'  et  le  plan  tangent  le  long  de  SA , 
qui  devrait  donner  cette  tangente  par  leur  intersection,  se  trouveraient  évi- 
demment parallèles  entre  eux. 

260.  Itahattement.  Cette  opération  s'effectuera  comme  dans  le  n«  260,  en 
portant  sur  chaque  droite  M'm  perpendiculaire  à  la  trace  verticale  QR'  des  dis- 
tances M'm  =  XM,  et  M'n  =*  XN.  Quant  aux  asymptotes,  on  rapportera  d'une 
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manière  semblable  leurs  pieds  6  eif^enO^  et  ^  ;  puis ,  on  joindra  ces  derniers 
points  ayec  le  centre(  «,  «')rabattu  en  «^\ 

261.  Dévdoppement.  D'après  les  principes  rappelés  au  no251 ,  il  faudra  Fie.  64. 
décrire  d'un  point  arbitraire  S",  et  ayec  un  rayon  égal  à  l'apothème  S'A' ,  un  ^*  ^'^• 
cercle  sur  lequel  on  prendra  un  arc  B"A"B'"  qui  soit  à  la  circonférence  totale, 

dans  le  rapport  de  SA  avec  S'A'  ;  et  le  secteur  S"B"A"B'''  représentera  le  déve- 
loppement de  la  nappe  inférieure  du  cône,  en  supposant  qu'on  ait  ouvert  cette 
surface  IeIongderaréte(BSA ,  B^SV).  Hais,  comme  la  nappe  supérieure  se  dé- 
veloppe en  même  temps  que  la  première,  et  par  un  mouvement  contraire  au- 
tour du  sommet  qui4>eutétrecensé  immobile,  cette  seconde  nappe  aplanie  vien- 
dra occuper  un  secteurS'Vib^'a^'égal  au  précédent,  etdontlesrayonsextrèmes 
seront  les  prolongements  de  S'^B'^et  de  S^'B'^'.  Pour  rendre  plus  sensible  la  dis- 
tinction de  ces  deux  secteurs,  nous  avons  supposé  ici  que  la  nappe  supérieure 
se  terminait  à  un  cercle  a^b^a^  d'un  rayon  un  peu  moindre  que  S^'B^^  et  nous 
avons  jDon^^ue  les  parties  du  secteur  inférieur  qui  sont  recouvertes  par  l'autre  ; 
cependant,  pour  effectuer  les  constructions  dont  nous  allons  parleri  il  faudra 
toujours  opérer  sur  le  cercle  primitif  B''A"B'"6". 

262.  Cela  posé,  sur  le  rayon  S^'A''  qui  divise  en  deux  parties  égales  le  pre- 
mier secteur,  on  prendra  la  distance  S"G"  =  S'G\  et  le  point  G"  sera  la  posi- 
tion du  sommet  (  G,  G").  Ensuite^  pour  un  point  quelconque  (  M ,  H^  )  de  la 
courbe,  on  mènera  la  génératrice  SMF  dont  la  position  S'^F//  sur  le  développe- 
ment, s'obtiendra  en  prenant  l'arc  A"F''  «s  AF  ;  et  comme  la  véritable  distance 
du  sommet  au  point(M,  M')  est  égale  à  S^f/{n9  252),  si  l'on  prend  une  longueur 
S'Hr  =  S'il,  le  point  M'^  sera  la  position  actuelle  de  (M,  M').  Les  autres  points 
se  détermineront  d'une  manière  semblable,  et  la  transformée  de  la  branche  infé- 
rieure de  la  section  conique,  sera  F'M"G'"N"r'. 

Quant  à  l'autre  branche,  elle  se  trouvera  divisée  en  deux  parties  séparées  , 
puisque  le  sommet  (H ,  H')  était  placé  sur  la  génératrice  B'S V  suivant  laquelle 
on  a  ouvert  le  cône,  et  que  cette  arête  s'est  transportée  en  S' V  d^une  part,  et  de 
lautreen  S^'a'\  On  portera  donc  sur  ces  dernières  droites,  deux  distances  S^'H'' 
et  S^H'"  égales  à  S'H',  et  les  points  H",  H"',  seront  les  positions  actuelles  du  som- 
met H\  EnsuitCi  pour  un  point  quelconque  (L ,  L^)  de  cette  branche,  on  tirera 
la  génératrice  SLC  dont  la  position  S^'C  sur  le  développement^  se  trouvera 
en  prenant  l'arc  a'C  =  AC  ;  et  sur  le  rayon  S'C,  il  restera  enfin  à  porter 
une  longueur  S'X"  »  Sl^  qui  est  la  véritable  distance  du  sommet  au  point 
(L,U).  Par  des  opérations  analogues,  on  trouvera  que  la  section  faite 
dans  la  nappe  supérieure  du  cône ,  a  pour  ti*ansformées  les  deux  branches 
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H^^'R"  et  fi"'K"V",  lesquette»  doivent  couper  à  mnglei 
et  S  a  . 


PiG.  64  â63.  Cherchojas  maîntenaot  à  retrouver  les  asymptotes,  et  observons  bien 
et  65.  qye  ces  droites  étant  situées,  non  sur  la  surface  même  du  cône,  mais  dans  les 
plans  tangents  le  long  des  gënëratrices  Sa  et  S^,  elles  conserveront  leurs  posi- 
tions primitives  par  rapport  à  ces  arêtes  autour  desquelles  les  plans  tangents  ne 
font  que  tourner,  lorsqu'on  développe  la  surface.  Commençons  donc  par  déter- 
miner ces  arêtes  sur  le  développement,  en  prenant  les  arcs  A''a''  =  A  a,  k^S^ = kS, 
et  tirant  les  rayons  S  V  et  S^'^"':  ensuite,  sur  les  tangentes  aux  points  a^^et^vnous 
prendrons  desdistancesa''ô''-=flô,  ff"?"  ==  6^,  et  les  droites  ô"0, y''0,  respecti- 
vement parallèles  aux  génératrices  SV ,  S"&' ,  seront  les  positions  actuelles 
des  asymptotes  primitives. 

Le  point  0  où  ces  droites  se  coupent,  doit  se  trouver  sur  le  rayon  S"A's  à 
cause  de  la  symétrie  des  constructions  précédentes,  à  droite  et  à  gauche  de  ce 
rayon;  maiail  ne  faut  pas  croire  que  ce  point  0  est  le  même  que  l'intersection  » 
des  asymptotes  primitives ,  car  ces  droites  ont  change  de  position  Tune  par 
rapporta  l'autre. 

Néanmoins,  les  lignes  Q  '0  et  ^ ''0  doivent  se  trouver  asymptotes  relativement 
aux  diverses  branches  de  la  transformée.  En  effet ,  comme  la  forme  de  cette 
courbe  doit  toujours  être  la  même,  quel  que  soit  le  plan  sur  lequel  on  a  déve- 
loppé le  cône  nous  pouvons  concevoir  que  ce  développement  a  été  fait  sur  le  plan 
tangent  le  long  de  Tarête  S«;  alors  l'asymptote 9«  qui  se  trouvait  dans  ce  plan, 
a  dû  re&ter  immobile,  aussi  bien  que  l'élément  infiniment  éloigné  qu'elle  avait 
de  commun  avec  l'hyperbole  :  donc  cet  élément  est  encore  commun  à  la  droite 
ff'O  et  à  la  transformée  ;  par  conséquent  cette  droite  est  bien  une  asymptote  de 
la  branche  G"M"P''.  On  raisonnerait  de  même  pour  les  autres  branches  ;  au  sur- 
plus, ce  résultat  n'est  qu'une  conséquence  dece  que  nous  avons  démontré  pour 
une  tangente  ordinaire  (  n^'  170  ). 

264.  Sur  le  point  (Finflexion.  Dans  la  fig.&S'i  la  branche  de  courbe  IfL^R" 
qui  commence  par  tourner  sa  concavité  vers  l'asymptote ,  finira  nécessaire» 
ment  par  présenter  sa  convexité  à  cette  espèce  de  tangente;  il  doit  doney  avoir 
un  point  dUnflexion  sur  cette  branche,  et  il  impoi*te  de  pouvoir  assigner  l'en^ 
droit  où  arrive  cette  circonstance  remarquable.  Or,on  y  parvient  en  s'appuyant 
surle  lem  me  suivant  qui  est  iacile  à  démontrer:  Lorsqu'une  droite  est  oblique 
à  un  plan,  Tangleaigu  qu'elle  forme  avec saprojection  orthogonale  sur  ce  pian, 
est  leminimum  de  tous  ceux  qu'elle  fait  avec  les  diverses  lignes  tracées  par  son 
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pîed  dmid  xse  itidme  pkn  ;  et  le  nuMnfnum  de  ces  ang^s  est  cehii  qu'elle  forme 
avec  le  ppoioDgemettl  de  sa  projeetion. 

Cela  posé»  soient  PQR  le  plan  sécant  et  ABMDEP  la  seetion  qu'il  trace  dans 
le  cône  dont  la  base  peut  être  une  courbe  quelconque:  si  du  sommet  S  nous 
abaissons  la  perpendiculaire  ST  sur  le  plan  sécant ,  et  que  par  le  pied  T  nous 
menions  la  tang^ente  TM D  à  la  section  ,  je  dis  que  c'est  au  point  de  contact  H 
qu'il  se  produira  une  inflexion  dans  la  transformée  de  la  courbe  ABMDEF.  En 
eSet ,  partageons  eelle-^^i  en  éléments ,  et  imaginons  que  le  déreloppement  du 
cône  soit  exécuté  sur  le  plan  tangentSTMP.  Alors,  l'angle  SMTqui  esiminimum 
pour  la  génératrice  SM  ,  se  trouvera  plus  petit  que  SMB,  et  consequemment  le 
oôtë  MB  prendra,  après  le  développement,  une  position  MET  située  au-dessous 
de  IMT.  Ensuite,  pour  la  génératrice  SD ,  l'angle  macrimum  SDP  sera  plus  grand 
que  SDE;  é&ao^  après  le  développement,  le  côte  DE  occupera  une  position  DE' 
située  au-dessus  de  DP.  Par  conséquent  la  transformée  AB'MDET'  présentera 
bien  une  inflexion  par  rapporta  sa  tangente  en  M ,  qui  est  le  prolongement  de 
Félément  MD. 

Ainsi ,  dans  Tépure  64,  on  abaissera  sur  le  plan  sécant  PQR',  la  perpendicu- 
laire STT^  cpie  Ton  prolongei*a  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  plan  eifb'  de  la  base 
crrculaire  ;  et  en  tirant  par  ce  point  de  rencontre  une  tangente  à  cette  circon- 
férence ,  on  obtiendra  la  génératrice  du  cône  sur  laquelle  sera  situé  le  point 
d'inflexion ,  ce  qui  suffit  bien  pour  retrouver  la  position  précise  de  ce  point  sur 
le  développement  de  la  fig.  65.  La  même  méthode  s'appliquera  évidemment 
à  répure  63,  où]la  transformée  présente  aussi  une  inflexion  ;  mais  ce  point  sin^ 
gttlier  a'existe^ait  plus,  site  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  S', 
tombais  dans  l'intérieur  de  la  section  diiptique. 

PROBLÈME  5.  Trouver  rùiierêeciion  d'un  cône  quelconque  par  un  plan,  le 
développement  de  la  eurfaoe  ,  et  ta  traneformde  de  Finterseotion. 

26&.  Quel  q<ie  soit  le  côifiie  en  question  (dont  nous  supposerons  connue  la 
trace  horixontale ,  puisqu'on  saurait  la  construire  en  prolongeant  les  généra- 
trices jusqu'à  ce  plan  fixe),  il  n'y  aura  qu'à  couper  cette  surface  et  le  plan 
doMié,  par  unesuite  de  plans  aumUairesmetÈés  tous  par  le  sommet^  et  les  choi- 
sir, si  Ton  "^^nA^parallileeà  la  trace  horizontale  du  plan  sécant.  Alors  chaque 
plan  auxiliaire  produira  dans  les  deux  surfaces,  des  sections  rectilignes  bien  fa- 
ciles à  trouver  ,  et  dont  les  points  de  rencontre  appartiendront  à  la  courbe 
demandée.  Il  nous  parait  peu  nécessaire  d'ajouter  ici  un  exemple  que  le  lec- 
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leur  pourra  86 proposer  lui-même;  d'autant  plusque  nouarencontreroosbi^^* 
tôt  des  constructions  analogues ,  dans  des  questions  plus  gëocfrales. 

266.  De^  branches  infinies.  Pour  reconnaître  si  la  section  du  cane  par  le  plan 
donné  P  admettra  quelque  branche  de  ce  genre,  il  faut  généralement  conduire 
par  le  sommet  un  plan  P'  qui  soit  parallèle  à  P ,  et  examiner  si  la  trace  hori* 
zontale  du  plan  P' rencontre  quelque  part  la  base  du  cône.  Lorsque  ces  lignes 
n'auront  aucun  point  commun,  on  pourra  affirmer  qu'aucune  des  génératrices 
du  cône  n'est  parallèle  au  planV^  et  qu'ainsi  la  section  n'aura  que  des  branches 
fermées.  Mais  si  la  trace  du  plan  P'  coupe  la  base  du  cône  en  un  ou  plusieurs 
points,  les  diverses  génératrices  G,  &,..«.  qui  aboutiront  à  ces  points ,  se  trou- 
veront évidemment  para2/^/6#  au  p/an  P ,  et  dès  lors  elles  n'iront  le  rencontrer 
qu'à  l'infini  ;  par  conséquenti  la  section  admettra  autant  de  branches  infinies. 

Vasymptote  de  la  branche  correspondante  à  la  génératrice  G ,  s'obtiendra  en 
cherchant  l'intersection  du  plan  P  avec  le  plan  tangent  mené  suivant  cette  géné- 
ratrice G.  Si  ce  plan  tangent  coïncidait  avec  P\  ce  qui  arrivera  quand  la  trace 
horizontale  de  ce  dernier  se  trouvera  tangente  à  la  base  du  cône ,  alors  la  bran- 
che infinie  serait  dépourvue  (Vasymptote. 

267.  Quant  au  dévelcppement  de  la  surface  conique ,  il  faudrait  partager  la 
base  en  arcs  assez  petits  pour  être  sensiblement  confondus  avec  leurs  cordes  ; 
alors ,  en  mesurant  une  de  ces  cordes  et  les  deux  arêtes  qui  aboutissent  à  ses  ex* 
trémités,  on  pourrait  former  avec  ces  trois  droites  et  sur  un  plan  quelconque, 
un  triangle  qui  représenterait  tin  élément  superficiel  du  cône  :  puis ,  à  la  suite  de 
ce  triangle,  on  construirait  de  même  Télément  adjacent  qui  aurait  un  côté  com- 
mun avec  le  précédent  ;  et  en  continuant  de  la  sorte  ,  on  obtiendrait  tous  les 
éléments  du  cône  étendus  sur  un  plan ,  ce  qui  donnerait  bien  le  développement 
de  cette  surface. 

A  la  vérité  cette  marche ,  bonne  en  théorie ,  offrirait  peu  d'exactitude  dans 
la  pratique ,  si  les  opérations  n'étaient  pas  faites  avec  beaucoup  de  soin  ;  parce 
qu'il  faut  ici  construire  une  suite  de  triangles  où  l'un  des  côtés  est  extrêmement 
petit  par  rapport  aux  deux  autres ,  et  que  les  erreurs  partielles  peuvent  s'accu- 
muler. Il  serait  plus  avantageux ,  sans  doute,  de  connaître  d'avance  sur  le  dé* 
veloppement ,  une  ligne  droite  ou  circulaire  sur  laquelle  il  ne  resterait  plus  qu'à 
prendre  des  arcs  déterminés,  pour  fixer  la  position  nouvelle  des  génératrices. 
Or  cet  avantage  s'obtient  en  cherchant  l'intersection  du  cône  par  une  sphère 
concentrique  ;  mais  cette  méthode  que  nous  expliquerons  plus  loin  (n<^  330  et 
331)  «  n'est  pas  non  plus  exempte  d'inconvénients  assez  graves* 

Quand  une  fois  le  développement  du  cône  est  effectué  par  une  méthode  ou 
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par  une  autre,  on  y  conscrit  la  trantfbrmée  d'une  section  planci  ou  celle  de 
toute  autre  courbe,  en  porlantsurles  rayons  du  développementi  de^  longueurs 
égales  aux  distances  du  sommet  aux  divers  points  de  cette  courbe,  comme  nous 
lavons  vu  dans  le  n<»  252. 

VROhLÈMES.Qm^tf^irerintersectiond'unplanavecunesurfacederévolutw^  Fig.  45. 

268.  Prenons  pour  exemple  le  tùre  dont  nous  avons  déjà  parlé  au  n^  1 38,  et 
qui  a  pour  méridien  le  cercle  (A/B^CB'^,  AC)  tournant  autour  de  la  verticale 
(0,0'^')  situé  dans  son  plan  ;  puis ,  cherchons  Fintersection  de  cette  surface 
avecle  plan  M'TT  qui  lui  est  tangent  au  point  (M',  M)  de  la  nappe  intérieure^ 
car  nous  avons  remarqué  précédemment  (n*  138)  que  les  plans  tangents  à  celte 
nappe  devaient  couper  la  surface. 

Employons  ici  des  plans  auxiliaires  qui  soient  horizontaux^  et  soit  F'K^N'  la 
trace  verticale  d*un  de  ces  plans.  II  coupe  le  tore  suivant  deux  cercles  dont  les  r 

rayons  sont  ON^FN^  et  OM  =  IX  ^  tandis  que  son  intersection  avec  le  plan 
MTT  est  la  droite  (F\  F/)  perpendiculaire  au  plan  vertical  ;  donc  les  quatre 
points  F,  ^\f\f^  où  cette  droite  rencontre  les  deux  cercles,  appartiennent  à 
la  courbe  demandée.  Les  autres  points  se  trouveront  d'une  manière  semblable; 
mais  quand  on  arrivera  aux  parallèles  extrêmes  D^'B'^  et  D^',  on  obtiendra, 
[tour  chacun,  que  deux  points  G  et  jr,  ou  H  et  A;  tandis  qu'en  opérant  sur  le 
plan  horizontal  V'II'L',on  trouvera  trois  points  R,  r  et  M,  dont  le  dernier  est 
celui  où  les  branches  delà  courbe  forment  un  ncBtM/.  D'après  cela,  Tintersection 
cherchée  a  pour  projectionsi 

MHREFGrM%«"M,    et    G'H/. 

Nous  avons  ponctué  les  parties  de  cette  courbe  qui  se  trouvent  au-dessous  de 
Tëquateur  et  du  cercle  de  gorge,  parce  qu'elles  sont  invMbhi  sur  le  plan  hori- 
zontal; et  sur  le  même  plan,  la  courbe  doit  toucher  ces  deux  cercles  aux  points 
E,  Vf^  6  V)  attendu  que  le  plan  tangent  du  tore  est  alors  évidemment  vertical, 
et  qu'ainsi  la  tangente  de  la  courbe  et  celle  du  parallèle,  qui  sont  toutes  deux 
dans  ce  plan,  se  confondent  en  projection  horixontale. 

%9.  Cherchons  la  tangente  de  la  courbe  pour  un  point  quelconque  (F,F'); 
et  puisque  cette  droite  doit  être  (n""  21 3)  l'intersection  du  plan  MT'T  avec  te 
plan  tangent  du  tore  au  point  (F ,F},  construisons  d'abord  ce  dernier.  D'après 
la  méthode  générale  exposée  n^  1 33  et  1 34 ,  il  faut  ramener  le  point  donné 
(F,F^,  sur  le  méridien  principal  en  (N,  NO?  puis  tirer  la  tangente  N'F  dont  le 
pied  est  évidemment  P)  ensuite,  après  avoir  reporté  ce  point  P  en  ir  sur  la  trace 
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'du  méridien  OP^  on  mènera  perpendiculairement  i  ce  méridien,  la  droite  tt^ 
qui  sera  la  trace  horizoutaie  du  plan  tangent  au  point  (F^FO  du  tore.  li  serait 
bien  facile  de  trouver  la  trace  verticale  de  ce  même  plan  :  mais  cela  noua  est 
inutile  ici  ;  car  le  point  0  où  se  coupent  les  droites  7t6  et  T'T,  appartient 
évidemment  à  Tinlersection  du  plan  tangent  avec  le  plan  MTT,  ou  bien  à  la 
tangente  cherchée,  laquelle  est  par  conséquent  la  droite  (ffF,  TF'). 

Cette  méthode  devient  insuffisante  pour  obtenir  la  tangente  de  la  section  au 
point  singulier  [M  ^W)'^  parce  qu^en  cet  endroit  le  plan  de  la  courbe  se  confond 
avec  le  plan  tangeot  du  tore;  mais  nousapprendrons  plus  tard  (n^  734)  à  effec* 
tuer  cette  recherche  intéressante. 

270.  Pour  obtenir  la  courbe  dans  ses  vraies  dimensions,  on  rabattra  le  plan 
M'T'T  autour  de  sa  trace  horizontale  T'T ,  et  un  point  quelconque  tel  que 
(F,F'},  restera  sur  une  perpendiculaire  à  la  charnière,  en  se  transportant  à 
une  distance  indiquée  par  T'F'.  Il  sera  donc^bien facile  d'avoir  le  rabattement 
de  la  section,  que  nous  n'avons  pas  exécuté  ici,  afin  de  laisser  lire  plus  nette- 
ment les  constructions  principales. 

PROBLÈME  7.  Intersection  d'un  plan  avec  un  hyperboloide  de  révolution  à 
une  nappe^ 

271.  Nous  savons  (n®  140)  que  cette  surface  peut  être  engendrée  par  une 
hyperbole  qui  tourne  autour  de  son  axe  imaginaire,  ou  bien  par  la  révolution 
d'une  droite  mobile  autour  d'une  droite  fixe,  lesquelles  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan.  Si  nous  partions  de  la  première  définition,  la  meVidienne  serait 
connue,  et  nousrentrerionstoutàfaitdansle  problème  du  n"*  268;  c'est  pour- 
quoi nous  emploierons  l'autre  mode  de  génération,  et  nous  représenterons  la 

FiG.  68.  droite  fixe  par  (0,  O'Z'),  et  la  droite  mobile  par  (AD ,  A'D')-  Cette  dernière 
ligne  est  supposée  iciparattèle  aupkm  vmrtieal^  mais  il  sera  toujours  biien  facile 
de  l'amener  dans  cette  position  (n''  149),  si  dabord  on  l'await  assignée  dans 
toute  autre.  La  plus  courte  distance  des  deux  droites  est  Thorizoïitale  (OD|D') 
qui  décrit  le  cercle  de  gorge  (XDY,XT'>,  et  le  pied  (A,  AO  de  la  droite  mo« 
bile  parcourt  le  cercle  Aixff  qui  est  la  traoe  horizontale  de  la  surface»  Nous  nous 
bornerons  ici  à  ce  petit  nombre  de  données,  pourfixer  1-hyperbolotde  en  ques- 
tion,sans  exécuter  la  représentaiitm  graphique  de  cette  aurfece/iir /ep/^iw  tferticai 
oùlecontour  apparent  serait  une  hyperbole  (n<*  148);  et  pour  laisser  voir  plua 
distinctement  la  courbe d'înterRection  iorle  plan  horinontal,  nous  rëdiurons  la 
snrfece  à  sa  nappe  inférieure,  c^estrà^-direque  noos  supposerons  h  droite  mô** 
bile  terminée  au  point  (D,D').  Enfin,  nous  lyppdierona  qâe  la  {^éoératiice  du 
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second  système  (a-  141)  serait  (BD,  B'D);  el  qu'en  transportant  ces  deux  gé- 
nératrices parallèlement  à  elles-mêmes,  dans  les  positions  (D'A',  Oa),  (D'B',  OA), 
elles  produiraient  alors  par  leur  révolution  autour  de  Taxe  vertical ,  h  côm 
ofymfOoie  (n*  146)  dont  la  base  serait  le  cercle  ab^  et  dont  le  sommet  (0,  D) 
coïncide  avecle  centrede  Thyperboloïde  qui  n'est  autre  que  le  centre  du  cercle 
de  gorge. 

272.  Cela  posé,  soient  PQ  et  QR/  les  traces  du  plan  sécant  donné ,  ce  qui 
suppose  que  Ton  a  choisi  le  plan  vertical  de  projection  perpendiculaire  à  ce- 
lui-là. Pour  obtenir  son  intersection  avec  rhyperboloïde,j'emploie  encore  des 
plans  auxiliaires  horizontaux,  tels  que  celui  qui  a  pour  trace  verticale  M'V'.Ce 
plan  rencontre  la  génératrice  (AD,  A'D')  au  point  (V,  V),  et  par  conséquent 
il  coupe  la  surface  de  révolution  suivant  un  cercle  dont  la  projection  horizon- 
tale est  la  circonférence  YMN  décrite  avec  la  distance  OV  pour  rayon  :  mais  ce 
mime  plan  M'V  coupole  plan  donné  PQR',  suivant  une  droite  (M',  IMN)  per- 
pendiculaire au  plan  yertical;  donc  les  points  M  et  N  communs  à  cette  droite 
et  au  cercle  précédent,  sont  deux  points  de  la  courbe  demandée  sur  le  plan  ho- 
rizontal ;  ils  sont  d'ailleurs  projetés  verticalement  Fun  el  lautre  en  M'.  En 
menant  d'autres  plans  auxiliaires  parallèles  à  M'V,  on  déterminera  les  divers 
points  de  Tintersection  qui,  selon  Tinclinaison  du  plan  PQR',  peut  être  une 
ellipse,  une  parabole,  une  hyperbole,  ou  une  Tariété  de  ces  courbes. 

273.  Des  mnmets.  La  droite  (OP,  R'Q)  qui  partage  évidemment  toutes  le^ 
cordes  parallèles  à  MQf,  en  deux  parties  égales  et  à  angles  droits,  est  néces- 
sairement un  aâre  de  la  courbe,  quel  que  soit  le  genre  de  celle-ci;  si  donc  cette 
courbe  a  des  points  situés  sur  cet  axe,  ce  seront  les  sommets^  et  il  importe 
de  les  obtenir  directement.  Pour  cela,  il  faudrait  feire  tourner  la  génératrice 
(AD,  A'D')  jusqu'à  ce  qu  elle  vînt  rencontrer  (OP,  R'Q)en  un  certain  point  G; 
mais  si,  au  contraire,  nous  laissons  immobile  la  première  de  ces  lignes,  et 
que  nous  fessions  tourner  la  droite  (OP,  R'Q)  autour  de  la  yerticale  O  qu  elle 
coupe  en  (O,  R'),  elle  ira  rencontrer  la  génératrice  (AD,  A'D')  en  un  point 
que  j^appelerai  K,  et  qui  se  trourera  évidemment  sur  h  même  parallèle  où 
aurait  été  situé  le  sommet  G.  Or  il  est  facile  de  construire  le  point  K,  qui  est 
rintersection  delà  droite  (AD,  AD")  avec  le  cône  engendré  par  la  révolution 
de  (OP,  R'Q);  car  après  avoir  décrit  le  cercle  du  rayon  OP,  base  de  ce  cône 
auxiliaire^  on  conduira  par  le  sommet  (O,  R^)  et  par  la  génératrice  (AD,  A'D'), 
un  plan  dont  on  trouvera  la  trace  horizontale  AG  en  menant  par  ce  sommet 
une  parallèle  (R'C,  OC)  à  la  génératrice;  alors,  cette  trace  AC  coupant  le 
cercle  OP  en  deux  points  F  et  £,  fera  connaître  les  deux  arêtes  OF  et  0£  du 
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cône  auxiliail^  qui  sont  reaconlréesparla  génératrice  (ÂD,  A'D%  et  par  suite 
on  aura  aussi  leurs  points  de  section  K  et  L.  Maintenant,  pour  revenir  derces 
points  aux  yéritables  sommets  G  et  H,  on  décrira  avec  les  rayons.  OK  et  OU, 
deux  cercles  dont  chacun  couperait  la  droite  OP,  sur  le  plan  hofimatol^  en 
deux  points;  maison  distinguera  aisément  lequel  est  TraimeAtsiluéaur  la  ligne 
indéfinie  (OP,R'Q),  en  traçant  les  projections  verticales  K'G'  et  VBf  de  ces 
deux  cercles.* 

Il  est  bon  de  commencer  le  tracé  de  Tépure  par  la  construction  des  sominetâ; 
parce  qu'une  fois  ces  points  déterminés^  on  pourra  mener  lesplansauxiliaires, 
tels  que  H'V\  à  des  distances  convenables,  et  que  d'ailleurs  la  recherche  de 
ces  sommets  fera  connaître  le  genre  de  la  section,  ainsi  que  noua  allons  l'ex-^ 
pliquer. 
FiG.  68.  274.  Discussion.  1^  Si  la  trace  AG  coupe  la  base  du  cdne  auofiliaire  décrit 
par  la  droite  (OP,  R^'Q) ,  et  fournit  deux  arêtes  OF  et  OE  qui  rencontrent 
l'une  et  l'autre  la  génératrice  ÂD^  la  section  offre  dmof  sommets  situés  sur 
(OP,  R'Q);  et  par  conséquent  cette  courbe  est  une  ellipse ,  ou  um  hyperbole 
dont  cette  droite  est  l'axe  réel.  Ces  deux  cas  s€î  distingueront  aisément  Tua 
de  l'autre,  en  examinant  si  un  plan  quelconque  M'Y'  mené  entre  les  points 
(G,  G')  et  (H  <,  H')  fournit ,  ou  non ,  quelque  point  de  la  courbe.  D'aiU 
leurs,  lorsque  la  section  sera  elliptique  ^  on  obtiendra  le  second  axe  en  fai- 
sant passer  un  plan  horizontal  par  le  milieu  (c^^  c^')  de  l'intervalle  des  deux 
sommets. 

â^  Si,  des  deux  aréles  OF  et  OE^  l'une  est  parallèle  k  la  génératrice DÂ,  un 
des  sommets  s'éloigne  à  une  distance  infinie  ;  et  la  section^est  tif46/>ara&)/«qui  a 
toujours  pour  axe,  la  droite  indéfinie  (OP,  R'Q)« 

S*  Lorsque  la  trace  AC  se  trouvera  tangente  au  cercle  du  rayon  OP  »  les 
deux  arêtes  OF  et  OE  se  confondront  en  une  seule  droite;  et  le  point  où  elle 
coupera  la  géniératrice  AD,  étant  rapporté  sur  OP,  donnera  le  sommet  unique 
de  la  section  qui  se  réduit  alors  au  système  de  4bwp  droites.  Cette  assertioa 
pourrait  être  justifiée  en  remarquant  qu'une  hyperbole  dont  les  deux;  somfoeLâ 
se  réupissent ,  se  réduit  à  ses  asymptotes  :  mw  d^aiUeurs^si  l'on  prend  la. 
peine  de  construire  l'épure  relative  à  Thypothèse  actuelle^ oi|  reconnaîtra  que 
le  plan  AC  mené  par  lie  somnet  du  cdne  ni$mtiair^^  devient  alors  tangent  à 
ce  cône,  aussi  bien  que  PQR/j  de  sorte  queues  deux  plans  qu^  coïncideraient 
si  l'on  faisait  tourner  l'un  des  deux  autour  de  la  vertical^  0,  doivent  produire 
dans  rhyperboloïde  de  révolution  des  sections  identiques.  Or^  le  plan  AC 
contenant  déjà  une.  génératrice  DA,  ne  peut  couper  dé  nouveau  b.  ^urfece 
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du  second  degré  que  •ttivant  une  autre  secitoo  reoiUtffne>^  projetée  égàtemeiit  sur 
une  tangente  au  cercle  de  gorge(a®  141);  dooc  aussi  le  plan  PQR-  produira  dans 
Itiypérbokrifdë  une  section  oomposée  de  deux  droites  analogues  aux  précë<* 
dentesi  tit  qui  se  couperont  au  point  trouvé  pour  sommet  unique  sur  la  droite 
(OP,  K'Q).  I^ailleurs  en  ce  point,  le  plan  PQR'  sera  tangent  (n*  142)  à  l'hj- 
perbololde. 

Dans  le  cas  très-*particulier  ou  la  droite  suivant  laquelle  se  réunissent  les 
deux  arêtes  OF  et  OE,  se  trouverait  parallèle  à  DA ,  le  plan  PQR'  couperait 
rhyperbololde  suivant  deux  génératrices  parallèles  entre  elles  ,  et  il  ne  séi^ait 
plus  tangent  à  la  surface  que  dans  un  point  infiniment  éloigné. 
'  4^  Enfin ,  ^  la  trace  ÂC  ne  rencontre  pas  du  tout  le  cercle  du  rayon  OF  , 
il  n'y  a  aucun  sommet  réel  sur  (OP,  R'Q)  ^  et  la  section  est  alors  une  hyper- 
bole dont  cette  droite  est  l'axe  imaginaire.  Dans  ce  cas ,  la  courbe  se  con* 
struit  toujours  comme  au  n?  272;  mais  pour  trouver  le  centre^  et  par  suite 
Taxe  réel,  il  faudra  recourir  aux  asymptotes  dont  nous  parlerons  tout  à  l'heure: 
ou  bien ,  ce  qui  est  plus  simple ,  on  prendra  le  milieu  oy  de  rinteryalledes  deux 
points  /  et  >{  ou  le  plan  PQR'  coupe  les  arêtes  D'B'  et  D'A'  du  cdne  asymptote. 
Cette  r^e  est  fondée  sur  ce  que  cette  surface  et  Vhyperboloïde ,  étant  sem«* 
biaUes  et  concentriques  ^  doivent  être  coupées  par  le  plan  PQR'  suivant  deux 
courbes  qui  auront  un  centre  commun  (n*  147).  Or^  pour  la  section  faite  dans 
le  cône  asymptote ,  on  a  vu  {n^  247)  que  les  deux  sommets  étaient  projetés 
sur  le  plan  yertical  ^  eny  e%  rfi  par  conséquent  le  inilieu  »'  de  la  distance  yY}\ 
est  à;  la  fois  le  centre  de  la  section  conique  et  celui  de  la  section  faite  dans 
iliyperboloide.  Il  reslersl  donc  a  projeter  ce  point  en  « ,  sur  la  ligne  OP  que 
Ion  sait  être  un  aie  de  la  courbe  ;  et  le  plan  horizontal  conduit  par  ce  point  fera 
trouver  les  deux  sommets  réels  par  la  méthode  du  n^'  272. 

275.  Pour  obtenir  &i  tanyenteen  un  point  quelconque  M  de  la  section  produite  pic.  68, 
par  le  plan  PQR' ,  il  faut  chercher  l'intersection  de  ce  plan  avec  celui  qui 
touche  rhyperboloïde  en  M.  Or  ce  dernier  est  déterminé  (n*  143)  par  les 
deux  génératrices  rectilignes  qui  passent  par  ce  point,et  nous  savons  que  leurs 
projections  horizontales  s^obtiennent  (n^'  141)  en  menant  au  cercle  de  gorge  les  * 
tangentes  a.M^,  et  6M^;  par  conséquent  les  deux  points  a.  et  6  où  ces  gé- 
oératrices  couperont  le  cercle  OA  qui  est  la  trace  horizontale  de  Thyper- 
boloide ,  appartiendront  nécessairement  à  là  trace  dû  plan  tangent  chei*ché  ; 
donc  Cette  trace  sera  la  di^ôite  a^0T  qui,  par  sa  rencontre  avec  PQ,  fourniliei  le 
pied  T  de  la  tangente  TH  qu'il  s'agissait  de  c^nstiuire. 
,   A  la  vérité ,  les  tangentes  au  cercle  de  gorge  menées  par  le  point  M  , 
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couperont  le  cercle  OA  eo  quatre  points  :  mais  d'abord,  ou  ne  deyra  combiner 
ensemble  que  ceux  qui  se  trouveront  tous  deux  en  deçà ,  ou  tous  deux  au-delà 
des  pointsde  contact  ^et  J,  par  rapporta  M;  car  les  deux  génératrices  que  l'on 
cherche  doivent  se  couper  en  M ,  et  conséquemment  (n^  143)  elles  ne  sauraient 
appartenir  au  même  système  ,  ce  qui  arriverait  évidemment  pour  les  droites 
a,^,  et  oà^  aussi  bien  que  pour  &  et  S^d^.  Ainsi  Tincertitude  qui  pourra 
rester,  consistera  à  savoir  si  l'on  doit  combiner  les  deux  droites  a^i^  et  â^,  ou 
bien  les  deux  droites  ai  et  ij3^  ;  mais  pour  ces  dernières  qui  ont  leurs 
èxti*émités  inférieures  en  a  et  S. ,  le  point  de  section  projeté  en  M  ,  se  trouve- 
rait évidemment  au-detsus  du  cercle  de  gorge ,  tandis  que  le  point  (M,  M') 
que  nousi  considérons  ici ,  est  sur  la  nappe  inférieure  de  Thy perboloïde  ;  donc 
il  faut  encore  rejeter  ce  deuxième  couple  de  génératrices ,  qui  devrait  au  con- 
traire être  seul  conservé ,  dans  une  épure  où  le  point  considéré  M  se  trouverait 
place  sur  la  nappe  supérieure  de  la  surface. 

276.  Bnbattemenû.  Faisons  tourner  le  plan  PQR'  autour  de  sa  trace  QR\ 
pour  le  rabattre  sur  *le  plan  vertical.  Dans  ce  mouvement ,  Thorizontale 
(M',  IMN)  restera  perpendiculaire  à  la  charnière,  et  deviendra  M'mn  ,  droite 
sur  laquelle  on  portera  des  distances  Wm  ^=  IM ,  M'i»  =IN;  ce  qui  fournira 
évidemment  deux  points  m,f}.  de  la  courbe  rabattue.  Les  autres  pointss'obtien«-> 
dront  d'une  manière  semblable ,  aussi  bien  que  la  tangente  dont  le  pied  T  se 
transportera  en  t,  et  qui  deviendra  tm. 

La  surface  actuelle  étant  ^aucA^,  comme  nous  l'avons  démontré  au  n^  145^ 
elle  ne  saurait  satisfaire  à  la  condition  essentielle  du  n°  179,  et  il  n'y  a  pas  lieu 
de  chercher  son  développement.  Observons  aussi  que  toutes  les  opérations  pré- 
cédentes s'effectueraient  d'une  manière  entièrement  analogue ,  si  le  plan 
sécant  PQR'  était  oblique  au  plan  vertical  de  projection ,  et  quand  même  la 
génératrice  (AD,  A'D')  serait  assignée  dans  une  position  quelconque  ;  et  nous 
engageons  le  lecteur  à  s'exercer  sur  de  pareilles  données. 

FiG.  68.  277.  DES  BRANCHES  INFINIES.  Il  est  très-important  de  savoir  reconnaître 
*  à  priori  si  la  section  de  l'hyperboloïde  par  un  plan  quelconque  PQR'^  présen- 
tera ou  non  des  branches  infinies.  A  cet  effet,  il  faudra  mener  par  le  centre 
(0,D')  du  cercle  de  gorge  une  parallèle  à  la  génératrice  (AD»  A'D'),  et  tracer 
la  circonférence  ab  que  décrit  le  pied  (a,  h!)  de  cette  parallèle ,  quand  elle 
tourne  autour  de  Taxe  vertical  O  pour  engendrer  le  cône  asymptote  ;  et  comme 
on  sait  (vP  146)  que  toutes  les  arêtes  de  ce  cône  sont  respectivement  parallèles 
aux  diverses  génératrices  de  l'hyperboloïde ,  il  n'y  aura  qu'à  conduire  par  le 
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sommet  (O,  D')  ud  plan  n  parallèle  à  PQR^  et  yoir  si  ce  plan  n  contient 
quelque  aréle  de  cette  surface  conique. 

lo  Lorsque  la  trace  horizontale  du  plan  ir  ne  rencontrera  pas  la  base  du  cône 
asymptote,  il  n'y  aura  aucune  arête  de  ce  cône,  et  conséquemment  aucune  gé- 
nératrice de  l'hyperboloide,  qui  soit  parallèle  au  plan  dcnnè  £QR'^  donc  aucun 
point  de  la  section  faite  par  ce  dernier  plan  ne  pourra  être  situé  à  Tinfini,  et 
dès  lors  cette  section  sera  fermée  et  elliptique. 

2"  Quand  le  plan  tt  coupera  la  base  du  cône  asymptote  en  deux  points,  il 
existera  sur  ce  cône  deux  arêtes,  et  sur  Fhyperboloïde  cfeuâ?  couples  de  généra- 
trices, qui  seront  parallèles  au  plan  PQR'  :  donc  la  section  faite  par  ce  dernier 
dans  rhyperboloîde,  offrira  deua  branches  infinies  et  sera  une  hyperbole.  D'ail- 
leurs, chacun  de  ces  deux  couples  de  génératrices,  composé  de  deux  droites 
parallèles,  déterminera  un  plan  qui  se  trouvera  bien  tangent  à  Thyperboloide 
{d?  153)  dans  le  point  de  rencontre  infiniment  éloigné  de  ces  lignes;  ce  sera 
donc  rîntersection  de  ce  plan  tangent  asymptotique  par  le  plan  donné  PQR', 
qui  fournira  Vasymptote  de  la  branche  correspondante.  Ceci  s'éclaircira  par 
l'exemple  du  n'  278. 

3*  Enfin,  si  le  plan  tt  ne  h\i  que  toucher  la  base  du  cône  asymptote,  il  n'y 
aura  plus  sur  ce  cône  qu'une  seule  arête,  et  sur  l'hyperboloïde  qu'tm  seul 
couple  de  génératrices  qui  soient  parallèles  au  plan  donné  PQR';  donc  la  sec- 
tion n^offrira  qu'une  branche  infinie  et  sera  une  parabole.  D'ailleurs  elle  n'admet- 
tra plus  d'asymptote,  parce  que  le  plan  tangent  Conduit  par  ces  deux  généra- 
trices se  trouvera  lui-même  parallèle  au  plan  PQR\  comme  nous  le  verrons 
clairemedt  au  n»  281 . 

278.  Appliquons  ces  règles  au  cas  de  Tépure  69,  où  la  génératrice  (ADB,  Fig.  69 
Â'D'A'^)  est  prolongée  autant  au-dessus  qu'au-dessous  du  cercle  de  gorge 
(XDY,  XT'),  afin  de  limiter  la  surfece  aux  deux  cerclés  égaux  A'B'  et  A"B", 
projetés  horizontalement  sur  AZBS.  La  génératrice  du  second  système  serait 
(BDA,  B'D'B");  et  ces  deux  génératrices,  transportées  parallèlement  jusqu'au 
centre  (O,  D'),  détermineraient  le  cône  asymptote  qui  a  pour  base  le  cercle 
du  rayon  Oa.  D'ailleurs,  comme  dans  l'épure  précédente,  nous  ne  nous  atta- 
cherons pas  à  effectuer  la  représentation  graphique  de  l'hyperboloïde  sur  le 
plan  vertical,  ou  il  n'y  aura  que  des  lignes  isolées  qui  seront  toutes  visibles  : 
ce  sera  seulement  sur  le  plan  horizontal  que  nous  exprimerons  la  forme  de  la 
surfece,  en  distinguant  par  des  ponctuations  diverses,  les  parties  visibles  et  les 
parties  cachées.  Quant  au  plan  sécant,  nous  sommes  convenus  (n^  108)  qu'il 
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«eratl  i^ardé  o^mm^  eoleté)  aprè^atoir  coiipé  la  sur&ee,  el  qu'il  n'en 
rait  que  les  traces  PQ  et  QR'. 

Cela  podé^  si  Aouâ  menoDs  par  le  sommet  (0^  D^  du  cane  asyaiptole  un 
plan  DT'F  parallèle  à  PQR',  oa  Toît  qu'il  coupe  le  œrcle  Oa  en  deux  points 
et  le  côoe  asymptote  suivant  deux  arêtes  projetées  sur  OF  etOE.  Done^  eu  ne 
considérant  d'abord  que  la  première  OF^  et  lui  menant  deux  parallèles  ^«,  t?, 
qui  soient  tangentes  au  cercle  de  gorge,  ce  seront  là  deux  génératrices  de 
l'hyperboloïde  qui  n'iront  rencontrer  le  plan  PQR'qu'à  rînfiuietqui  annonce^ 
ront  l'existence  d'une  bt*anche  indéfiniment  prolongée.  Pour  obtenir  l'asymp* 
tote,  j'observe  que  le  plan  tangent  de  l'hyperboloïde  dans  ce  point  infiniment 
éloigné,  devant  contenir  (n**  153)  les  deux  génératrices  ac^et  &  qui  secoMpenl 
en  ce  point,  aura  pour  trace  horixontale  la  droite  00?;  et  comme  ce  plan  doit 
fournir  par  son  intersection  avec  le  plan  PQR'  Tasymptote  demandée,  cette 
ligne  se  trouvera  évidemment  parallèle  à  o^.  Si  donc  ,  par  le  point  0  où  se 
coupent  les  traces  PQet  aSj  on  mène  la  droite  6a  parallèle  à  cJ»  ce  sei^a 
lasymptote  qu'il  s'agissait  de  construire. 

279.  On  pourra  répéter  des  constructions  semblables  ^  pour  la  seconde 
brauche  infinie  qui  est  indiquée  par  l'autre  arête  OE  du  cône  asymptote»  mais 
on  doit  apercevoir,  que,  dans  l'opération  précédente,  le  plan  iàC  qui  touchait 
l'hyperboloïde  à  une  distance  infinie  sur  la  génératrice  d'à,  était  lui-même  tan^ 
gent  au  cône  asymptote  suivant  TarêteOF.  En  effet,  ce  plan  renferme  le  diamètre 
JOc  du  cercle  de  gorge,  et  conséquemment  l'arête  OF9  donc  sa  trace  passera 
par  le  point  F  et  sera  évidemment  perpendiculaire  au  rayon  OF.  D  après  cette 
remarque,  il  suffira  de  mener  au  cercle  du  rayon  OE,  la  tangente  E^  qui,  par 
sa  rencontre  avec  PQ,  fournira  le  point  ^  par  lequel  on  devra  tirer  Tasymptote 
ff^jà  parallèlement  à  OE.  Cette  seconde  asymptote  devra  couper  la  première  en 
uu  pointa)  qui  soit  situé  sur  la  droite  OP,  puisque  celle-ci  (a<>  273)  est  toujours 
un  axe  de  la  courbe. 

!280.  Si  Ton  voulait  n'employer  qu'une  seuledes  deux  génératrices dbe,  e»,qui 
vont  aboutir  au  point  de  contact  de  l'asymptote,  on  pourrait  s  appuyer  sur  ce 
que  la  surface  étant  de  révolution,  le  plan  tangent  doitétreperpendiculatreau 
|)lan  méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact  (n"  129);  Or  ici,  ce  point  est  à 
une  distance  infinie  sur  ai\  donc  le  méridien  corresponda-at  est  le  plan  vertical 
OF  parallèle  à  ad  :  ainsi  le  plan  tangent  cherchéaurait  pour  trace  horiaonlale^ 
une  droite  perpendiculaire  à  OF  et  menée  du  poiuior^  ce  qui  ferait  bien  retrou- 
ver la  ligue  olZ  déjà  obtenue  autrement. 

28 1 .  Si  le  plan  DTT  mené  par  lesomnoet  du  cône  asymptote,  parallèlement 
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a  PQR',  touchait  ce  cône  suivant  une  arête  unique,  c'est-à-dire  s'il  avait  la  po. 
sition  D'B'6)  on  voit  bien(n''  279)  qu'il  serait  lui-même  tangent  à  Thyperboloïde 
dans  le  point  infiniment  éloigné  situé  sur  la  g^'nératrice(BD,  B'D');  or  puisque 
ce  plaa  tangent  jse  trourerait  ainsi  parallèle  à  PQR^  leur  intersection  serait 
transportée  tout  entière  à  Tinfini  ;  de  aorte  que  la  courbe  d^intersection  pré- 
senterait bien  encore  une  branche  infinie^  mais  qui  n'aurait  plus  (t asymptote. 

982.  Maintenant,  effectuons  le  tracé  de  la  courbe  suivant  laquelle  le  plan  Fie.  69. 
PQR' coupe  Thyperbaloîde,  et  cherchons  d'abord  les  «^ma^^^  situés  sur  Taxe 
(OP,  R'Q).  Nous avofid  Tu(n'  273  )  qa'il^Hait tirer  la  di>aîle( R'C%  OC  )fa^ 
railèleè  la  ^iië^atfiee(  AD,  A'D')»  et  joindre lea  points  Cet  A  ;  mais  oomlme  b 
Xtslcr  CA  ne  rencontre  pa»  ici  le  cercle  durayoa  OP,  ondoit  èa  conclure  qu'il 
n'y  a  aucun  aommet  réel  sur  Taxe  en  questionner  que  la  section  est  une  fayper-^ 
bole  <ioDl  la  ligne-tOP,  R'Q)  esll'aive  imagifiaifm.  Alors  je  cherche  le  centre  en 
projetant  le  point  de  reacontreii  des  deux  asymptotes  snr  la  ligne  R'Q  en  à»^  ;  ou 
bieo(ii^37'4^4'*)  je  prMids  le  milieu  «'  dé  l'iAtervaile  des  deux  pointa/  et  r/ 
où  le  plaa  PQR^  coupe  kâ  deux  arêtes  extrêtaes  du^eàneiasymplote;  puis,  en 
faisant  «tne  aeetion  fastizontale  par  ce. point  «\  suivant  la  mdthode  du  n*  273, 
j'obtiens  les  deux  sommets  réels  G  et  H.  Cette  mém^méthode  appliquée  à  d  au- 
tre&pboshorâontaux,  tels  que  MT'et  VW,  qu'il  sera  bon  de  choisir  de  ma- 
nière à  fouroir  dea  sections  ëgaleadans  lea  deux  nappes,  fera  trouver  de  nou«- 
veaux  points  M  et  N ,  /a  et  v^  de  la  courbe  cherchée  :  en  o^tre^  cette  ligne  devra 
évidemment  pasderpar  les  points  T  et  S  où  le  -cercle  ABS  est  rencontré  par  la 
trace  PQ du  plto  sécant,  auasi  bien  que  les  p0iintS'(Z ,  Z' )  et  ( U,  Z'  )  où  ce 
même  plan  coupe  le  cercle  supérieur  A'B''. 

Enfin^  Goaume*  lé  cercle  de  gorge  X' Y'  est  rencontré  par  le  plan  PQR^  en  deu  s 
pomta  projetés  verticalement  sur  L\  on  en  conclura  leurs  projections  horizon** 
teles  Ld  IC,  dans  lesquelles  ce  cercle  et  Thyperbole  devront  se  toucher  sur  le 
plan  beirisonlaiti  £n  effet ,  quoique  lee  tangentes  de  ces  courbes  dans  Tespace 
soient  trèe»dÂstineies  l'une  de  l'autre,  elles  se  trouvent  toutes  deux  dan»  le  plan 
tangent  de  l^yperbololde  qui,  pour  chaque  point  du  cercle  de  gorge,  est  évî-- 
deuMDeo(«er#fi»^;  d'où  il  résulte  que  les  projections  horizontales  d»  ces  deux 
tangentes,  se  confondront  nécessairement, 

Quafitàlaconsiructionde  la  tan^^teà la aecUoQi  pour  un  point  quelcoinque 
(  M ,  M*),  eUn  a'efeoluerait  par  les  mêmes  moyens  qu'au  n^  375. 

^3.  EabaUement.^  On  effectueracetteopérationcotnmed^s  Tépure  pié*^ 
eédeote,  en  inîeaot  lourner  le  pl^n  PQR'  auto<ur  de  sa  trace  vqrticale  QR',  et 
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en  portant  sur  des  perpendiculaires  à  cette  charnière,  des  distancer  M  m  =  IM, 
M'/i  =  lN, 

Quant  aux  asymptotes,  on  rabattra  .d'abord  de  la  même  manière,  le  centre 

(  « ,  «'  )en  n  ;  puis,  en  rapportant  les  points  9  et  9  en  ff  et  9\  on  obtiendra  fif'  m^ 

et  f*^'^  pour  les  asymptotes  de  la  courbe  rabattue* 

PROBLÈME  8.  Intersection  d'une  droite  avec  un  hyperboloide  de  révolution 

à  une  nappe. 
FiG.  G6.        284.  Nous  plaçons  ici  ce  problème ,  parce  qu'il  n'est  qu^une  extension  de 

celui  que  nousavons  résolu  au  n"*  273,  pour  une  Aroile  qui  rencontrait  VcuFeàe 
la  surface;  et  nous  allons  ramener  à  ce  cas  particulier  la  question  actuelle  »  où 
la  droite  proposée  aura  une  position  quelconque.  Soient  donc  (  O,  OZ')  Taxe  de 
l'hyperboloïde,  (  ADB,  A'D'B')  la  génératrice  rectiligne,  et(PQ,  P'Q')  la  droite 
dont  il  s'agit  de  trou  ver  les  points  d'intersection  avec  la  surface.  Nous  la  suppo- 
sons ici  amenée ,  par  une  rotation  autour  de  Taxe,  dans  une  situation  parallèle 
au  plan  vertical  :  mais  cette  opération  préliminaire  est  toujours  fort  aisée  à 
effectuer  ;  etcommed'ailleurs  elle  laissera  le  point  d'intersection  avec  la  surface, 
sur  le  même  parallèle  où  il  était  situé  d'abord,  il  sera  bien  facile  de  retrouver 
ce  point  dans  la  position  primitive. 

285.  Cela  posé,  si  le  plan  vertical  'PÇ^  rencontre  le  cercle  de  gorge  décviieiyec 
le  rayon  OD  ,  il  coupera  la  surfece  suivant  une  hyperbole  dont  Taxe  réel  sera 
(XY,  X'Y'),  et  qui  aura  pour  une  de  ses  asymptotes  la  droite(A'B',  PQ).  Il  se- 
rait donc  facile,  d'après  ces  données,  de  construire  cette  eourbe  sur  le  plan  ver- 
tical, et  sa  rencontre  avec  PQ'  ferait  alors  connaître  les  points  demandés  ;  maia 
nous  nous  proposons  d'arriver  à  ce  résultat  par  des  constructions  directes  et  qui 
n'emploient  que  la  ligne  droite  et  le  cercle.  Pour  cela,  imaginons  que  l'hyper* 
bole  dont  nous  venons  de  parler  et  qui  contient  les  points  cherchés,  tourne  au- 
tour de  la  verticale  «»  :  elle  produira  ainsi  un  second  hyperboloide  à  une  nappe 
dont  le  cercle  de  gorge  sera(X^Yi  X'Y'),  et  qui  aura  pour  génératrice  rectiligne 
la  droite(a?,  Â'B^;  alors  la  question  primitive  se  réduira  évidemment  à  trou- 
ver les  points  d'in  tei*section  de  ce  nouvel  hyperboloide  avec  la  droite(PQ^  ^Q  ) 
qui  rencontre  son  axe  («,  O'Z'  );  et  par  conséquent  nous  sommes  ramenés  au 
problème  du  n*  273. 

On  décrira  donc  avec  le  rayon  «^P,  un  cercle  qui  sera  la  base  d'un  cône  otm^ 

liaire  ayant  pour  sommet  le  point («,  W);  puis,  en  menant  la  droite  (R'C^  mC) 

'parallèle  à  la  génératrice ,  on  déterminera  la  trace  aC  d'un  plan  qui  coupera 

ce  cône  suivant  les  arêtes  «E  et  "F.  Ces  dernières  lignes  Tont  rencontrer  la  gé-* 
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« 

Dératrice  aux  points  (L,  L')et  (K,  K^)«qiie  Toa  ramènera  sur  la  droite  propo- 
sée en  (M',  M)  et  (N',  N);  et  ces  derniers  points  seront  ceux  où  la  droite  (PQ, 
FQ')  perce  le  second  et  aussi  le  premier  hyperboloïde. 

286.  Si  la  projection  horizontale  PQ  de  la  droite  proposée,  se  trouyait 
tangente  au  cercle  de  gorge  décrit  avec  le  rayon  OD,  le  plan  vertical  PQ  cou- 
perait évidemment  l'hyperboloîde  primitif ,  suivant  deux  droites  projetées 
sur  AlB'et  sur  la  droite  symétrique  de  cette  dernière  ;  dès-lors ,  la  rencontre 
de  ces  deux  droites  avec  P'Q' fournirait  immédiatement  les  points  cherchés. 

2S7.  Enfin  supposons,  comme  dans  la  fig.  67,  que  la  droite  proposée  p^^  gj 
(PQ,  V()f)  se  projette  endehors  du  cercle  dé  gorge  OD.  Dans  ce  cas  ,  le 
plan  vertical  PQ  couperait  encore  la  surface  primitive  suivant  une  hyperbole, 
mais  son  axe  réel  serait  dirigé  suivant  la  verticale  R  ;  de  sorte  qu'enfaisant  tour- 
ner cette  courbe  autour  de  celte  verticale,  on  obljendrait  un  hyperboloïde  à 
dewp  nappe^^  et  le  problème  ne  serait  plus  aussi  simple.  C'est  pourquoi  je  ren- 
verse la  question  primitive,  et  je  me  propose  de  trouver  les  points  d'intersection 
de  la  droite  (AB,  A'B'),  avec  Thyperboloïde  que  décrirait  (PQ,  PQ')  en  tour- 
nant autour  de  la  verticale  0;  parce  que  ces  nouveaux  points  de  section  seront 
évidemment  à  la  même  hauteur  que  les  premiers. 

Or,  dans  ce  second  hyperboloïde,  le  cercle  de  g;orge  qui  a  pour  rayon 
(OR, R')  est  nécessairement  coupe  par  le  plan  vertical  AB,  et  la  question 
rentre  tout-à-foit  dans  le  cas  du  n^  385  :  ainsi,  après  avoir  décrit  le  cercle 
dégorge  (X/oY,X'Y')d'un  troisième  hyperboloïde  qui  aurait  pour  génératrice 
la  droite  (77/9 ,  P'R')  1  ^^  trouvera,  comme  ci-dessus,  les  points  (/a,  MO  et 
(>,  N'),  où  cette  dernière  Rgne  serait  rencontrée  par  (AB,  A'B')  tournant 
autour  de  la  verticale  D;  puis,  il  resterait  à  transporter  ces  deux  points  sur 
(AB,  A'B'))  en  les  laissant  à  la  même  hauteur.  Mais  les  derniers  points  ainsi  ob- 
tenus devraient  ensuite,  pour  le  problème  primitif ,  être  ramenés  sur  (PQ,  P^Q') 
en  les  laissant  encore  dans  les  mêmes  plans  horizontaux;  par  conséquent,  l'opë** 
ration  se  réduit  k  transporter  immédiatement  les  points  (/<,M')  et(y,  NO  en 
(M,  M')  et  (N,NO  qui  seront  les  points  de  rencontre  de  la  droite  (PQ,  P'Q') 
avec  le  premier  hyperboloïde  décrit  par  la  révolution  de  (AB,  A  B')  autour 
de  la  verticale  O, 
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CHAPITRE  III. 

INTERSECTIONS  DE  DEUX  SURFACES  COURBES. 

PROBLÈME  1.  Intersection  de  detix  cylindres  quelconques, 
FiB.  70.  288.  Soient  ABGKH  la  base  ou  la  trace  horizootale  du  premier  cylindre , 
et  (AZ,  A'Z')  une  de  ses  génératrices;  soient  VLMYI  et  (Vv,  VV)  les  don- 
nées analogues  pour  le  deuxiènae  cylindre  :  on  en  déduira  aisément  (n<*  109) 
le  contour  apparent  de  chacune  de  ces  surfaces  sur  le  plan  horizontal  et  sur 
le  plan  vertical  ;  puis,  pour  obtenir  leur  intersection,  il  faudra  employer  des 
plans  sécants  qui  hoienl  parallèles  klà  fois  atix  génératrices  de  T  un  et  de  l'autre 
cylindre ,  et  qui  produiront  ainsi  ,  dans  ces  deux  surfaces ,  des  sections  évi- 
demment recti lignes.  A  cet  effet,  menons  par  un  point  quelconque  de  l'arête 
(AZ,  A'Z'),  une  droite  (ZR,  Z'R')  parallèle  aux  génératrices  du  deuxième 
cylindre,  et  construisons  la  trace  RA  du  plan  qui  passerait  par  ces  deux  droites; 
alors  nous  n'aurons  plus  besoin  que  de  tirer  diverses  parallèles  à  RA,  pour  être 
certains  que  ce  sont  là  les  traces  de  plans  propres  à  couper  les  deux  cylindres 
suivant  des  génératrices  rectilignes. 

289.  Considérons  le  plan  sécant  RA  :iIcoupe  le  premier  cylindre  suivant  deux 
arêtes  projetées  sur  kaçL  et  Qcy  ,  et  le  second  cylindre  suivant  des  arêtes  pro- 
jetées sur  L/etQ^;  par  conséquent  ces  quatres  droites  qui  sont  dans  un  même 
plan,  fourniront  par  la  rencontre  de  leurs  projections  quatre  points  a,  a,  e,  y^ 
appartenantà  la  projection  horizontale  de  l'intersection  des  d^ux  cylindres.  En- 
suite, si  l'on  projette  sur  la  ligne  de  terre  les  pieds  A,  C,  L,  Q,  de  ces  arêtes, 
on  en  conclura  leurs  projections  verticales  qui  fourniront  aussi  par  leurs  ren- 
contres mutuelles,  les  points  a\  a\  c\  /,  de  la  courbe  d'intersection  projetée 
sur  le  plan  vertical;  d'ailleurs  il  faudra,  comme  vérification,  que  ces  points  a 

et  a\  a  et  a^ se  trouvent  deux  à  deux  sur  des  droites  perpendiculaires  à  la 

ligne  de  terre. 

On  agira  de  même  pour  d'autres  plans  sécants  parallèles  à  RA;  mais  il  est  bon 
de  commencer  l'ëpure  par  déterminer  les  points  remarçuaé/e^  dont  nous  allons 
parler,  parce  que  ceux-là  sont  essentiels  à  construire,  et  qu'on  pourra  ensuite 
proportionner  le  nombre  des  plans  sécants  intermédiaires,  aux  intervalles  qui 
resteront  entre  les  points  déjà  obtenus. 

290.  Points  sur  lesplans  limites.  Si  Ton  tire  parallèlement  à  RA,  des  droites 
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MMB ,  GHI ,  dont  chacune  soit  tangente  à  Fune  des  bases  et  en  même  temps 
técantepar  rapport  à  Fautre  base ,  ces  droites  seront  les  traces  de  deux  plans 
limiies  entre  lesquels  se  trouveront  compris  tous  les  points  qui  sont  communs 
aux  deux  surfaces  ;  car  ,  au  dehors  de  ces  limites ,  on  voit  bien  que  les  plans 
sécants  parallèles  à  RÂ  ,  ne  pourraient  plus  couper  qu'un  seul  des  deux  cy- 
lindres. D'ailleurs ,  si  l'on  applique  au  plan  MNB  la  méthode  gënërale  exposée 
au  numéro  précédent,  on  obtiendra  deux  points  (^,  i')  et  (6,  b')  dans  lesquels 
les  génératrices  (Mm,  M'i»')  et  (Nn,  N'n')  se  trouveront  tangentes  à  la  courbe 
^intersection  dans  l'espace  ;  et  par  suite ,  ce  contact  devra  se  vérifier  sur  les 
deux  plans  de  projection ,  comme  on  le  voit  dans  notre  épure.  En  effet,  la  droite 
(Mf ,  MV)  est  évidemment  dans  le  plan  qui  toucherait  le  cylindre  LMN  au 
point  (ff,  i')  ;  mais  elle  est  aussi  dans  le  plan  sécant  MBff  qui ,  par  hypothèse, 
se  trouve  tangent  au  cylindre  ABC  le  long  de  Tarète  BC  :  donc  cette  droite 
(Me,  M'^')  est  Tintersëction  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces  dans  le  point 
(6,^),  et  conséquemment  (n*"  213)  elle  est  bien  tangente  à  la  courbe  suivant 
laquelle  se  coupent  ces  deux  surfaces. 

On  prouvera  de  même  que  l'arête  (Nib,  "^'b')  est  tangente  à  la  courbe  d'inter* 
section  au  point  {b^b')  ;  et  pareillement,  le  plan  limite  GHI  fournira  deux  points 
(fj-^g')  et  (A,  h')  dans  lesquels  la  courbe  sera  touchée  par  les  arêtes  (G^,  G  jf') 
et  (HA, H' A'). 

291 .  Points  sur  les  contours  apparents.  On  fera  passer  des  plans  sécants  pa-^- 
rallèfes  à  RA ,  par  les  points  A  ,  K  ,  X ,  Y  (*) ,  où  aboutissent  les  arêtes  qui 
forment  le  contour  apparent  de  chaque  cylindre  sur  le  plan  horizontal;  puis, 
par  la  méthode  générale  du  n""  ^289 ,  on  obtiendra  les  points  (a,  a) ,  (a,  çt)  , 
(^»  ^)y  (??  ?0?  (^'  ^)t  ^^^  lesquels  la  courbe  touchera^  mais  seulement  sur 
le  plan  horizontal^  les  arêtes  correspondantes.  En  effet,  au  point  (a,  d)  par 
exemple,  la  tangente  de  la  courbe  dans  l'espace  est  distincte  de  la  géné- 
ratrice (Aa,  AV)  :  mais  ces  droites  sont  contenues  toutes  deux  dans  le  plan 
tangent  le  long  de  (Aa,  A V)  ;  et  comme  ici  ce  plan  est  nécessairement  verti^ 
cal^  il  en  résulte  que  la  projection  horizontale  de  cette  génératrice  coïncidera 
avec  celle  de  la  tangente  ;  par  conséquent  elle  devra  toucher  la  projection  de  la 
courbe  sur  le  plan  horizontal  ^  tandis  qu'il  n'en  sera  pas  de  même  sur  le  plan 
rertical. 


(*)  Ici  oùk  point  K  se  trouve  hors  des  plans  limites,  il  est  inotile  de  mener  un  plan  sé- 
cant par  ce  point. 
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Observons ,  d  ailleurs ,  que  ce  sera  toujours  dans  quelques  uns  des  points 
dont  nous  valons  de  parler ,  que  se  fera  le  passage  de  la  partie  yisible  à  la  partie 
invisible  de  la  courbe  d'intersection ,  considérée  en  projection  horizontale.  Au 
surplus,  nous  donnerons  bientôt  une  règle  générale  pour  distinguer  ces  parties 

les  unes  des  autres* 

292.  De  mèine^  si  par  les  pieds  V,  U ,  T,  G,  des  arêtes  qui  formcAt  le  con- 
tour apparent  de  chaque  cylindre  sur  te  plan  vertical,  on  mène  des  plans  sé- 
cants parallèles  à  R  A  ,  on  obtiendra  des  points  tels  que  (e,  s") ,  dans  lesquels  la 
courbe  (ouckera^rnsLisseulemenlsurleplanvertical^les  arêtes  correspondantes 
telles  que  (Ye,  W)*  En  effet ,  celte  génératrice  et  la  tangente  de  la  courbe 
au  point  (e ,  e)  sont  toutes  deux  dans  le  plan  tangent  le  long  de  (Ye ,  Ye')  ;  or 
ce  plan  étant  ici  perpendiculaire  au  plan  yertical,  les  projections  verticales  de 
ces  deux  droites  se  confondent  nécessairement ,  tandis  qu'il  n'en  est  pas  de 
même  de  leurs  projections  horizontales.  Quant  à  l'arête  (Gg^  G'^')  elle  touche , 
il  est  vrai ,  la  courbe  sur  les  deux  plans  de  projection  à  la  fois  ;  mais  cela  tient  à 
ce  que ,  dans  la  figure  actuelle ,  cette  génératrice  se  trouve  à  la  fois  sur  le  con- 
tour apparent  et  dans  le  plan  limite  GHI. 

Enfin,  ce  sera  aussi  dans  qi^lques-uns  des  points  dont  nous  venons  de  parler, 
que  se  fera  le  passage  de  la  partie  visible  de  la  courbe  à  la  partie  invisible 
sur  le  plan  vertical ,  parties  qui  ne  sont  pas  les  mêmes  que  pour  la  projection 
horiaontale ,  puisque  le  point  de  vue  est  différent  (ti?  1 06.) 

293.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (t^  t^  de  la  courbe  d'intersection, 
sera  fournie  par  l'intersection  des  deux  plans  qui  touchent  les  cylindres  le 
long  des  arêtes  T^  et  S^  :  or  les  traces  horizontales  de  ces  plans  sont  les  droites 
19  et  Sa  tangentes  aux  bases  dans  les  points  T  et  S  ;  donc  le  point  9  où  se  cou- 
pent ees  deux  droites ,  appartient  à  la  tangente  demandée ,  laquelle  est  par 
conséquent  6t. 

Lorsque  le  point  9  où  vont  se  rencontrer  les  traces  de  deux  plans  tangents ,  se 
troiivera  trop  éloigné,  comme  cela  arrive  dans  notre  épure ,  on  pourra  y  sup-> 
piéer  de  la  oKinière  suivante.  Le  plan  sécant  NNB  parallèle  aux  génératrices 
des  deux  cylindres  à  la  fois,  doit  couper  le  pian  tangent  Sd  suivant  une  droite 
11^  parallèle  k  S^,  et  le  plan  tangent  T6  suivant  une  autre  droite  X«  parallèle  à 
T^;  donc  le  point  «»  où  se  rencontrent  les  lignes  X«  et  ju«,  est  nécessaire- 
ment commun  aux  deux  plans  tangents ,  et  consequemment  c'est  un  point  de 
la  tangente  cherchée  M. 

^ous  n'avons  parlé  jusqu'ici  que  de  la  projection  horizontale  de  la  tangente  , 
parce  que  le  point  (^,  f)  que  nous  avons  choisi  pour  plus  de  clarté ,  se  trouvant 
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placé  sur  le  c<mtour  apjparent  relatif  au  plan  yertical^  la  tang^ente  est  projetée 
sur  ce  même  plan,  suitant  Taréte  TV;  mais ,  dans  ua  autre  cas,  il  suffira  de 
projeter  sur  la  ligne  de  terre,  le  pied  6  de  la  tangente,  et  de  le  joindre  ayec  t'; 
ou  bien,  on  construira  aisément  les  projections  irerticales  des  deux  droites  auxi- 
liaires TjùeifjixA  qui,  par  leur  rencontre,  fourniront  un  pc^nt  (a  de  la  tangente 
projetée  sur  le  plan  vertical. 

'  294  Rehaboue  I.  Pour  distinguer  sur  la  courbe  d'intersection  des  deux  cy-  Fie.  70 
lindres,  les  parties  visibles  d'arec  les  parties  invisibles  en  projection  horizon* 
taie,  il  faut  observer  que  si  le  cylindre  ABK  existait  seid  dansTépure,  les  arêtes 
qui  aboutissent  sur  lare  ABK  seraient  toutes  visibles ,  tandis  que  celles  qui 
tombent  sur  l'arc  AHK  ne  le  seraient  pas  :  de  même  ,  si  le  cylindre  XMY  sub- 
sistait seul,  les  arêtes  visibles  seraient  celles  qui  aboutisseitt  sur  Tare  XV  Y,  tan* 
dis  que  toutes  les  autres  ne  seraient  pas  vues.  Mais  lorsque  les  deux  cylindres 
existeront  simultanément,  il  pourra  arriver  qu'unearêle  visible  sur  le  premier  se 
trouve  cachée  en  partie  par  le  second;  toutefois,  si  cette  arête  vient  à  rencon-^ 
Irer  une  génératrice  aussi  visible  sur  ce  dernier  cylindre,  alors  elle  redevien- 
dra visible  en  cet  endroit.  D'un  autre  côté,  lorsqu'un  point  setrouvera  sur  une 
arête  qui  serait  invisible,  en  ne  considérant  que  le  cylindre  auquel  elle  appar- 
tient, il  est  évident  qu'à  plus  forte  raison  ce  point  demeurera  invisible,  quand 
les  deux  cylindres  existeront  à  la  fois  ;  par  conséquent,  nous  pouvons  poser 
les  deux  règles  suivantes  : 

Un  point  de  la  courbe  (V  intersection  sera  visible,  lorsqu'il  sera  fourni  par  la 
rencontre  de  deux  abétes  visibles  l'une  et  l'autre^  sur  chaque  cylindre  considéré 
isolément. 

Vnpoint  de  l'intersection  sera  invisible,  quand  il  proviendra  de  la  rencontre  de 
deux  arêtes  dort  vue,  au  moin^^  seaa  invisible  sur  le  cylindre  auquel  elle  ap^ 
partient. 

Le  lecteur  fera  aisément  lapplicaiion  de  ces  règles  à  la  projection  horizon- 
tale de  riutersection  des  deux  cylindres,  puisque  nous  avons  indiqué  plus  haut^ 
qu'elles  étaient  les  arêtes  visibles  sur  chaque  surface  considérée  isoléVnent;  et 
par-là,  il  se  rendra  compte  des  parties  pleines  ou  ponctuées  que  présente  notre 
épure.  Quant  à  la  projection  verticale,  les  règles  précédentes  s'appliqueront  éga- 
lement, pourvu  qu'on  se  rappelle  que,  relativement  à  cette  projection  ,  les 
seules  arêtes  visibles  sur  le  premier  cylindre  considéré  isolément,  sont  celles 
qui  aboutissent  sur  Tare  TAG,  et  que  les  arêtes  visibles  du  deuxième  cylindre 
aboutissent  toutes  sur  l'arc  YMU. 


150  LIVRE  IV.  —  INTËRSECTiOiNS  DE  SURFACES. 

riG.  /U.  295.  Remarque  IL  La  reucontre  des  deux  cylindres  peut  avoir  lieu  par  ar^ 
rachement  ou  ip^iV pénétration.  Il  y  a  arrachement,  lorsqvie  les  traces  MNB  et  GHI 
des  deux  plans  limites  sont,  comme  dans  Tëpure  actuelle,  tangentes  Tune  à  la 
base  ABKHy  et  l'autre  à  la  base  XMY;  parce  qu'alors,  sur  chaque  cylindre,  il 
existe  des  géneVatrices  qui  ne  contiennent  aucun  point  de  Tintersection,  et 
qu  ainsi  ces  deux  corps  ne  font  que /arracAer  mutuellement  une  partie  de  leur 
surface,  tandis  que  les  portions  correspondantes  aux  arcs  MON  et  HKG,  con- 
servent leur  intégrité  dans  toute  leur  longueur.  En  outre,  il  importe  d'observer 
que,  dans  ce  cas,  toutes  les  parties  de  l'intersection  formeront  une  branche 
unique  et  non  interrompue^  qu'un  point  mobile  pourra  parcourir  d'un  mouve-* 
ment  continu,  sans  cesser  d'être  sur  les  deux  cylindres  à  la  fois. 
FiG.  71.  Au  contraire,  quand  les  traces  GHI  et  CAO  des  deux  plans  limites  seront  tan- 
gentes à  /a  méms  base^  comme  dans  la/!gr.  71,  alors  il  y  aura  pénétration^  parce 
que  toutes  les  génératrices  du  cylindre  XOY  entreront  dans  l'autre  corps,  et  y 
traceront  sur  la  nappe  correspondante  à  l'arc  AH,  une  première  branche  for- 
mée; puis,  elles  sortiront  du  cylindre  par  une  seconde  branche  aussi  fermée , 
et  située  sur  la  nappe  CG.  D'ailleurs,  ces  deux  courbes  d^entrée  ei  de  sortie  ^e^ 
ront  totalement  distinctes,  et  n'auront  aucune  partie  commune  par  où  un  point 
mobile  puisse  passer  de  l'une  à  l'autre  sans  interruption;  puisqu'elles  se  trouve- 
i*ont  séparées,  sur  le  grand  cylindre,  par  les  nappes  ABC  et  HKG  où  il  n'existe 
aucun  point  de  l'intersection. 

296.  Remarque  IIL  Dans  tous  les  cas,  Tintersection  n'aura  pas  de  branche 
infinie^  si  les  deux  bases  sont  des  courbes  fermées.  En  effet,  pour  qu'il  existât  uue 
branche  qui  s'étendit  indéfiniment,  il  faudrait  qu'il  se  trouvât  sur  un  des  cylin- 
dres une  géneVatrice  parallèle  à  une  génératrice  de  Tautre;  mais  alors,  d'après 
la  nature  de  ces  surfaces,  toutes  les  génératrices  seraient  parallèles  entre  elles 
dans  les  deux  corps,  et  l'intersection  n'aurait  plus  lieu;  ou  bien,  elle  se  rédui- 
rait à  une  ou  plusieurs  droites  correspondantes  aux  points  de  rencontre  dés  deux 
bases,  genre  de  ligne  qui  n'exige  aucune  discussion. 

Quand  les  deux  bases,  ou  Tune  d'entre  elles,  serontdescourbes  indéfinies,  il 
suffira  d'examiner  la  position  des  plans  limites  (n""  290)  par  rapport  à  ces 
bases,  pour  reconnaître  si  quelqu'un  des  plans  sécants  intermédiaires,  peut  al- 
ler couper  Tune  des  bases  à  une  distance  infinie. 

PROBLÈME  2.  Intersection  de  deux  surfaces  coniques. 
FiG.  72.      297.  Soient  (S,  S')  le  sommet  du  premier  cône,  et  AB  la  courbe  qui  lui  sert 
de  base  sur  le  plan  horizontal  :  soient  (T,  T)  et  DE  les  données  analogues  pour 
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le  deuxième  côoe;  alors,  en  menant  aux  bases  des  tangentes  perpendiculaires 
à  la  ligne  de  terre,  on  obtiendra  les  droites  S'A'  et  S'B',  T'D'  et  T'E',  pour  les 
contours  apparents  de  ces  deux  surfaces  sur  le  plan  Tertical.  Quantau  plan  hori** 
zontal,  il  n'y  a  d'autres  limites  que  les  traces  ÂB  et  DE;  car  ici  les  sommets  se 
1  rouTant  projetés  au-dedans  des  bases,  il  est  impossible  de  mènera  ces  courbes 
des  tangentes  partant  des  points  S  et  T  (n®  1 19)  ce  qui  serait  nécessaire  pour 
obtenir  des  plans  tangents  veriicatuf.  D  ailleurs  nous  ferons  abstraction  des 
nappes  supérieures  des  deux  cdnes,  afin  de  ne  pas  rendre  invisible,  sur  le  plan 
horizontal,  la  branche  d'intersection  qui  proviendra  des  nappes  inférieures,  et 
qui  doit  fixer  spécialement  notre  attention. 

298.  Pour  obtenir  l'intersection  de  ces  deux  cônes,  nous  emploierons  divers 
plans  secanU  conduits  tous  suivant  la  droite  (ST,  ST^  qui  joint  les  deux  som^ 
fnets;  car,  de  tels  plans  ne  produiront  dans  les  deux  surfaces  que  des  sections 
rectilignes  faciles  à  construire,  et  d'ailleurs  leurs  traces  horizontales  devront 
évidemment  passer  toutes  par  le  point  R.  Considérons  donc  celui  de  ces  plans 
qui  a  pour  trace  la  droite  quelconque  RIFGH  :  il  coupe  le  cône  T  suivant  deux 
génératrices  projetées  sur  TF  et  T6,  et  le  cône  S  suivant  deux  génératrices 
projetées  sur  SI  et  SH  ;  or  cette  dernière  droite  rencontrant  les  précédentes 
aux  points  K  et  M,  il  s'ensuit  que  ces  deux  points  appartiennent  à  la  projec- 
tion horizontale  de  l'intersection  demandée.  Nous  négligerons  ici  les  points  de 
section  qui  seraient  fournis  par  l'arête  SI,  attendu  que  cette  droite  ne  ya  couper 
les  génératrices  TF  etTG  qu'au  delà  du  sommet  T,  et  que  par  conséquent  ces 
points  appartiendraient  à  la  branche  d'intersection  située  sur  les  nappes  supé- 
rieures^ dont  nous  sommes  convenus  de  faire  abstraction. 

Quant  au  plan  vertical ,  il  suffira  de  projeter  sur  la  ligne  de  terre  les  pieds 
F,  G,  H,  des  génératrices  que  nous  venons  de  combiner,  et  leurs  projections 
verticales  TT',  T'G',  S'H',  fourniront  par  leurs  rencontres,  les  points  K'  et  M' 
de  la  courbe  d'intersection  projetée  sur  ce  plan;  d'ailleurs,  on  sait  que  ces 
derniers  points  devront  être  liés  avec  R  et  M  par  la  condition  de  se  trouver 
deux  à  deux  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre;  ce  qui  pour- 
raitaussi  servira  déduire  ceux-là  des  autres,  en  n'employant  qu  une  seule  gé- 
ne'ratricesur  leplan  vertical.  On  opérera  d'une  manière  toute  semblable,  pour 
d'autres  droites  partant  du  point  R  :  mais  nous  recommandons  de  commencer 
le  tracé  de  l'épure,  par  la  recherche  des  divers  points  remarquables  dont  nous 
allons  parler;  parce  que  ceux-ci  sont  essentiels  à  construire,  et  qu'une  fois 
leur  position  fixée,  il  sera  facile  de  proportionner  le  nombre  des  plans  sécants 
intermédiaires,  aux  intervalles  qui  resteront  entre  les  points  déjà  obtenus. 
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FiG  72.  299 .  Points  sur  les  plans  limites.  Si  la  trace  R  de  la  ligne  (ST.  S'T')  n'est  pas 
placée  en  dedans  des  deux  bases^  on  pourra  mener  de  ce  point,  deui  droites 
RPQ  et  RUy  dont  chacune  soit  à  la  fois  tangente  à  tune  des  bases  et  sécante 
par  rapport  à  T autre  :  alors  ces  droites  seront  les  traces  des  pians  sécants  limites; 
car  on  voit  bien  que  tout  plan  mené  par  les  deux  sommets,  et  qui  se  trouverait 
hors  de  l'espace  angulaire  VRQ,  ne  rencontrerait  plus  qu'un  seul  des  cônes, 
et  consequemraent  ne  pourrait  renfermer  aucun  point  de  leur  intersection. 
D'ailleurs,  si  l'on  applique  au  plan  limite  RPQ  le  mode  général  de  construction 
indiqué  au  n**  précédent,  on  obtiendra  le  point  (L,  L^  dans  lequel  la  généra* 
trice  (SLQ,  SX'Q')  se  trouvera  tangente  à  la  oourbe  d'intersection  dunsVespace^ 
et  ce  contact  devra  se  vérifier  sur  les  deux  plans  de  projection,  comme  on  le  voit 
dans  notre  épure.  En  effet ,  la  génératrice  (SQ,  S'Q')  est  contenue  dans  le 
plan  limite  RQ  qui ,  par  hypothèse ,  se  trouve  tangent  au  cône  T  suivant 
l'arête  TLP  et  par  suite  dans  le  point  (L,  L');  mais  cette  génératrice (SQ,  S'Q') 
se  trouve  aussi  évidemment  dans  le  plan  qui  toucherait  le  cône  S  au  point 
(L,  V)\  donc  elle  est  l'intersection  des  plans  tangents  menés  aux  deux  surfeces 
par  le  point  (L,  L'),  et  par  conséquent  (n^  215)  elle  est  bien  tangente  à  la 
courbe  suivant  laquelle  se  coupent  ces  surfaces. 

On  prouvera  de  même  que  le  plan  limite  RUV  fournit  un  point  (N,  N^), 
dans  lequel  la  courbe  est  touchée  par  l'arête  (SV,  S'  V")  sur  les  deux  plans  de 
projection  * 

500.  Points  sur  les  contours  apparents.  On  fera  passer  des  plans  sécants  par 
les  points  B,  E,D,  où  aboutissent  les  arêtes  qui  forment  le  contour  apparent  de 
chaque  surface,  et  parla  méthode  générale  du  n^^8,  on  obtiendra  les  points 
(S^  &)^  {b,  ib%  (e^  e')^  [&^  (^),  dans  lesquels  la  courbe  touchera^  mais  seulement 
sur  le  plan  vertical ^  les  SLrétes  correspondantes.  Eneffet^  au  point  (6^  6^)  par 
exemple,  la  tangente  de  la  courbe  dans  Tespace  est  très-distincte  de  la  généra* 
trice  (SB,  S'B')  :  mais  ces  droites  sont  toutes  deux  dans  le  plan  SBTB  tangent 
le  long  de  cette  génératrice;  et  comme  ce  plan  est  évidemment  perpendiculaire 
au  plan  vertical,  il  en  résulte  que  la  tangente  et  la  génératrice  dont  nous  par- 
lons, se  confondront  en  projection  verticale;  par  conséquent,  il  faudra  que  la 
droite  S^B'  touche  la  courbe  sur  le  plan  vertical,  tandis  que  SB  sera  loin  d'être 
tangente  à  la  projection  horizontale. 

Observons,  d  ailleurs,quece  seratoujoursdansquelques-unsdes  points  dont 
nous  venonsde  parler, qu'aura  lieu  le  passage  de  la  partie  visible  à  la  partie  tn- 
visible  de  la  courbe  d'intersection;  c'est  pourquoi  il  est  très-important  de  coii-> 
struire  les  points  situés  sur  les  contours  apparents ,  préférablement  à  d'autres 
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poiolsqui  seraient  même  très^voisins  de  c^ux-ià.  Au  surplus,  nous  donnerons 
bientôt  une  règle  générale  pour  discerner  les  arcs  visibles  d'avec  ies  arcs  invi- 
sibles sur  la  courbe  d'intersection. 

501  •  La  (angenie  en  un  point  quelconque  { M^  M')  de  celle  courbe,  sera  four-  Fig.  7^2. 
nie  (p?  213)  par  l'inlersectiondes  deux  plans  qui  touchent  les  cônes  suivant  les 
arêtes  SMH  et  TMG  :  or  les  traces  borizontales  de  ces  plans  sont  les  droites  H$ 
et  G9  tangentes  aux  bases  ;  donc  le  point  9  où  se  coupent  ces  dernières  droites , 
est  le  pied  de  la  tangente  qui,  par  conséquent,  a  pour  projection  horizontale  la 
droite  $M.  Quanta  la  projection  verticale  fflâ^  on  l'obtiendra  en  projetant  le 
point  6  sur  la  ligne  de  terre  en  6". 

30J.  On  peut  encore  se  proposer  de  trouver  le  point  le  plus  bas  et  le  point 
le  plus  baut  de  la  courbe  d'intersection,  c'est*à-dire  ceux  où  la  tcmgente  sera  ho* 
rizontale.  Pour  cela,  il  faudra  d  abord  chercher  un  plan  sécant  R^X  tel  qu^il 
coupe  les  bases  en  deux  points  or  et  X,  pour  lesquels  les  tangentes  i?y  et  XY  se 
trouvent  pai'allèles  :  cette  première  recherche ,  qui  sera  plus  ou  moins  facile 
suivant  la  nature  des  courbes  AHB  et  DGE,  pourra  toujours  s'effectuer  d'une 
manière  suffisamment  exacte,  par  un  petit  nombre  d'essais  faits  sur  diverses  sé- 
cantes menées  du  point  R ,  et  pour  lesquelles  les  tangentes  aux  deux  bases  con-* 
vergeront  en  sens  contraires.  Cela  posé,  on  appliquera  au  plan  sécant  Ri^X  la 
méthode  générale  du  n^  298,  et  l'on  obtiendra  un  point  (|,  ^'  )  pour  lequel  la 
tangente  à  la  courbe  d'intersection  serait  à  la  fois  dans  les  deux  plans  tangents 
le  long  des  arêtes  Tx  et  SX  ;  mais  ceux-ci  ayant  des  traces  afy  et  XY  qui ,  par 
hypothèse ,  sont  parallèles  entre  elles  ,  ne  pourront  se  couper  que  suivant  une 
droite  parallèle  aussi  à  XY,  et  par  conséquent  horizontale.  Donc  le  point  {^^^') 
sera  le  point  le  plu$  bas  de  la  courbe  d'intersection ,  et  Ton  trouverait  le  point 
le  plus  haut  d'une  manière  analogue. 

303.  Remarque  I.  Pour  discerner  sur  la  projection  verlicalede  rintersectton,  p^^  7^, 
les  arcs  visibles  d^avec  ceux  qui  ne  le  sont  pas,  il  faut  observer  que  si  le  cône 
S  existait  seul  dans  l'épure,  les  arêtes  qui  aboutissent  sur  l'arc  ÂQB,  seraient 
toutes  visibles  sur  le  plan  vertical ,  tandis  que  celles  qui  tombent  sur  Tare  A  VB 
oe  seraient  pas  vues  :  de  même  si  le  cône  T  subsistait  seul ,  les  arêtes  visibles 
de  cette  surface  seraient  celles  qui  aboutissent  sur  l'arc  DPE,  tandis  que  tou les 
les  autres  seraientin visibles.  Mais  lorsque  les  deux  cônes  existeront  simultané* 
meut,  comme  dans  la  question  actuelle ,  il  pourra  se  faire  qu'une  arête  visible 
sur  le  premier ,  se  trouve  cachée  en  totalité  ou  en  partie  par  le  second  ; 
néanmoins  si  cette  arête  vient  à  rencontrer  une  génératrice  aussi  visible  sur 
cette  dernière  surface,  alof*sil  est  clair  qu'elle  redeviendra  visible  en  cet  en- 

20 
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(Irott.  D'ufl  autfq  eâté,  lorsqu'un  poiot  se  ti^ouvesiir  une  arête  qui  a^rpit 
inyisible  en  n$  oomiderant  que  le  cône  auquel  elle  a^ppartient ,  îl  est  oerlaîu 
qu'à  plus  forte  raison  ce  point  restera  invisible  «  quand  les  deux  surfaces 
existeront  à  la  fois.  Par  conséquent  ni^^s  pouTpns  poser  les  deu:K  règles 
siiii?antea ,  au  moyen  desquelles  le  lecteur  se  rendra  aisément  compte 
de^  partie  planes  ou  ponctuées  q^e  renferme  notre  «pure  4^v  le  pian 
verticaL 

Unjomni  d$  Ja  courbe  d'intersection  sera  tisiblb  ,  lorsqu'il  sera  fiwrtU  par  la 
rencontre  de  pvus  çinàtikTiiiCM»  tisib<.ks  rune  et  Foutre  sur  chaque  sur/ace 
considérée  isolément; 

Un  point  dé  Pinterseotion  sera  iNVisiaLB ,  quand  il  proviendra  de  la  rencontn 
de  ds%k»  ffénératrices  popT  une  au  mains ,  sbra  invisibui  sur  la  surface  à  laquelle 
elle  appartient. 

Ces  deux  règles  sont  également  vraies  pour  la  projeclian  horizontale  ;  mais 
ici  oà  les  doux  sommets  se  trouvent  projetés  en  dedans  des  bases  ^  il  n'existe 
pas  de  plan  tangent  ^ui  ^it  ^rtieal^  et  par  suite  (n"*  106)  toutes  les  arêtes 
des  deuY  edoes  coJ»t  visibles  mf  le  plan  borixontal^  lorsque  ebaque  surface 
existe  seule  et  qu^  Ton  fait  abstraction  des  nappes  supérieures  ^  comme  nous 
en  sommes  convenus  dans  les  données  de  la  question.  Par  conséquent^  l'appli-» 
catian  de  la  première,  règle  i¥ms  montre  que  la  courbe  <l'interseotion  est 
visible  en  totalité  sur  le  plan  horizontal  ^  ^  qu'ainsi  elle  doit  éti>e  marquée  ei^ 
tsfait  plsin. 

304.  Observons  encore  que  les  règles  précédentes  sont  aussi  applicables 
à  rintersection  de  deux  surfaces  quelconques ,  pourvu  que  Ton  entende  pai* 
le  mol  génératrice  f  la  ligne  droite  ou  courbe  qui ,  par  son  mouvement,  produit 
la  surface  particulière  dont  il  est  question;  et  qu'après  a  voir  déterminé  (n»  106) 
le  contour  apparent  de  cette  surface  sur  chacun  des  plans  fixes ,  on  s'attache 
à  reconnaUre  quelles  sont  les  portions  de  génératrices ,  situées  en  avant  on 
au-dessus  de  ce  contour  apparent. 

305.  Resnarque  II.  Dans  rintersection  de  deux  cônes ,  comme  dans  oelie 
de  deUK  oyinidres  (n*  ^ô) ,  i(  peut  y  avoir  pfndtrwiùm  ou  arrachesmni.  Le 
premier  cas  arme  dans  l'épure  actuelle  ^  parée  que  les  traces  RUV ,  RPQ . 
des  deuv  plans  limites  sont  tangenltes  ^  la  même  base;  mais  ottie pénétration 
n'eiciot  pas  taujours  l'existence  de  branches  infinies  ^  comme  on  le  verra  dans 
l'ëpiire  73.  Il  y  aurait  arrachement  bi  r«a4ee  pllms  limites  se  tnauvait  tangent 
à  ta  première  base,  et  l^afutre  tangeqt  k  la  steeonde. 
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306.  DES  BRANCHES  INFINIES.  Prenons  pour  exemple  de  cette  reeher-  Fie.  73. 
che  ^  les  deux  cônes  repiréseotés  sur  le  plaa  Tertioal  par  D'S'E'  et  par  A'T'B", 

et  dtml  les  bases  soat  IWlîpse  DFE  et  le  cercle  AHB.  Ea  cherchant  d'abord  les 
plans  limU$ê  (  n*  299) ,  on  obtiendra  les  droites  RL  et  RK ,  tan^ntes  au  cercle 
et  sécantes  par  rapport  à  relli pse  ;  puis ,  chacune  de  ces  traces,  par  eiem pie  RL, 
fournira  Irois  arêtes  projetées  sur  TNt  SM,  SL ,  et  situées  dans  le  même  plan  ; 
donc  leurs  rencontres  donneront  deux  points  X  et  /i  où  la  courbe  sera  touchée 
par  les  génératrices  SL  et  SIM  (n**  299).  Pour  un  autre  plan  sécant  RIGHF 
fiitué  entre  les  pkins  limites ,  on  obtiendra  quatre  arêtes  qoi  fourniront  seule- 
ment trois  points  y  ,f .  f.^  de  Tintersection ,  parce  que  la  rencontre  des  deux 
génératrices  TH  et  SG  n'aurait  lieu  ici  qu'au-delà  des  sommets  T  et  S ,  et 
par  conséquent  sur  les  nappes  supérieures  des  deux  cônes ,  dont  noils  feisons 
abstraction  par  le  même  motif  qu'au  n*  297. 

Les  points  dont  nous  venons  de  déterminer  les  projections  horizontales  , 
se  retroDTeront  sur  le  plan  vertical  ^  en  projetant  sur  la  ligne  de  terre  les  pieds 
des  génératrices  fournies  par  cfasque  plan  sécant,  et  en  joignant  ces  derniers 
pmnls  avec  T'  et  S\  D'adleiirs ,  si  l'on  considère  les  génératrices  relatives  au 
contour  apparent  des  deux  cônes ,  et  qui ,  d'après  la  disposition  actuelle  des 
données ,  sont  toutes  quatre  situées  dans  le  plan  vertical  RST^  on  obtiendra 
immédiatement  les  points  €^^  i\  $\  qu'il  faudra  projeter  sUr  Kïeud^i^s;  puis, 
comme  les  points  V  et  U  ou  se  coupent  les  deux  bases,  font  évidemment  partie 
de  riniersection  des  deux  cônes ,  cette  courbe  se  présentera  ici  sous  la  forme 
des  deux  branches  distinctes. 

(dfktfàsd,  rf/X'*')  et  (  V/uyeU,  V>V). 

307.  Il  y  aurait  une  troisième  branche  d'intersection ,  si  nous  avions  eu 
égard  aux  deux  nappes  supérieures  :  mais,  dans  tous  les  cas  où  les  bases  des 
deux  cônes  seront  des  eourbés  du  second  degré  ,  la  totalité  des  branches  de  * 
rintersectiOA  devra  former ,  sur  chaque  plan  de  projection  ,  un  système  de 
lignes  qu'une  droite  ne  puisse  rencontrer  en  plus  de  quatre  points.  En  effet , 
les  équations  des  deux  surfaces  coniques  étant  alors  elles-mêmes  du  second 
degré ,  ne  pourront  conduire  par  féliminatron  d'une  des  variables  x^y^  z,  qu'à 
une  équation  finale  du  quatrième  degré  au  plus  ;  de  sorte  que  la  combinaison 
de  cette  dernière  équation  avec  celle  d'une  droite  quelconque ,  ne  fournira 
jamais  plus  de  quatre  solutions  communes. 

308.  Dans  l'épure  actuelle  ,  nous  avons  disposé  les  deux  bases  et  les  som- 
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mets  de  telle  sorte  que  le  plan  vertical  RST  partagée  ëvidetumeat ,  en  deux 
parties  ég^ales ,  toutes  les  cordes  qui  lui  sont  perpendiculaires  dans  chacune 

des  surfaces  coniques, comme  UY,  LK^ ;  ainsi  ce  plan  est  tin p/an principal 

commun  à  ces  deux  surfaces  du  second  deijré.  Or  on  sait  qu'alors  la  courbe 
d'intersection  est  non-seulement  symétiîque  des  deux  côtés  de  ce  pian,  mais 
qu'en  outre  elle  se  projette  en  totalité  sur  ce  plan  principal ,  suivant  uneltgne 
du  second  degré  {*);  par  conséquent  les  courbes  s'iaV  et  âXd  sont  ici  des 
portions  d'une  même  hyperbole.  D'ailleurs  la  branche  X&'  prolongée  jusqu'à  la 
rencontre  des  deux  géne'ratrices  A'T'  et  £'S\,  commencerait  alors  à  recevoir  ta 
projection  de  la  courbe  suivant  laquelle  se  coupent  les  nappes  supeVieures  des 
deux  cônes. 

309.  C  est  encore  par  suite  de  la  symétrie  que  présente  l'intersection  de 
ces  deux  cônes ,  de  part  et  d'autre  du  plan  vertical  RST  ,  que  celte  courbe 
vient  couper  brusquement  les  génératricesdu  contour  apparent  aux  points  i/, 
c^'  et  e  ;  au  lieu  qu'en  général ,  une  courbe  située  sur  une  surface  quelconque 
doit  toucher,  en  projection,  le  contour  apparent  dans  le  point  où  elle  le  ren- 
contre. En  effet ,  pour  ce  point ,  la  tangente  de  la  courbe  et  celle  du  contour 
apparent  sont  toutes  deux  situées  dans  un  plan  tangent  qui  se  trouve  perpen- 
diculaire {n9  106)  au  plan  de  projection ,  et  par  conséquent  les  projections 
de  ces  deux  tangentes  se  confondent  :  mais  lorsqu'il  arrive ,  comme  ici  au 
point  {d^d')^  que  la  tangente  de  la  courbe  se  irou\e  perpendiculaire  au  plan 
verticai ,  alors  la  projection  de  cette  droite  se  réduit  à  un  point  unique  d'  et 
Vêlement  qui  eût  été  commun  à  la  courbe  et  au  contour  apparent  venant  à 
s  évanouir  sur  la  projection  verticale ,  ces  deux  lignes  n'offrent  plus  de  contact 
entre  elles. 

510.  Maintenant ,  examinons  si  l'intersection  présentera  des  branchesin^ 
finies,  et  pour  cela  cherchons  s'il  existe^  sur  un  des  cônes ,  quelque  génératrice 
qui  soit  parallèle  d  une  des  génératrices  de  l'autre  surface  conique  ;  car,  si  cette 
.  circonstance  n'a  pas  lieu ,  la  rencontre  de  deux  arêtes  situées  dans  un  même 
plan  ,  ne  pourra  se  faire  qu  a  une  distance  finie ,  et  par  conséquent  aucune 
branche  de  l'intersection  ne  s'étendra  indéfiniment. 
FjG.  73.  Afin  de  reconnaître  s'il  existe,  sur  les  deux  cônes,  deux  arêtes  respective- 
ment parallèles  ,  on  imaginera  que  le  cône  T  ,  par  exemple  ,  soit  transporté 
parallèlement  à  lui-même  jusqu  a  ce  que  son  sommet ,  glissant  sur  la  droite 


(^)  Voyez  V Analyse  appliquée  à  la  géemétns  des  trois  dimensions-^  chap.  IX. 
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(TR,  T'R'),  Tienne  coïncider  avec  le  sommet  (S,  S');  puis,  on  construira  la 
trace  horizontale  de  ce  cône  ainsi  transporte,  que  nous  appellerons  le  cône  T\ 
Pour  obtenir  cette  nouyelle  base  qui  sera  une  courbe  semblable  à  AYB ,  il 
faudrait,  en  çénéraU  mener  du  point  (S,  S')  diverses  droites  parallèles  aux 
arêtes  du  cône  primitif  T,  et  chercher  leurs  traces  horizontales  :mais  lorsque 
le  côoe  T  aura  pour  base  un  cercle,  comme  dans  Texemple  actuel ,  il  suffira 
éTÎdemment  de  mener  la  droite  (SV ^  Sa)  parallèle  à  (T'A\  TA),  et  la  droite 
{S'b\  Sb)  parallèle  à  (T'B'  ^  T  B),  puis  de  décrire  un  cercle  sur  la  distance  ab 
comme  diamètre.  D'ailleurs  ce  cercle,  ou  généralement  la  trace  du  cône  T", 
devra  être  tangent  aux  deux  plans  limites  RL  et  RK;  car  ceux-ci  touchaient 
le  cône  T,  et  comme  ils  passent  par  la  droite  (TR,  T'R^)  le  long  de  laquelle  a 
glissé  le  sommet  du  cône  mobile,  ils  continueront  d'être  tangents  à  cette  sur- 
lace transportée  en  T". 

511*  Cela  posé,  si  la  nouvelle  baseaQZ^  n'a  aucun  point  de  commun  avec 
la  base  DLE  du  cône  immobile  S,  les  deux  cônes  S  et  T' n'ont  aucune  géné- 
ratrice de  commune,  et  par  suite  les  cônes  S  et  T  n'avaient  point  d  arêtes 
parallèles;  car  deux  arêtes  qui  rempliraient  cette  condition,  devraient  évidem- 
ment coïncider,  lorsque  le  sommet  T  est  venu  en  S.  Donc,  dans  ce  cas,  l'in- 
tersecUon  des  deux  cônes  n'admettrait  aucune  branche  infinie. 

512.  Si,  comme  dans  Tépure  actuelle,  la  base  aQb  coupe  quelque  part,  en 
Q  par  exemple,  la  base  DLE  du  cône  immobile  S.  les  deux  cônes  S  et  T'  au- 
ront une  génératrice  commune  SQ;  puis,  lorsqu'on  ramènera  T''  en  T,  cette 
génératrice  deviendra  Tarête  TP  parallèle  à  SQ;  ainsi  ce  seront  là  deux  gé- 
nératrices respectivement  parallèles  sur  les  cônes  primitifs  T  et  S,  et  leurs 
pieds  Pet  Q  devront  évidemment  se  trouver  sur  une  droite  aboutissant  en  R, 
laquelle  sera  la  trace  du  plan  qui  renferme  ces  deux  arêtes.  Alors,  à  mesure 
que  les  plans  sécants  se  rapprocheront  de  RQP,  deux  des  arêtes  qu'ils  four- 
niront seront  plus  près  d'être  parallèles,  leur  point  de  section  sera  plus  éloigné, 
et  enfin  il  se  trouvera  à  une  distance  infinie,  quand  on  arrivera  aux  deux  gé- 
nératrices TP  et  SQ  ;  de  sorte  qu'il  existera  une  branche  infinie  e^uV  qui  con- 
vergera vers  l'une  ou  l'autre  de  ces  génératrices.  Une  conséquence  analogue 
aura  lieu  pour  la  branche  eC,  dont  le  prolongement  indéfini  est  indiqué  par 
les  deux  génératrices  parallèles  Sç  et  Tp,  auxquelles  conduit  le  second  point 
de  section  q  du  cercle  aQb  avec  l'ellipse  DLE  ;  et  d'ailleurs ,  les  deux  mêmes 
couples  de  génératrices  parallèles,  fourniraient  aussi  les  points  infiniment  éloi- 
gnés de  la  branche  d'intersection  produite  par  les  deux  nappes  supérieures, 
mais  que  nous  n'avons  pas  voulu  représenter  dans  notre  épure. 
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FîG.  73.  313.  De^  oêi/mpioteg.  Lorsqu'une  branche  infinie  t(i\  résuile^  comme  ici , 
d  an  point  de  geciion  véritable  entre  lesbasesDL£etaQ6,  Celte bkraacheadœei 
une  asymptote.  En  eiEd,  cette  asymptote  étant  la  tangente  d&la  courbe  pour 
le  point  infiniment  élcÀfçné  vers  lequel  tendent  les  det^x* génératrices  parallèles 
TP  et  SQ^  elle  sera  finnimie  par  Tinterseclion  des  plans  tangents  aux  deux  cô- 
nes^ le  long  de  ces  géoéralrices^  or^  comme  ceax«^  ont  pour  traces^  les  droites 
Pô  et  Qd  tangentes  aux  bases,  etnon  parallèles  enire  effar>  le  point  â  où  décou- 
peront ces  traces ,  appartiendra  à  Tasymptote  demandée ,  ku}udle  sera  la 
droite  Q(ù  menée  paràUiUmmt  à  SQ;  car  ces  deux  plans  tangents  étant  paral- 
lèles à  SQ^  ikne  peuvent  se  couper  que  suivant  une  ligue  parallèle  à  cette 
génératrice* 

L'autre  asymptote  |«  s'obtiendra  d'une  manière  sendilable^et  à  cause  delà 
symétrie  des  données  actuelles  de  part  et  d  autre  du  plan  vertteal  HS1\  elle 
devra  couper  la  première  sur  la  droite  RT  ;  d'ailleurs^  ces  deux  asymptotes 
seraient  en  même  temps  la  limite  des  tangentes  à  la  branche  d'intersection  des 
deux  nappes  supérieures. 

314.  En  projetant  le  point  0  ou  |  sur  la  ligne  de  terre,  et  menant  une  paral- 
lèle à  la  génératrice  S'Q',  on  aurait  l'asymptote  commune  aux  deux  branches 
jLt'V  et  X9'  de  l'hyperbole  qui  reçoit  la  projection  verticale  de  l'intersection  ; 
mais  les  considérations  précédentes  ne  fournissent  pas  la  seconde  asymptote 
de  cette  hyperbole.  La  raison  de  cette  différence  est  facile  à  apercevoir  :  car 
les  branches  /x'e^  et  y!d\  quoique  indéfinies  en  eUes^mémes ,  ne  reçoivent 
plus  aucun  point  de  l'intersection  au-delà  de  t  et  de  ciT;  aiosi  elles  sont  vrai- 
ment limitées^  en  tant  qu  on  les  considère  comme  appartenant  aux  deux  cônes 
à  la  fois  I  et  par  suite  elles  n'admettent  pas  d'asymptotes  sous  ce  point  de  vue 
qui  est  celui  du  problème  actuel.  Au  lieu  que  ^  des  deux  branches  f^'V'  et 
/(^\  la  première  est  vraiment  indéfinie  sous  tous  les  rapports  (n^  313);  et 
quoique  la  seconde  paraissese  terminer  au  ipoial^^  quand  on  la  regardecomme 
le  lieu  des  points  communs  aux  deux  surfiaces  eoniipies.,  néanmoins,  après  un 
intervalle  imaginaire  mxïs  ce  rapport,  cette  brandie  redevtentrtfé//«  à  partir  du 
point  de  rencontre  des  génératrices  A'T'etE'S^;  car  elle  reçoit  alors  la  pro- 
jection de  l'intersection  des  deux  nappes  supérieures  (n""  308).  qui  est  aussi 
une  courbe  indéfinie..  Ainsi,  par  ce  motifi  la  méthode  des  intersections  devait 
fournir  l'asymfitote  de  cette  branche  d'hyperbole, 

iiG.  -g  315^  Branche  infinie' 9anB  asymptote.  S'il  fiÛÉt  arrivé ,  après  la  construction 
du  n^'  310,  que  la  base  af^b  du  cône  T"  eût  ioncMhi  base  DLE  en  un  point 
tel  que  Q,  alors  l'arête  SQ  aurait  été  commune  nvxx  deux  cdnes  ë  et  T'',  et  par 
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suite  les  Burfàee»  S  et  T  auraient  ^i  auM  €ku3  f[éfiét'dfe*ices  paratlèfe^  5Q  «t 
TP;  par  conséquent  FinteFseotioa  préBentoratt  eâoore  une  branche  infinie, 
mais  cette  courbe  n'admettrait  plus  d'asymptote.  En  efel^  les  bases  DLE  et 
aQb  ayanl^  dans  l'iiypotbàse  jctuelief  mim  iang^nk  cetnamme  en  Q,  les  plans 
tangeotsaux  cônes  S  et  T^  le  long  de  l'arête  iSQ^  coÏQcideraîentcompIëteilient  : 
donc,  lorsque  T'aeraitramoië  parallèlement  à  lui-même  dans  la  position  pti** 
mitite  T,  les  plans  tangents  le  long  des  geaératrice^  $Q  el  TP^  se  troureraîeut 
paralièles  ^ntre  êua^i  et  dès  lors  leur  interseaction  qui  doit  àtpe  Tasymptote  de* 
mandée,  se  transporterait  tout  entière  à  une  distance  îâfinie ,  c'est^-àMiire 
qu'elle  n'existerait  plus  pour  nous.  C'est  ce  qui  arrive  dans  «ne  parabole  ordi- 
naire,  où  les  tangentes  n'ont  pas  de  limite  finie. 

PROBLÈME  3.  Intersection  d'un  cane  et  cTun  cylindre. 

316.  Comme  cette  question  a  beaucoup  d'analogie  atoc  les  deux  problèmes  Fig.  74. 
précédents,  nous  nous  contenterons  d'ea  indiquer  la  solution,  par  une  figure 

en  perspectire.  Soient  donc  SÂB  le  cône  et  CDE  )e  cylindre  proposés  :  on 
mènera  par  le  sommet  S,  une  parallèle  SR  aux  génératrices  du  cylindre;  et 
en  conduisant  par  cette  droite  divers  plans  sécants,  ils  produiront  érîdemment 
dans  les  deux  surfoces,  des  sections  r^feV^tte^  bien  faciles  à  construire,  et  dont 
les  points  de  rencontre  mutuelle  appartiendront  à  la  courbe  demandée. 

317.  Les  plans  sécants  limites  s'obtiendront  encore  en  menant,  par  le 
point  R,  deux  droites  RK  et  RL  dont  chacune  soit  à  la  fois  tangente  à  l'une 
des  bases,  et  sécante  par  rapport  à  l'autre  ;  et  ces  plans  fourniromt  des  points 
où  la  courbe  sera  loudlâi  par  les  arêtes  du  cdne^  oki  par  oelles  du  cylindre, 
selon  que  le  plan  limite  RL  coupera  Tune  ou  l'autre  de  cea  surfiices  {vayez 
no  299). 

318.  Quand  les  deux  bases  seront  des  courbes  fermées,  il  n'y  aura  de  bran-- 
che  is^fim'e  qu'aut^uaJ;  qu'une  des  génératrices  du  cpne  se  trouvera  parallèle  aux 
arêtes  du  cylindre  \  etoale  reconnaîtra  immédiatement,  puisque  alors  la  droite 
SR  devra  aboutir  précisément  sur  le  contour  de  la  base  ALBK.  Encore ,  feu* 
dra-t-il  que  la  langeate  en  ce  point  puisse  couper  la  base  du  cylindre  ;  sans 
quoi,  auqune  branohe  de  Ti^terseciion  ne  convergerait  vers  la  génératrice  SR, 
coouneil  estis^^le  de  l'apercevoir  en  construisant  la  figure  relative  à  ce  cas 
particulîer. 

PIL06LÉIl)£4.  In^erêedwi  d'un  eène  et  d'une  sphère  concentriques.  p      j^ 

319.  Soient ($,  &')  le  sommet  et  ABCDE....  la  base  du  cône  proposé;  soient 
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aussi  XKY  et  X^Z'Y' les  projections  de  la  sphère  qui  a  son  centre  en  (S^S^, 
et  que  nous  supposons  réduite  ici  à  Thémisphère  inférieur,  afin  .de  laisser 
voir  la  courbe  d'intersection  sur  le  plan  horizontal.  Nous  emploierons,  pour 
couper  ces  deux  surfaces,  des  plans  verticaux  aienés  par  le  sommet  (S,  S')  ; 
celui  de  ces  plans  sécants  qui  a  pour  trace  la  droite  quelconque  SM,  rencontre 
la  base  du  cône  au  point  M,  et  par  conséquent  il  coupe  cette  surface  suivant 
raréte(SM^  S'Mf)^  tandis  que  dans  la  sphère  il  donne  pour  section  un  grand 
cercle.  Si  donc  nous  rabattons  ce  planSM  sur  le  méridien  principal  SY,  le 
grand  cercle  coïncidera  avec  X'Z'Y',  et  la  génératrice  deviendra  (SP,  S'P'); 
alors  ces  deux  lignes  se  coupant  au  point  (Q,  Q'),  il  suffira  de  ramener  ce- 
lui-ci, au  moyen  d'un  arc  de  cercle  horizontal,  sur  la  génératrice  primitive 
en  (m,  m),  et  ce  sera  là  un  point  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  avec  la 
sphère. 

3â0.  Il  sera  bon  d^appliquer  en  même  temps  ,  la  construction  précédente 
aux  deux  plans  méridiens  SM  et  SN  qui  rencontrent  la  base  du  cône  en  deux 
points  M  et  N  situés  à  égales  distances  de  S;  parce  que  l'on  obtiendra,  au 
moyen  du  même  parallèle  RQ'  de  la  sphère,  un  second  point  (n,  n^  situé 
sur  la  généi^atrice  (SN,  S'N'),  laquelle  viendrait  évidemment  se  rabattre 
aussi  sur  S'F.  En  outre,  on  devra  spécialement  construire,  par  le  même  pro- 
cédé, les  points  de  la  courbe  d'intersection  qui  seront  situés  sur  les  arêtes 

(SA,S'A'),     (SB,S'BO,     (SE,  S'E'),    (SF,S'FO, 

lesquelles  forment  le  contour  apparent  du  cône,  ou  bien  sont  placées  dans 
le  méridien  qui  donne  le  contour  apparent  de  la  sphèro;  parce  qu'on  obtien- 
dra ainsi  les  quatre  points 

(a,  a'),     (6,i%    {e,e')    (A  A 

où  la  courbe  doit  toucher^  sur  le  plan  vertical,  l'un  ou  l'autre  de  ces  contours 
apparents.  D  ailleurs,  d'après  la  règle  établie  au  n^  304,  ce  sera  toujours 
dans  quelques-uns  de  ces  points,  que  se  fera  le  passage  de  la  partie  visible  à 
la  partie  invisible  de  la  projection  verticale  ;  ici ,  par  exemple,  ce  passage  a 
lieu  en  (6,  b'\  et  non  pas  en  (a,  a'),  parce  que  l'arête  (SA,  S'A^  est  déjà  en 
arrière  du  méridien  (SX,  ZX);  tandis  qu'à  l'autre  extrémité  de  la  courbe, 
ce  passage  s'effectue  au  point  (e,  e'),  parce  que  la  génératrice  (SE,  S'E*) 
est  en  avant  du  méridien  (SY,  ZT'). 

Quant  à  la  projection  horizontale ,  elle  est  visible  en  totalité ,  puisque 
l'hémisphère  supérieur  est  enlevé,  que  la  surface  conique  est  re'duite  à  sa 
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nappe  jmférieure ,  et  qu'af ant  son  Mmmet  projeté  au  dedans  de  la  base ,  elle 
n'adioet  pas  ki  de  plan  tançesit  qui  soit  vertical  {W"  303). 

321 .  Il  est  iBliéressant  de  déiermiaier  la  pcailicm  précise  du  point  ^#,  bù  la  Fig.  75. 
pit^ectioii  verticale  de  l'ÎQterseeûofl  présente  un  nœud,  A  cet  eSTet ,  nous  ob- 
ser?en»ns  que  ce  acaud  doit  provenir  de  deux  points  (g,  g)  et  (tr,  g')  qui  se* 
reni^  t^  placés  sur  deux  arêtes  SG  ,  SV ,  ooaÇaadnes  en  furojection  verticale , 
et  ôo{^  par  conséquent  les  pieds  répondront  à  une  corde  «GV  perpêadùm- 
taire  à  la  ligne  de  terre;  g"*  AÎtoés  «ur  un  même  parallèle  de  la  «phère,  et  dfès- 
lors  il  arrivera,  comme  précédemment  pour  les  points  m' et  n%  que  les  pieds 
des  gëoératrices  rempliront  la  conditîoaSG  »=  SY ,  de  sorte  q»e  la  corde  in- 
Gonnue  GV  devra  avoir  son  mt/seti  {  placé  sur  SY.  Or  la  droite  A  B  étant  évidem- 
ment le  diamètre  conjngue'  de  toutes  \t%  cordes  parallèles  à  EE' ,  il  s'ensutt 
qu'elle  contient  aussi  le  milieu  l  de  la  corde  GY  ;  par  conséquent  cette 
dernière  sera  déterminée  par  la  rencontre  de  AE  avec  ST  ,  et  en  appliquant 
alors  aux  génératrices  SG ,  SY^  le  procédé  général  du  n"*  319,  on  trouvera 
les  deux  points  qui  se  projettent  en  g'  sur  le  plan  vertical. 

â^2.  De  la  tangenU.  Pour  obtenir  cette  ligne  reistivement  au  point  quel- 
conque (m  ^  ya) ,  il  hnX,  clierober  fintersection  des  deux  plans  qui  touchent  la 
sphère  et  le  eône  en  ca  point.  Or,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (n**  133) 
pour  une  surface  de  révolution ,  il  suffira  évidemment  de  mener  en  Q"  la 
tangente  Q^f'  au  méridien  priacipal  de  la  sphère ,  puis  de  rapporter  la  dis- 
tance D'T'  en  ST ,  sur  le  jmeridien  SM,  et  enfin  de  tirer  perpendiculairement 
à  ce  dernier  plan  la  droite  T^,  qui  sera  la  trace  liorizontale  du  plan  tan-* 
gent  de  la  sphère  pour  le  point  (m  ^  m').  Quant  au  plan  tangent  du  c6ne  , 
il  touchera  cette  rarfece  tout  le  long  de  la  génératrice  (SM,  S'M') ,  et  par 
Mfite  il  aura  pour  trace  la  droite  M$  qui  touche  la  base  au  point  M.  Donc 
le  point  9  où  se  coupent  ces  deux  traces  appartient  a  la  tangente  demandée , 
laquelle  est  par  conséquent  projetée  sur  Bm  et  sur  ffm\ 

323.  On  peut  aussi  construire  le  point  le  plue  haut  ou  k  plue  bai  de  la 
courbe,  c'est-i-dire  plusgénéralemenl  lespointsoû  la  tangenteeera  horizoniale. 
En  efiet ,  puisqu'une  pareille  droite  se  trouvera  contenue  à  la  fois  dans  les 
deox  plans  tangente  aux  surfaces  proposées ,  il  fSftudra  évidemment  que  ceux-ci 
aient  leurs  traces  homootales  jEwra//é/€«  l'une  à  l'antre.  Or ,  en  supposant  que 
le  point  cherché  soit  sur  la  génératrice  <SC  ,  S'C),  le  plan  tangent  du  cône 
mirait  pour  trace  la  tangente  au  point  C  de  la  base ,  et  le  plan  tangent  de  la 
sphère  auiait  sa  trace  horizontale  perpendiculaire  au  méridien  SCK  ;  ainsi , 
fHHir   que  ces  deux  traces  soient  parallèles ,  il  £audra  que  SC  se  trouve 

21 
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normale  à  la  courbe  A BDE.  Donc,  en  menant  du  point  S  dans  le  plan  hori- 
zontal, une  normale  SC  à  la  base  du  cène ,  et  construisant  par  le  procédé 
ge'néral  du  n*  519 ,  la  rencontre  de  la  génératrice  (SC ,  S'C)  aTec  la  sphère , 
on  obtiendra  le  point  (c^  c')  où  la  tangente  de  l'intersection  se  trouvera  hori- 
zontale. Ge  point  est  ici  le  plus  bas ^  et  l'on  aurait  le  point  leplug  haut  en  me- 
nant une  seconde  normale  qui  aboutirait  Ters  le  point  L  delà  base  :  mais  nous 
n'avons  pas  exprimé  cette  dernière  construction  sur  notre  épure,  parce  qu'il 
en  serait  résulté  de  la  confusion  avec  quelques  autres  lignes  essentielles  à  mani- 
fester. 

D'après  les  données  actuelles ,  on  ne  peut  mener  du  point  S  que  deux 
normales  à  l'ellipse  ÂBDE;  maïs  ,  pour  une  autre  position  de  S,  le  nombre  de 
ces  normales  pourra  s'élever  jusqu'à  quatre^  ainsi  que  nous  allons  le  prouver  ; 
et  alors  lacourbe  d'intersection  présentera,  avec  des  inflexions ,  quatre  points 
où  sa  tangente  sera  horizontale. 

FiG.  76.  324.  Mener  une  horhals  à  une  courbe  plane  ABDE ,  par  un  poùii  S  donné 
dans  son  plan.  Ce  problème,  dont  la  solution  serait  utile  dans  la  question 
précédente,  ne  peut  être  résolu  par  une  marche  directe  qu^en  traçant  d'abord 
la  développée  \aSdt  de  la  courbe  primitive  ,  laquelle  développée  s'obtient 
(n^  197)  par  les 'rencontres  successives  des  normales  menées  en  des  points 
très-voisins  sur  la  courbe  ABDE;  ensuite ,  il  reste  à  tirer  du  point  S  une  ou 
plusieurs  tangentes  à  cette  développée  ,  opération  qui  s'exécute  avec  toute  la 
précision  désirable ,  en  dirigeant  une  règle  Ae  manière  qu'elle  passe  par  le  point 
S  et  qu'elle  s  appuie  sur  la  courbe  aSie.  La  seule  incertitude  qui  pourrait 
rester  ici ,  porterait  sur  la  position  précise  du  point  de  contact  de  cette  tan- 
gente avec  la  développée  ;  mais  cette  position  est  tout  à  fait  indifférente  dans 
la  question  actuelle ,  tandis  que  le  point  C,  où  aboutira  la  normale  sur  la  cié- 
veloppante  ABDE ,  sera  clairement  déterminé. 

Si  la  courbe  primitive  ÂBDE  est  une  ellipse ,  comme  dans  Tépure  précé- 
dente, on  sait  (n9  200)  que  la  développée  oÊàe  présentera  quatre  branches 
qui  se  réuniront  par  des  points  de  rebroussement  situés  sur  les  axes  ;  et  alors, 
quand  le  point  donné  S  se  trouvera  au  dehors  de  la  développée ,  on  ne  pourra 
évidemment  tirer  à  cette  courbe  que  deux  tangentes  SC  et  SL,  lesquelles  se- 
ront les  normales  demandées  pour  la  courbe  primitive  ABDE.  Hais,  si  le  point 
donné  S'  se  trouve  en  dedans  de  la  développée,  on  pourra  mènera  cette 
courbe  quatre  tangentes,  savoir  S'C  et  S'C"  qui  toucheront,  comme  tout 
à  rheure ,  les  branches  c)k  et  âx  ;  puis  en  outre  ,  deux  autres  tangentes  SX'  et 
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S'C'  qui  toucheront  la  même  branche  â^,  entre  laquelle  et  les  deux  axes ,  se 
trouTC  compris  le  point  donné  S\  Par-là  nous.avons  suffisamment  justifié  Tas- 
sertîon  émise  à  la  fin  du  n^  523 ,  sur  le  nombre  des  normales  que  Ton  pouvait 
mener  à  la  base  elliptique  du  cdne ,  par  le  point  S. 

« 

523.  Méthode  par  une  courbe  dCerreur.  Pour  résoudre  le  problème  de  laFiG.  77. 
Qonmale  menée  d'un  point  S  à  une  courbe  plane  KS!h!'A!" ,  on  donne  quel- 
quefois une  méthode  qui ,  malgré  le  défaut  grave  qu^elle  présente,  mérite  ce- 
pendant d'être  connue.  Par  un  point  arbitraire  A  de  la  courbe  proposée  , 
menons-lui  une  tangente  AT ,  et  abaissons  sur  cette  dernière  la  perpendicu- 
laire ST.  Si  le  point  A  était  vraiment  celui  où  doit  aboutir  la  normale  partant 
de  S ,  il  est  évident  que  le  pied  T  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la  tan- 
gente  ^  devrait  coïncider  avec  A  »  c^est-à-dire  se  trouver  sur  la  courbe  donnée 
AA'A'\...  :  la  supposition  précédente  est  donc  «rron^;  mais  en  menant  diverses 
tangentes  A'T' ,  A'T'  ,.•..  et  abaissant  dessus  les  perpendiculaires  ST',  ST",...., 
les  pieds  T,  T,  P',...,  formeront  une  courbe  d* erreur  ou  courbe  aumliaire 
TTT^....  qui,  par  sa  rencontre  avec  À  A' A'"... ,  fournira  le  point  cherché  N; 
et  alors  la  normale  demandée  sera  SN. 

526.  Malheureusement ,  il  arrive  que  la  courbe  auxiliaire  TTT"....,  loin  de 
couper  AA'A"....  sous  un  angle  bien  prononcé ,  ce  qui  seraitnecessaire  pour 
accuser  nettement  la  position  du  point  N  ,  se  trouvera  toujours  tangente  à  la 
courbe  primitive.  Par  conséquent  cette  marche  laissera  autant  d*incertitude 
sur  la  position  de  N  que  si ,  après  avoir  mené  les  normales  aux  deux  points 
voisins  A  et  A%  et  avoir  reconnu  que  l'une  passait  au-dessus  de  S  et  l'autre 
au-dessous ,  on  se  fût  contente  d'estimer ,  à  vue  d'œil ,  la  situation  de  Neutre 
les  points  A  et  A'.  Il  fout  donc  avoir  soin ,  dans  tous  les  problèmes  où  l'on  em-» 
ploieraune  courbe  d'erreur, d'éviter  l'inconvénient  que  nous  venons  de  signaler^  * 
et  qui  aurait  encore  été  plus  sensible ,  si  le  point  S  eût  été  placé  en  dedans  de 
la  ligne  AA'A"....;  parce  qu'alors  la  courbe  d'erreur  aurait  tourne  sa  concavité 
vers  AA^A''.«». ,  et  qu'elle  eût  ainsi  laissé  plus  d'incertitude  sur  le  lieu  du  con- 
tact Yëritabte* 

Quoi  qu'il  en  soit ,  observons  que  quand  la  ligne  donnée  AA'A'\...  sera 
fermée,  la  courbe  d^erreur  TT'T\«*.  sera  pareillement  fermée  ;  et  que 
si  le  point  S  est  placé  au  dehors  de  la  courbe  primitive ,  la  courbe  d'er- 
reur passera  deux  fois  par  ce  point  S,  en  y. offrant  un  nceud  suivant  la 
foraie 

TTTT'ST^T'T'T'.... 
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D'ailleurs  elle  touchera  une  seconde  fois  en  n  la  ligne  dannée  AA'A''..<.,  ce 
qui  fournira  une  seconde  ncvviale  S» ,  doni  la  direction  ne  eoincidem  pas 
en  ^néral  avec  celle  de  la  première  normale  SNt  quoîqne  cela  arrive 
ici  à  cause  de  la  forme  circulaire  que  nous  «tods  adoptée  pour  ta  ii^e  pri- 
milive. 

FiG.  77.  527.  llsnsa  uni  lANâEirTB  à  uiu  courbe  plane  BWB^'...  par  tm>  pùinê  S 
donné  dans  9on  plan.  Quoiqu'il  suffise ,  pour  obtenir  la  dir9cti$n  de  cette  tan* 
génie  SM  avec  tovteTexactitude  que  comportent  le*  opérations  grapEiîques,  de 
diriger  une  règle  de  manière  qu'elle  passe  par  le  point  S  et  qu'elle  ^'appuie  sur 
la  courbe:  BB'B".^,  néanmoins  il  reste  quelque  incertitude  sur  la  position  du 
point  de-  cantaet  M  ;  el  si  l'on  a  besoin  de  coimaltre  celui-ci  avec  précision  . 
on  pourra  le  de'terminer  a«  moyen  d'une  wurbe  dPerreur ,  en  admettant  toute- 
fois que  l'on  sait  mener  les  tangentes  â  tigne  BB^B'^..  par  des  points  donnés 
sur  cette  courbe. 

On  construira  les  normales  BT,  B'T',  B^'T"  ^..^x^mt  divers  points  pris  sur  la 
ligne  donnée ,  et  l'on  abaissera  sur  ces  normales ,  tes  perpendieuladres  ST,  8T\ 
ST^' ,...  Alors  on  sent  bien  que  si  B" ,  par  exemple,  était  te  poin44e  conl;act  de  ta 
tangente  partie  de  S,  il  devrait  arriver  que  le  pied  T''  de  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  la  normale  en  B",  coïncidât  avec  te  point  B" ,  c'est-à--dîre  que  T' 
devrait  se  trouver  sur  ta  courbe  donnée  ;  et  puisqu^il  n'en  est  pas  ainsi ,  la 
supposition  précédente  est  erronée  :  mais  il  en  résulte  que  la  courbe  d'errenr 
TTT'...  devra  passer  par  le  point  de  contact  que  l'on  cherche ,  et  par  consc* 
quent  ce  point  M  sera  fourni  par  rinterseciion  de  la  ligne  TT'T"...  avec  BB'B".  .. 
Ici  ces  deux  courbes  se  coupent  vérita>btem€fnt ,  el  la  méthode  n'est  pas^  sujette 
à  Tînconvénient  signalé  au  n*  5%  ;  d'ailleurs ,  comme  la  courbe  d'erreur  ren- 
contre une  seconde  fois  en  m ,  la  ligne  donnée  BB'B"«.>.  ?  il  y  a  une  seconde 
tangente  Swt  que  l'on  peut  mener  du  point  S. 

Fjg.  74  3âB«  Awkv  soàaion.  Voici  une  nouvelle  méthodeqoi  aura  Tavaiitage  de  ne 
bis.  pas  exigerquel'on  sache  comtr  uire  les  nornuftles ,  ou  les  tangentes  de  la  courbe 
proposée,  pour  des  points  assignés  sur  cette  ligne.  SoitXMY  la  courlieà  la- 
quelle il  a'agit  de  mener  une  ttfngente- par  le  point  3  :  je  tire  de  ce  point  une 
séeante  qudcoDCpie  SBA  sur  laquelie  j'éTéve  deux  perpendiculaires  Âa  et  Be  , 
égales  chacune  à  la  corde  in tereeplée  AB,  e«  parlant  des  deux  exU'éaMtéd  de 
cette  corde  ,  mais  dirigées  Tune  en  dessua  et  Tautre  en  dessous  de  b  sécante  ; 
je  répète  cette  opération  pour  d'autres  sécantes  SB'A' ,  SB"A",...,  et  la  courbe 
a^'^oBS"^  déterminée  par  les  extrémités  de  toutes  ces  perpendiculaires ,  devra 
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éfkleinfiieal  pssaer  (tar  le  point  de  contact  éhercké  de  la  tangente  SAfT,  p«M»« 
qoe  eette  tangente  et*  ooe  séennte  donrt  la  partie  kitérietnfe  se  trouire  égkh  k 
zéro*  Par  coûséqnenl  h  imMontre  dea  courbeaXIfY  eha''aSff*\hn  comuailkre 
le  pmiit  il  qM  l'ou  doit  joiadre  arec  &  poar  obteahr  k  fangeiite  demandée  ; 
on  du  moîûs  y  caette  reneonatre  aenrîra  à  fixer  ta  positioit  du  pomt  de  eoAtaet  M 
de  la  tangente  ST^  si  Von  a'est  contenté,  comme  nana  rarona  dii  plua  kant^  de 
tracer  cette  droite  ST  avec  la  règle.  Il  est  évident  d'ailleurs,  que  si  l'on  renverse 
toutes  les  perpendiculaires  du  cdfë  opposa  â  cefni  où  on  les  a  d'abord  élevées, 
on  obtiendra  une  seconde  courbe  auxiliaire  qui  devra  encore  passer  par  le 
même  point  M,  et  pourra  servir  de  veVification';'  et  qu^enfin ,  il  serait  permis 
d'attribuer  à  chaque  perpendiculaire ,  une  longueur  égale  au  double  ou  à  la 
moitié  de  la  corde  correspondante ,  rapport  qu'if  peut  être  utile  de  faire  varier, 
suivant  la  fdrme  plus  ou  moins  aplatie  de  la  courbe  donnée  dans  les  environs 
du  point  M. 

329.  On  pourrait  aussi  recourir  à  une  courbe  d^erreur  ,  pour  résoudre  les 
problèaies  suivants  : 

Mener  à  une  courbe  plane ^  une  tangente  parallèle  à  une  (irotie  donnée  dans  son 
plan; 

Mener  une  tangente  commune  â  deux  courbes  situées  dans  le  niémeplan;  maia, 
dans  ces  questions ,  il  y  aura  toujours  autant,  et  même  plus  d'exactitude  à 
employer  simplemenC  ttnê  rèifle  que  roii  appuiera  atir  les  deux  courbes  don- 
nées ,  ou  sur  la  courbe  unique  et  dans  la  direction  assignée  ,  que  d  avoir  re- 
cours à  des  lignea  auxiliaires  danê  la  forme  desqfuelles  il  entre  toujours  un 
peu  d'arbitraire.  Seulement ,  4|uand  le  lieu  du  contact  paraîtra  incertain  et 
qu'on  aura  besoin  de  le  connaître  avec  plus  de  précision  ,  on  pourra ,  après 
avoir  mené  la  tangente ,  recourir  à  la  méthoxie  du  numéro  précédent. 

PROBLÈMS  5.  Dévèloppemsné  d'une  surface  c^Miq ne  à  base  quelconque. 

33(K.Ld  proUènne  que  noua  avons  réMln  au  nP  ^1 9^  peut  servir  à  efiFeetuer 
ce  dév^oppeaieB*«  Car,  ai  après  avoir  eonstruh  kl  courbe  d'intersection 
{eéodm..^*ef  ab'efdm\  ^..».)  dit  cône  proposé  avec  une  sphère  d'un  rayon  Mh*^  pi^^  75. 
traire  etdnnt  k  centre  est  pkcé  alu  aomifeiet^  on.  développe  (1^  223)  leeylindre 
droit  qui  projette  oetleonurbe  suivant  abodm^*. ,  et  qu'on  tt^oé  sur  ee  cyiindi^ 
développé^  lalranaforaiée  de  la  ligne  à  doublecourbilre(Adcf/in  •  • .  ^'hcini . .  «), 
cMà  nkiMMira  une  edurbe  pkne  que  je  désigne  par  oSyifh,,.^  et  dont  les  ares , 
fiicilea  à  neanrêr  alorsy  auront  k  même  longnenr  absolue  que  ceux  de  k  ligaie 
è  doubk  courbure.' Enduite,  Comme  tons  les  points  de  cette  dernière  courbe  se 
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trouvaient,  sur  le  cône,  à  égales  distances  du  sommet ,  il  est  certain  qu'après 
le  développement  de  la  surfece  conique ,  ces  mêmes  points  devront  être  placés 
tous  sur  la  circonférence  d*un  cercle  décrit  d'un  point  arbitraire  S^,  et  avec  le 
rayon  ST'  de  la  sphère  sécante.  Par  conséquent  ^  après  avoir  tracé  cette  cir- 
conférence sur  le  plan  du  développement  (  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  dW* 
fectuer  ces  diverses  opérations  )  on  devra  y  remarquer  des  arcs 

oli\  C'y,  /^,  j^y,.... 
égaux  en  longueur  absolue  aux  arcs 

«ff,  Cy,  y^,  dju,.... 

de  la  première  transformée  ;  puis,  enjoignant  les  points  de  division  a',  C,  /,... 
avec  le  centre  S",  il  restera  à  porter  sur  ces  rayons  des  longueurs 

svA",  s"c'B",  syc,  s"crD",  syii",.... 

respectivement  égales  à  celles  des  génératrices  du  cône  qui  aboutissaient  aux 
divers  points 

(A,A'),  (B.B'),  (C,C'),  (D,D'),  (M,M'),....; 

et  par  là  on  obtiendra  le  développement  de  la  surface  conique ,  sur  lequel  la 
base  primitive  aura  pour  transformée  la  courbe 

33 1 .  Dans  cette  méthode ,  la  courbe  intersection  du  cône  avec  la  sphère 
concentrique ,  coupe  évidemment  toutes  les  génératrices  à  angles  droits  ;  de 
soii;e  qu'elle  tient  lieu  ici  de  ce  que  nous  avons  nommé  dans  les  cylindres ,  la 
seotton  droite  ou  section  orthogonale ,  courbe  qui  nous  a  servi  très*commodé- 
ment  (u9  243)  à  développer  un  cylindre  quelconque ,  parce  que  nous  connais- 
sions d'avance  la  forme ^rectiligne  qu'elle  devait  prendre  après  le  développe- 
ment du  cylindre.  Dans  les  surfaces  coniques ,  on  connaît  aussi  d'avanoe  la 
forme  circtdaire  que  doit  prendre,  sur  le  développement,  la  section  orthogonale 
du  cône  ;  mais  malheureusement  cette  section  n'est  plus  une  ligne  plane ,  de 
sorte  que  pour  mesurer  ses  arcs ,  on  est  obUgé  de  lui-  feire  perdre  une  de  ses 
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courbures  O)  en  effectuant  le  déycloppement  pr^Iable  d'un  cylindre.  Ainsi, 
il  faut  aTouer  que  eette  méthode  exigeant  un  grand  nombre  d'opérations  pré- 
liminaires qui  multiplient  toujours  les  chances  doreurs,  elle  ne  fournira  pas 
des  résultats  graphiques  plus  exacts  que  si  Ton  ayait  suivi  la  marche  plus 
courte  indiquée  au  n*  267. 

PROBLÈME  6.  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se 
rencontrent» 

332.  Choisissons  les  plans  de  projection  de  manière  que  le  premier  soit  Fig.  78. 
parallèle  aux  deux  axes,  et  le  second  perpendiculaire  à  Tune  de  ces  droites  ; 

ce  dernier  plan  étant  regardé  comme  horizontal,  Taxe  de  la  première  suriace 
aura  pour  projections  la  verticale  O^Z'  et  le  point  O  ,  tandis  que  l'autre  axe 
sera  projeté  suivant  ZT,  et  01  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Les  méridiens prm- 
dpaux  A'B^C  et  a'b'o\  c  est-à-dire  ceux  qui  se  trouvent  dans  le  plan  vertical 
01,  sont  donnés  par  la  question,  et  se  projettent  verticalement  suivant  leur 
ventable  grandeur  ;  ces  courbes,  qui  forment  en  même  temps  les  contours 
apparents  des  deux  surfaces  (n^  131)  sur  le  plan  vertical,  sont  ici  deux  el- 
lipses ;  mais  la  méthode  que  nous  allons  exposer  est  indépendante  de  la  na- 
ture des  méridiens.  Sur  le  plan  horizontal,  le  premier  ellipsoïde  a  pour  con- 
tour apparent  Téquateur  BLX/;  et  quant  à  Tautre  surface,  nousn^en  ferons  pas 
mention  sur  ce  plan  de  projection,  parce  que  le  tracé  de  son  contour  appa- 
rent exigerait  ici  la  recherche  de  là  courbe  de  contact  de  cet  ellipsoïde  avec 
un  cylindre  circonscrit  et  vertical  (n^  106),  question  que  nous  apprendrons 
à  résoudre  plus  tard ,  mais  qui  compliquerait  sans  utilité  le  problème 
actuel. 

333.  Cela  posé,  observons  que  deux  surfaces  de  révolution  qui  ont  un  axe 
commun  en  direction,  ne  peuvent  se  couperque  suivant  un  ou  plusieurs  cerc/e« 
perpendiculaires  à  cet  axe^  et  décrits  par  les  points  où  se  rencontrent  leurs 
méridiennes.  D'ailleurs,  une  sphère  pouvant  être  considérée  comme  de 
révolution  autour  de  chacun  de  ses  diamètres ,  si  nous  imaginons  une  série 
de  sphères  sécantes,  ayant  toutes  pour  centre  le  point  (Ja\  O)  commun  aux 
deux  axesy  chacune  de  ces  sphères  coupera  les  surfaces  proposées  suivant 
deux  cercles  respectivement  perpendiculaires  aux  axes,  et  dont  il  sera  ia- 


(*)  NoQs parlons  ici  suivant  le  langage  ordinaire;  mais  voyez  ce  que  nous  disons  aux 
n-  7  et  65*. 
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ciJe  d'avoir  le«  points  de  seolioo.  £11  effet ,  traçons  du  pokil  T,,  avec  ua 
rayoo  arbitraire,  le  cercle  DT'fi'G'  pour  r^pr^oter  k  projection  d'ii»e  de 
ces  sphères  :  elle  rencontre  les  cnéridieiuies  donnée»  mix  pointe  D'  «t  E%  F' 
et  G';  alors  il  résulte  des  oliser?atioos  précédentes,  que  les  droites  D'£'  et 
F'G'  sont  les  projections  verticales  des  deux  cercles  suivant  iefiqueb  les 
ellipsoïdes  sont  coupés  par  la  sphère  projetée  sur  D'F'E'G\  Or  les  plans 
de  ces  deux  eerdes  ayant  pour  intersection  tine  corde  horizontale  (W^  Mtn) 
qui  tombe  ici  en  dedans  du  contour  de  la  sphère,  nous  pouvons  affirmer  que 
leurs  circonférences ,  tUtiéee  d'ailleure  sw  cette  ephere^  se  ooaperoBtelles-mê* 
mes  en  deux  -points  projetés  vertiealemeat  sur  M' ,  et  hori^Dontaleoient  en  M 
et  m.  à  la  rencontre  de  la  corde  Mm  avec  le  cerdle  (DME,  fïEf).  Ces  points 
étant  évidenupent  communs  aux  deux  ellipsoïdes,  appartîendnontâ  leur  ligue 
d'interseetton;  et  jles  opérations  semblables,  répétées  sur  d'autres  sphères 
déorctes  toujours  du  point  Z\  fourniront  pour  les  deux  projections  de  cette 
courbe,  les  lignes 

ufLin'O'  et  mmnmiK. 


334.  Il  jaudra  jspécîalement  appliquer  la  uéthode  précédente  a  la  sphère 
qui  passe  par  Téquateur  (BX,  BLX);  parce  qu'on  déterminera  ainsi  les  deux 
points  (L^  L)  et  (L\  /)  a  partir  desquels  la  courbe  passe  au^essous  de  1  e- 
qualeur^  et  devient  invisible  sur  le  plan  horizontal.  D'ailleurs,  quoique  cette 
CQurbe  d'intersection  soit  hien  loin  d'être,  dans  Tespace ,  tangente  à  l'équa* 
teur«)  néanmoins  les  tangentes  de  ces  deux  lignes  pour  le  point  (L%  L)  se  trou- 
vant l'une  et  l'autre  dans  le  plan  tangent  qui  est  évidemment  vertical  tout 
le  long  de  Téquateur,  il  en  résulte  que  les  projections  horizontales  de  ces 

deux  tangentes  se  confondront;  et  qu ainsi  la  courbe  KLM i^%u)hera  le 

cercle  BLX  en  L  et  /. 

38$^  Cette  conséquence  générale  ne  souffrira  d'exception  que  quand  la  tan- 
gente au  point  (L^,  L)  de  la  ligne  à  double  courbure,  ae  trouvfera  eiactemeot 
verticale.  A1oj*s  l'élément  qui  eût  été  oomauun  aux  projeelâons  horizontales  de 
cette  tangente  et  de  Téquateur,  disparait  ou  se  réduit  à  un  point  matbénaa- 
tique  ;  de  sorte  que  la  courbe  cesse  de  toucher  l'équateui*^  et  «rient  le  09uper  ea 
formant  ordijoairement  un  rebroussemenl.  Une  cireoii$taiftee  «nalogne  va  se 
présenter  ici  pour  les  points  (K',  K)  et  (H',  U),  qui  sont  donnés  immédiatement 
par  la  rencontre  des  deux  méridiens  principaux.  En  effet ,  dans  chacun  de 
ces  points^  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  sont  nécessairement  perpendi- 
culaires aux  plans  méridiens,  et  par  suite  au  plan  vertical;  donc  leur  ioterseo^ 
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tioa  qui  serait  la  tangente  de  la  courbe ,  est  aussi  perpendiculaire  à  ce  plan 
vertical ,  et  s'y  projette  suivant  un  point  unique;  d'où  il  ar(*ive,  par  les  raisons 
précédentes,  que  la  projection  KX'H' n'offre  plus  de  contact  avec  les  contours 
apparents  des  deux  surfaces,  tandis  que  ce  contact  a  lieu  ordinairement.  D'ail- 
leurs ,  il  n'y  a  point  ici  de  rebroussenient  aux  points  E'  et  H^ ,  parce  que  les 
deux  branches  de  Tintersection  ,.  situées  Tune  en  avant  et  l'autre  en  arrière 
du  plan  vertical  01 ,  ont  des  positions  symétriques  et  se  confondent  en  pro- 
jection verticale ,  comme  on  le  voit  d'après  la  construction  générale  qui  a 
donné  les  deux  points  (M,  M')  et  (m ,  M^). 

336.  Il  est  uliie  d'observer  que  la  projection  verticale  K'L'H'  sera  nécessaire-  Fig  .    78. 
ment  une  ligne  du  second  degré ^  toutes  les  fois  que  les  deux  surfaces  de  ré- 
volution seront  elles-mêmes  de  cet  ordre.  En  effet ,  le  plan  vertical  01  étant 

un  plan  méridien  pour  l'une  et.poifP  l'autre  de  ces  surfaces,  il  divise  évi- 
demment en  deux  parties  égales  »  toutes  les  cordes  qui  lui  sont  perpendicu- 
laires ;  telles  que  (Mm ,  M');  donc  ce  plan  est  un  plan  principal  qui  se  trouve 
communaux  deu  x  surfaces,  et  alors  on  démontre  par  un  calcul  fort  simple,  que 
llatersection  de  celles-ci  se  projette  sur  ce  plan  principal,  suivant  une  ligne 
du  second  degré  (^).  On  devra  donc  profiter  de  cette  notion  acquise  d  a« 
vance  sur  la  nature  de  la  courbe  K'L'H',  pour  redresser  les  erreurs  de  con- 
struction qui  tendraient  à  produire ,  dans  cette  ligne ,  des  inflexions  ou  une 
courbure  qui  ne  s'accorderaient  pas  avec  la  forme  bien  connue  des  sec- 
tions coniques. 

337.  Observons  encore  que  •  quel  que  soit  le  degré  des  deux  surfaces  de 
révolution ,  la  coiu*be  plane  KX'H'  considérée  en  elle-même ,  et  indépendam- 
ment de  la  courbe  gauche  dont  elle  reçoit  la  projection  verticale ,  ne  se  ter- 
mine pas  brusquement  aux  points  K'  et  H'  ;  mais  qu'elle  doit  se  prolonger  au 
delà  pour  rentrer  sur  elle-même ,  ou  pour  s'étendre  indéfiniment.  De  sorte 
qu'en  continuant  de  tracer  sur  le  plan  vertical ,  des  cercles  qui  aient  toujours 
le  point  II  pour  centre ,  et  qui  s'étendent  au  delà  ou  en  deçà  des  points  H'  et 
K\  oo  pourra ,  si  la  forme  des  méridiens  leur  permet  d'être  encore  coupçs  par  ^ 
ces  cercles,  obtenir  des  points  de  la  courbe  RX'H%  situés  au  dehors  de  la 
partie  qui  reçoit  la  projection  de  l'intersection  des  deux  surfaces.  Cette  cir- 
eooftlanee,  que  Ton  apercevra  plus  clairement  dans  (l'épure  79  relative  à  une 


(^)   Ce  théarème  întëressant  est  dû  a  M.  /•  Binet.  Voye«  V/inalyêt  appi/quée  à  lagéûm- 
trie  dmê  Itpm  dimemion*^  chap.  IX. 
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question  analogue  (n"  344) ,  tient  à  ce  que  la  propriété  graphique  qui  sert  à 
trouver  chaque  point  M'  de  la  courbe  plane  K'L'H',  est  plus  générale  que  la 
définition  de  ce  même  point,  considéré  comme  la  projection  d'un  point  com-^ 
mun  aux  deux  surfaces.  En  effet ,  sous  ce  dernier  rapport ,  il  faut  que  M' soit 
non-seulement  à  la  rencontre  des  deux  cordes  D'K  et  F'G%  mais  encore  situe 
dans  rintérieur  du  cercle  DT'E'G',  comme  nous  l'avons  énonce' n*  335;  de 
sorte  que,  quand  les  deux  cordes  D'E'  et  F'G'  ne  se  couperont  que  dans  leur 
prolongement .  le  point  de  section  conviendra  bien  encore  à  la  courbe  plane 
KX'H',  mais  non  plus  à  la  courbe  gauche  suivant  laquelle  se  coupent  les  deux 
surfaces  de  révolution. 

FiG.  78.  338.  De  la  tangente  ;  première  méthode.  Nous  pouvons  trouver  cette 
droite  pour  le  point  (M  ,  M'),  en  cherchant  l'intersection  des-  plans  qui  tou- 
chent les  deuxsurfaces  en  cet  endroit.  Or,  le  plan  tangent  relatif  à  l'ellipsoïde 
A'B'C',  s'obtiendra  (n'  133)  en  transportant  le  point  M'  en  D'  sur  lef  méri* 
dien  principal,  puis  en  traçant  la  tangente  D'T'  à  ce  méridien  ;  alors ,  si  l'on 
ramène  le  pied  T  de  cette  tangente  en  T  sur  le  méridien  OH  ,  la  droite  T6 
perpendiculaire  à  OM,  sera  la  trace  horizontale  du  plan  cherche'. 

Quant  à  Tellipsoïde  rz'AV  dont  l'axe  n'est  pas  vertical ,  je  ramène  d'abord 
le  point  M'  en  F'  sur  le  méridien  principal;  puis,  je  construis  la  normale 
F'N',  de  laquelle  je  conclus  (n*  136)  la  normale  (M'N',  MN)  relative  au 
point  (M .  M');  et  alors  il  me  suffira  de  mener  par  ce  point  un  plan  perpen- 
diculaire à  cette  dernière  normale.  Pour  cela,  j^magine  dans  ce  plan  une  droite 
parallèle  à  sa  trace  verticale ,  et  dont  la  projection  verticale  sera  la  ligne  M'V 
perpendiculaire  à  M'N',  tandis  que  sa  projection  horizontale  sera  MP  paral- 
lèle à  la  ligne  de  terre  ;  ensuite ,  par  le  pied  (P ,  P^)  de  cette  ligne  auxiliaire , 
je  mène  perpendiculairement  sur  HN ,  la  droite  PQ  qui  est  évidemment  la 
trac»  horizontale  du  plan  tangent  au  point  (M  ,  M')  de  Tellipsoïde  ab'c\ 

Cela  posé ,  les  traces  PQ  et  T9  des  deux  plans  tangents  allant  se  rencontrer 
au  point  9  ^  c'est  là  le  pied  de  la  tangente  demandée,  laquelle  a  ainsi  pour  pro* 
jections  9M  et  ff'M'. 

339.  Deuxième  méthode  ^  par  le  plan  normal.  Nous  avons  vu  au  n*  214  que 
la  tangente  à  l'intersection  de  deux  surfaces ,  devait  être  perpendiculaire  au 
plan  mené  par  les  deux  normales  de  ces  surfaces  ;  il  nous  suffira  donc  de  trou- 
ver ce  plan  ^  qui  est  lui-mêoîe  normal  à  la  courbe.  Or  ,  nous  avons  déjà  con- 
struit la  normale  (M'N' ,  MN)  pour  le  deuxiètne  ellipsoïde  ;  quant  au  premier  , 
nous  mènerons  au  point  D'  du  méridien  principal ,  la  droite  Dit'  perpendi- 
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culaire  sur  la  tangente  WT ,  et  alors  on  sait  (n°  1 50)  que  la  normale  pour  le 
poiut  (M\  M),  sera  la  droite  (M'R',  MO).  Cela  pose  ,  il  serait  bien  facile  de 
trouver  la  trace  verticale  du  plan  mené  par  les  deux  normales  -ci*dessus  indi- 
quées; mais,  comme  nous  avons  besoin  de  connaître  seulement  la  direction  de 
cette  trace ,  et  qu'elle  sera  la  même  sur  les  plans  verticaux  01  et  0 T  qui  sont 
parallèles ,  nous  observerons  que  les  normales  en  question  vont  rencontrer 
les  axes  en  R'  et  N'  ;  d  où  il  résulte  immédiatement  que  KK  est  la  trace  du 
plaa  normal  sur  le  plan  vertical  01 ,  et  qu  en  tirant  par  le  point  M' la  droite 
Vy  perpendiculaire  à  cette  trace ,  on  aura  la  projection  verticale  de  la  tan- 
gente demandée. 

Pour  obtenir  l'autre  projection,  prolongeons  jusqu'au  plan  horizontal  deux 
quelconques  des  droites  qui  réunissent  les  trois  points  (M\  M)  .  (N%  N)  , 
(K  ^  G) ,  lesquels  sont  situés  dans  le  plan  normal.  Ici ,  on  voit  que  la  droite 
(NU',  NM  )  perce  le  plan  horizontal  au  point  a  ^  et  que  la  droite  ( N'R' ,  NO  ) 
le  rencontre  en  ê;  donc  aS  est  la  trace  horizontale  du  plan  normal,  et  en  lui 
menant  une  perpendiculaire  Md,  ce  sera  la  projection  horizontale  de  la  tan- 
gente cherchée. 

340.  La  méthode  que  nous  venons  d'employer  est  non-seulement  plus  pic.  78. 
simple  ^  dans  certains  cas ,  que  celle  des  deux  plans  tangents  ,  mais  elle  offre 
encore  lavantage  de  pouvoir  quelquefois  s'appliquer  à  des  points  particuliers, 
pour  lesquels  l'autre  méthode  serait  insuffisante. 

Considérons  y  en  effet ,  le  point  (K.  R')  situé  à  la  fois  sur  les  deux  mé- 
ridiens  principaux  :  à  cause  de  cette  position  particulière ,  les  deux  plans  tan- 
gents seront  lun  et  l'autre  perpendiculaires  au  plan  vertical  ^  et  par  suite  , 
leur  intersection  qui  est  la  tangente  de  la  courbe  (K'L'H' ,  KLH,....) ,  sera 
projetée  horizontalement  suivant  une  perpendiculaire  à  KO,  et  verticalement 
en  unpoirU  unique  K\  Celte  construction  fait  connaître  la  position  qu'occupe, 
dans  Tespace,  la  tangente  de  la  courbe  gauche  ;  mais  elle  n  apprend  rien  sur 
la  droite  qui  toucherait  en  K^  la  courbe  plane  K'L'A' ,  droite  que  l'on  doit  re- 
garder comme  la  projection  de  la  tangente  qui  précéderait  immédiatemeat , 
dans  l'espace  ,  celle  qui  s'est  réduite  à  un  point  unique  en  se  projetant  sur 
le  plan  vertical  :  tandis  que  la  considération  des  deux  normales  manifeste 
une  propriété  constante  dont  jouit  la  courbe  plane  KX'U'  regardée  comme 
tracée  dans  le  plan  des  deux  méridiens ,  et  indépendamment  de  la  ligne  à 
double  courbure  dont  elle  reçoit  la  projection.  Cette  propriété  consiste  en  ce 
que ,  si  l'on  transporte  le  point  quelconque  M'  sur  les  deux  méridiens ,  en  D' 
et  en  F  par  des  perpendiculaires  aux  axes ,  puis  si  Ion  tire  les  normales  D'R' 
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et  F^^ ,  ia  droite  R'N^  sera  ioufoure  perpendiculaire  à  la  tangente  en  M\  Or  , 
cette  relation  subsistant  pour  tous  les  points  de  ia  courbe  plane  IL'VBf  ,  et 
ne  portant  que  sur  des  lignes  situées  dans  son  plan ,  elle  doit  être  vraie  aussi 
pour  le  point  K'  où  elle  demeure  évidemmenl  applicable  avec  encore  plus 
de  simplicité ,  puisque  ce  point  est  par  lui«méme  transporté  sur  les  deux  mé- 
ridiens. Par  conséquent,  il  suffira  de  mener  les  normales  K'V  et  K'D',  puis 
de  tracer  la  droite  W ,  sur  laquelle  on  abaissera  la  perpendiculaire  K'S  qui 
sera  la  tangente  demandée. 

Une  construction  semblable  fera  trouver  la  tangente  au  point  H'. 

PROBLÈME?.  Intersection  d'un  paraboloide  avec  un  hyperbolcide ,  tous  deux 
de  révolution ,  et  dotU  les  accès  se  rencontrent. 
FiG.  79.  341.  Soient  (O^O^Z)  Taxe  du  paraboloide ,  et  A'CB'  le  méridien  principal 
de  cette  su  rface  que  nous  supposerons  terminée  au  cercle  ( A'B',  AB),  de  manière 
que  rinte'rieur  de  ce  paraboloide  soit  visible  sur  le  plan  horixontal.  Soit 
aussi  (01 ,  Z'V)  Taxe  de  Thyperboldide ,  ce  qui  suppose  que  le  plan  vertical 
de  projection  a  été  choisi  parallèle  aux  deux  axes  à  la  fois  :  quant  au  méri- 
dien de  cette  seconde  surface ,  nous  ne  le  regarderons  pas  coi&me  donné 
par  la  question  ,  parce  qu  alors  le  prc^lème  rentrerait  entièrement  dans  celui 
du  11°  332  ;  mais  nous  définirons  Thyperboloide  au  moyen  de  la  généra  - 
trice  rectiligne  (  PQ ,  P'Q'  )  qui  l'engendrerait  en  tournant  autour  de  la 
droite  fixe  (01 ,  ZT) ,  sans  toutefois  considérer  cette  seconde  surface  comme 
réellement  existante  ;  c'est-à-dire  qu'ici  le  paraboloide  subsistera  seul .  et 
sera  traversé  suivant  une  certaine  courbe  par  les  diverses  positions  de  la 
droite  mobile  (PQ,  FQ').  Du  reste  ,  nous  emploierons  encore,  pour  trouver 
cette  courbe ,  des  sphères  sécantes  {n^  333)  décrites  toutes  du  pmnt  Z'  ;  seu- 
lement, comme  nous  ne  connaissons  pasà/imrt  le  méridien  de  l'hyperboloide, 
nous  ne  tracerons  plus  arbitrairement  le  grand  cercle  d'une  de  ces  sphères , 
mais  nous  commencerons  par  construire  un  parallèle  de  cet  hyperboloîde. 

342.  Menons  donc  par  un  point  a>'  pris  à  volonté  sur  l'axe ,  un  plan  FV6' 
qui  lui  soit  perpendiculaire:  ce  plan  renteontrera  la  génératrice  au  point  {&^  6)^ 
dont  la  distance  au  point  ta  sera  évidemment  l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle construit  sur  les  côtés  ^S'  et  ffff'  »=  aS;  ainsi,  en  décrivant  ayec  cette 
hypoténuse  «^f'%  un  cercle  ¥^&^G\  ce  sera  le  rabattement  du  parallèle  sui- 
vant lequel  l'hyperboloide  est  coupé  par  le  plan  F'^'G'  ;  et  les  extrémités  F 
et  G^  de  son  diamètre,  seront  deux  points  de  V hyperbole  méridienne  qui  serait 
située  dans  le  plan  vertical  01. 
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Cela  posé ,  adoptons  poup  rayon  d'une  de  nos  sphères  sécantes ,  la  dis- 
tance ZT'  :  alors  ,  une  pareille  sphère  coupera  Thyperboloîde  suivant  le 
parallèle  projeté  sur  F'G'  i  et  le  paraboloïde  suivant  un  cercle  projeté  sur 
IXE'  ;  par  conséquent  le  point  M' où  se  rencontrent  ces  deux  cordes  ^  et  qui 
tombe  en  dedans  de  la  sphère ,  représente  la  projection  verticale  des  deux 
points  où  se  coupaient  les  circonférences  de  ces  parallèles  :  ce  sont  donc  là  deux 
points  de  Tintersection  des  surfaces  propoeéea  ^  et  on  les  retrouvera  sur  le  plan 
horizontal  ,  en  y  traçant  le  parallèle  (DME ,  !>£')  et  abaissant  la  verti- 
cale M'mM. 

543.  Des  constructions  analogues  fourniront  autant  de  points  que  l'on  vou- 
dra de  la  courbe 

(KX'X  M  e%  KUMHw/K), 

suivant  laquelle  le  paraboloïde  est  coupé  par  Thyperboloide  ;  et  le  méri^ 
dien  V'F'S'D'  de  cette  dernière  surfece  ,  qui  se  conclura  de  tous  les  points 
tels  que  F%  devra  toucher ,  sur  le  plan  vertical,  la  projection  de  la  génératrice 
au  point  (S ,  S')  dans  lequel  cette  droite  traverse  le  méridien  principal  OL 
D'ailleurs,  ce  sera  la  rencontre  de  ce  méridien  YT'S'U^avec  le  méridien 
du  paraboloïde  ,  qui  fournira  les  points  extrêmes  de  Tintersection  (K,  K')  et 
(H,  H').- 

344.  Observons  aussi  qu'une  même  sphère  pourra  fournir  deux  points 
tels  que  V  etX  situés  sur  un  parallèle  unique,  et  appartenant  tous  deux  à 
l'intersection  des  surfaces  proposées ,  tandis  que,  dVitres  fois  ,  une  sphère 
sécante  fournira  deux  points  M'  et  fi\  dont  un  seul  appartiendra  véritable- 
ment à  rintersection,  parce  que  le  deuxième  serait  placé  en  dehors  du  con- 
tour de  la  sphère.  Cependant  ce  point  ix\  continuant  de  satisfaire  à  la  pro- 
priété graphique  qui  sert  à  construire  chaque  point  de  la  courbe  plane 
Kltf'H',  considérée  indépendamment  de  la  courbe  gauche  dont  elle  reçoit 
la  projection ,  appartiendra  toujours  au  prolongement  de  cette  ligne  plane 
(a"*  337);  et  celle-ci  sera  évidemment  une  hyperbole,  d-'après  les  raisons  citées 
au  n^  336. 

345.  De  la  tangente.  Cherchons ,  comme  précédemment  (n^  559),  les  nor- 
males des  deux  surfaces  pour  le  point  quelconque  (M,  M^.  Dans  le  para- 
boloïde, la  normale  E'R'  du  méridien  fait  connaître  le  point  R^  où  aboutirait, 
sur  Taxe  (yZ\  la  normale  de  la  surface  en  {M,  W)  ;  et  sans  tracer  cette  der- 
nière droite ,  il  nous  suffit  d'avoir  obtenu  ce  point  R\ 
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Dans  rhyperboloïde  dont  le  méridien  n'est  pas  donné  par  la  question , 
j'observe  que  le  plan  tangent  relatif  au  point  projeté  en(ff,  f)  et  rabattu  enff", 
passerait  par  la  tangente  6"T  du  parallèle  et  par  la  génératrice  (SP,  ^F)  qui 
perce  le  plan  vertical  01  en  (S,  S');  par  conséquent,  sur  ce  plan  des  deuxaxes, 
le  plan  tangent  aurait  pour  trace  la  droite  TS^;  donc,  en  lui  menant  une 
perpendiculaire  ^N^  ce  sera  la  projection  de  la  normale  relative  au  point 
(6^  ê').  Mais  ce  point  est  sur  le  même  parallèle  que  (M,  M');  donc  aussi, 
pour  oe  dernier,  la  normale  de  la  surface  rencontrerait  l'axe  ÏZ'  au  point  N^; 
ainsi  cette  normale  est  déterminée. 

Cela  posé,  le  plan  des  deux  normales  en  '(M,  M')  coupera  évidemment  le 
plan  vertical  01  suivant  la  droite  R'N^;  donc»  en  abaissant  sur  cette  ligne 
une  perpendiculaire  M'd',  ce  sera  la  projection  verticale  de  la  tangente  à 
la  courbe  d'intersection.  Ensuite,  nous  pourrions  chercher  sur  le  plan  ho- 
rizontal de  projection ,  la  trace  du  plan  des  deux  normales,  lequel  passe 
par  trois  points  connus  (M',  M) ,  (R',  0),  (N',  N);  mais  il  sera  beaucoup 
plus  court  de  déterminer  cette  trace  sur  le  plan  horizontal  D^,  où  est 
déjà  situé  le  point  (H,  M').  Car,  en  prolongeant  R^'  jusqu'à  ce  qu'elle 
coupe  ce  plan  en  p\  et  projetant  ce  dernier  point  en  p^  la  droite  pVL  sera 
évidemnient  la  trace  demandée  ;  si  donc  on  lui  mène  la  perpendiculaire  M9, 
on  aura  la  projection  horizontale  de  la  tangente  à  l'intersection  des  deux 
surfaces. 


LIVRE  V. 


DES  PLANS  TANGENTS  DONT  LB  POINT  DE  CONTACT  n'eST  PAS  DONNÉ, 


346.  Les  problèmes  que  nous  avons  résolus  au  livre  II ,  sur  les  plans  tan- 
gents, supposaient  que  le  point  de  contact  était  donné  sur  la  surface.  Il  reste 
donc ,  pour  compléter  cette  théorie  importante  y  à  examiner  les  questions  oii^ 
sans  assigner  le  point  de  contact ,  on  exige  que  le  plan  tangent  cherche  rem- 
plisse certaines  conditions ,  telles  que  les  suivantes  : 

i^  Que  le  plan  tangent  passe  par  un  point  donné  hors  de  la  surface  ; 

2«  Qu'il  soit  parallèle  à  une  droite  connue  ; 

Z^  Qu^il  passe  par  une  droite  donnée  ,  ou  par  deux  points  assignés  dans 
l'espace  ; 

4o  Que  le  plan  tangent  cherche  soit  parallèle  à  un  plan  donné  ; 

5^  Qu  il  touche  plusieurs  surfaces  à  la  fois. 

Ces  diverses  conditions  vont  faire  le  partage  naturel  de  ce  livre  en  plusieurs 
chapitres  «  dans  lesquels  nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  qui  regarde  les  surfaces 
cylindriques  ou  coniques  ,  parce  que*  nous  avons  complété  de  suite ,  au  cha- 
pitre III  du  livre  II ,  les  problèmes  relatifs  à  ces  deux  genres  de  surfaces  très- 
simples. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Des  plans  tangents  menés  par  un  point  extérieur  à  la  surface. 

347.  Soit  V  le  point  donné  au  dehors  de  la  surface  quelconque  S:  menons    Fig.  80. 
par  ce  point  divers  plans  sécantsdans  une  direction  arbitraire,  et  par  exemple, 
faisons-les  passer  tous  par  une  droite  quelconque  YAD  qui  traverse  la  surface. 

Alors,  ils  couperont  celle-ci  suivant  des  courbes  AMD,  AM'D,  AU'^D, que 

Ton  saurait  constiuire  par  les  méthodes  exposées  précédemment ,  et  auxquelles 
on  pourra  généralement  mener,  du  point  V ,  des  tangentes  VM ,  VM' ,  VM", ....  ; 
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• 

de  sorte  que  toutes  ces  droites  formeront  évidemment  un  cône  ayant  le  point  V 
pour  sommet,  et  qui  sera  circonscrit  à  la  surface  S,  c'est-à-dire  qui  la  touchera 

tout  le  long  de  la  courbe  MM'N" En  effet,  pour  le  point  W\  par  exemple  , 

le  plan  tangent  de  S  renfermera  la  tangente  M"T  de  la  courbe  MM'M'' ,  aussi 
bien  que  l'arête  WY  qui,  par  construction ,  est  tangente  à  la  surface  :  donc  ce 
plan  sera  lui-même  tangent  au  cône  ;  et  les  deux  surfaces  ayant  ainsi  un  plan 
tangent  commun  en  M^' ,  offriront  un  véritable  contact  dans  ce  point ,  et  dans 
tous  ceux  de  la  ligne  MM^M".  ... 

348.  Cela  posé ,  pour  résoudre  le  problème  général  qui  fait  l'objet  de  ce 
chapitre ,  il  suffira  de  construire  la  ligne  de  contact  VIMfW^  de  la  sur  face  propo^ 
sée  S  avec  un  cane  circonscrit  ayant  son  sommet  en  Y, puis  de  mener  un  plan  tanr 
gent  à  S  dans  un  quelconque. des  points  de  cette  ligne;  ce  plan  satisfera  évidem- 
ment à  la  question ,  puisqu'il  touchera  nécessairement  (n^*  347)  le  cône 
circonscrit,  et  qu'ainsi  il  passera  par  le  sommet.  Y  qui  est  le  point  donné. 

Réciproquement ,  tout  plan  mené  du  point  Y ,  taugentiellement  à  la  sur- 
face S  ,  touchera  celle-ci  en  un  certain  point  que  j'appelle  m ,  et  qui  étant  joint 
avec  Y ,  fournira  une  droite  Y  m  évidemment  tangente  à  S  ;  donc  cette  droite  Yfn 
sera  nécessairement  une  des  arêtes  du  cône  circonscrit  YMM^M''....,  et  par 

conséquent  le  point  m  devra  se  trouver  sur  la  courbe  MM^M'^ qui  devient 

ainsi  h  lieu  de  toutes  les  solutions  du  problème  proposé. 

Seulement,  le  problème  sera  impossible  quand  le  cône  circonscrit  n'existera 
pas  ;  c'est-à-dire  lorsque  le  point  Y  sera  tellement  place'  que  l'on  ne  pourra  me- 
ner, de  ce  point,  aucune  tangente  aux  diverses  sections  faites  par  des  plans  pas- 
santpar  Y  AD. 

349.  Il  résulte  de  là  que  la  question  qui  nous  occupe  admet  une  infinité 
de  solutions ,  excepté  quand  la  surface  proposée  S  est  développable.  En  effets 
nous  avons  vu  (n**  183)  qu'une  telle  surface  était  l'enveloppe  de  toutes 
les  positions  d'un  plan  mobile  ,  assujetti  à  une  loi.  de  mouvement  qui  ne 
laissait  d'arbitraire  qu'une  seule  condition  (*)  :  donc^  lorsque  ce  plan  mo- 
bile ,  qui  est  en  même  temps  le  plan  tangent  de  la  surface  développable  , 
viendra  à  passer  par  le  point  donné  Y  ,  il  ne  pourra  plus  prendre  d'autre 
situation  ;  ou  du  moins ,  il  ne  saurait  occuper  alors  qu'un  nombre  limité 


(*]  Ou  autrement  dit ,  qui  ne  laissait  qu*«ne  êèule  eonstanie  arbitraire  dans  son  équation  ; 
ainsi  la  condition  de  passer  par  le  point  ¥,  fixera  complètement  la  position  de  ce  plan  dans 
Tespace. 
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de  posilioas ,  suivant  la  nature  et  le  nombre  des  nappes  de  la  surface.  Ainsi , 
pour  cette  classe  de  surfaces ,  le  problème  de  construire  un  plan  tanjjent 
qui  passe  par  un  point  donné,  devient  tout  à  fait  déterminé  (•),  et  c'est 
ce  que  nous  avons  reconnu  dans  les  cônes  et  dans  les  cylindres  (n«'  116 
et  125  ). 

350.  D  ailleurs  ,  comme  une  surface  développable  est  touchée  par  son  plan 
tangent  tout  le  long  d'une  même  génératrice  rectiligne  (u*  177),  il  s'ensuit 
que  si  Ton  effectuait  ici  les  sections  indiquées  n"*  347,  et  qu'on  leur  menât 
des  tangentes  par  le  point  Y,  tous  les  points  de  contact  se  trouveraient  situés 
sur  une  droite  de  la  surface  ;  et  le  cône  circonscrit  se  réduirait  alors  à  un  ou 
plusieurs  plans  tangents  qui  passeraient  par  le  point  V. 

351.  Le  problème  de  mener ,  par  un  point  Y,  un  plan  tangent  à  une  sur- 
fece  S  non  développable ,  redeviendrait  déterminé ,  si  Ton  ajoutait  la  condi- 
tion que  ce  plan  dût  toucher  la  surfeice  sur  une  courbe  donnée ,  par  exemple 
sur  un  méridien,  ou  sur  un  parallèle,  dont  la  position  serait  assignée.  En  effet, 
après  avoir  construit  la  ligne  de  contact  MM'M"...  du  cône  circonscrit  à  S, 
il  suffirait  d^examiner  en  quels  points  elle  rencontre  la  courbe  donnée ,  et  ce 
seraient  là  évidemment  les  points  de  contact  des  plans  tangents  qui  satisfont 
au  problème.  Celui-ci  serait  impossible ,  si  la  courbe  assignée  sur  la  surface 
n'avait  aucun  point  commun  avec  la  ligne  MM'^^^.. 

352.  Quant  à  la  construction  de  la  ligne  de  contact  d'une  surface  quelcon- 
que S,  avec  un  cône  circonscrit  qui  a  pour  sommet  un  point  donné  Y,  courbe 
qui  est  d'ailleurs  très-utile  dans  la  Perspective ,  puisque  c'est  évidemment  le 
conU>ur  apparent  de  la  surface  vue  du  point  Y,  la  seule  méthode  tout  à  fait 
générale  est  celle  que  nous  avons  indiquée  n''347;  cependant,  comme  elle 
exige  des  opérations  graphiques  assez  pénibles ,  nous  allons  exposer  d'autres 
méthodes  plus  simples ,  mais  applicables  seulement  à  certains  genres  de  sur- 
faces qui  se  rencontrent  plus  fréquemment.  Auparavant ,  toutefois ,  nous  dé- 


(*)  L'exceplîoD  que  présentent  les  surfaces  développables  est  unique,  car  elle  n*a  point  lieu 
pour  les  êurfaeeê  gauekes.  En  effet,  nous  verrons  que  dans  celles-ci ,  tout  plan  mené  par  le 
point  Y  et  par  une  génératrice  rectiligne,  est  tangent  à  la  surface  dans  un  certain  point  qu*il 
faut  construire;  de  sorte  qu^en  joignant  ce  point  de  contact  avec  V,  on  obliendra  encore  une 
des  arêtes  du  cône  circonscrit ,  lequel  subsiste  ici  comme  dans  les  surfac  es  quelconques. 
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noiontrerons  un  ihéorècne  importaut  9ur  cee  lignes  de  contact,  par  rapport  à 
toutes  les  surfaces  du  second  degré. 

353.  La  courbe  de  contact  dun  cône  circonscrit  à  une  surface  du  second  de^ 
gre\  est  toujours  plane;  et  son  plan  se  trouve  parallèle  au  plan  diamétral  qui 
serait  conjugué  avec  le  diamètre  mené  par  le  sommet  du  cône. 
FiG.  80.  Soient  Y  le  sommet  du  cône,  et  S  la  suriace  du  second  degré  dont  il  s'agit; 
nous  supposerons  d'abord  qu'elle  admet  un  centre  0,  mais  du  reste,  elle  peut 
être  indifféremment  un  ellipsoïde  ou  bien  Tun  des  deux  hyperboloïdes.  En 
faisant  passer  par  la  droite  YQ  divers  plans  sécants,  nous  obtiendrons  des 

courbes  du  second  degré  ABD,  ÂB'D  ,  ÂB"D, ayant  toutes  un  diamètre 

commun  OÂ;  et  si  nous  les  coupons  par  le  plan  diamétral  BB'C  qui  est  con-' 
j'ugué  avec  OA,  cest-à-rdire  qui  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes 
de  la  surface  parallèles  à  cette  direction  ,  nous  obtiendrons  des  droites  OB^ 
OB',  OB",....  qui  jouiront  évidemment  de  la  même  propriété ,  par  rapport 
a\xx  cordes  menées  dans  chacune  de  ces  courbes  parallèlement  à  OA.  Ainsi 
OA  et  OB^  OA  et  OB',  OA  et  OB",.»*-  formeront  des  systèmes  de  diamètres 
conjugués  deux  à  deux  ^  dans  les  diverses  courbes  du  second  degré  ABD. 
AB'D,  ABD,.-., 

Cela  posé)  tirons  à  Tune  de  ces  courbes  une  tangente  YM;  puis»  menons 
par  le  point  de  contact  M,  un  plan  parallèle  à  BB'C  :  ce  nouyeau  plan  cou- 
pera la  surface  S  suivant  une  courbe  MM^N,  et  les  sections  primitives  suivant 
des  ordonnées  PM,  PM',  PM',..,.  respectivement  parallèles  à  OB,  OB',  OB". 
Alors,  si  Ion  mène  par  les  divers  points  M',  W\....  des  tangentes  aux  courbes 
AM'D,  AB1''D,«..,  je  dis  que  cas  tangentes  aboutiront,  sur  la  droite  OA,  au 
même  point  Y  d'où  est  partie  la  première  M  Y.  En  effet,  on  sait  que  dans 
toute  ligne  du  second  ordre  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués^  la  sous- tan- 
gente ne  dépend  que  de  l'abscisse  du  point  de  contact  et  du  diamètre  sur 
lequel  on  compte  cette  abscisse  ;  par  conséquent,  pour  les  divers  points  M  , 
M\  M'',....  qui  répondent  à  la  même  abscisse  OP,  la  sous-tangente  aura  une 
valeur  commune,  savoir  : 


PY=.^-OP,d'oùOY=^. 

I>onc,  toutes  les  tangentes  menées  en  JM,  M\  M'\....  formeront  bien  an  cône 
circonscrit  à  la  surface  du  second  degré,  et  dont  la  ligne  de  contact  sera  la 
courbe  plane  MM'H''N,  parallèle  au  plan  diamétral  BBC  qui  est  conjugua 
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avec  VO  (*).  t)'ailleurs,  ce  diamètre  VO  contiendra  le  centre  P  de  la  courbe 
MM'M''. ... )  comme  nous  allons  le  feire  voir. 

354.  Dans  toute  surface  du  second  degrés  les  diverses  sections  faites  par  des 
plans  parallUes  efitre  eux^  sont  des  courbes  semblables ,  dont  les  centres  sont  si" 
tués  sur  lediamètre  qui  se  trouve  conjugué  avec  celui  de  ces  plans  sécants  guipasse 
par  le  centre  de  la  surfzce.  En  effet,  quelle  que  soit  une  de  ces  sections  planes 
MM'M''N,  on  pourra  mener  par  le  centre  0,  un  plan  BB'B"C  qui  lui  soit 
parallèle,  et  construire  le  diamètre  OA  conjugué  avec  ce  dernier  plan.  Alors 
toutes  les  sections  ABD,  AB'D,  AB"D,....  auront  pour  diamètres  conjugue's 
deux  à  deux ,  OA  et  OB,  O A  et  OB',  OA  et  OB'  :  donc  ,  les  ordonnées  MP, 
MP  ,MP*,....  qui  correspondent  à  la  même  abscisse  OP,  seront  proporlionnelles 
aux  diamètres  non  communs  OB,  OB',  OB'^,....;  et  par  conséquent  ces  droites 
considérées  comme  des  r/xyon^ t^é'cfeur^  parallèles  menés  dans  les  deux  cour- 
bes MM'N  et  BB'C,  satisferont  à  la  condition  générale  de  la  similitude.  D'ail- 
leurs, comme  le  point  0  est  évidemment  le  centre  de  figure  de  la  courbe  BB'C, 
il  en  sera  nécessairement  de  même  du  point  P  par  rapport  à  la  courbe  MM'N; 
ainsi  les  centres  des  sections  parallèles  au  plan  diamétral  BB'C,  sont  bien  si- 
tués tous  sur  le  diamètre  OA  conjugué  avec  ce  plan. 

355.  Revenons  au  théorème  démontré  n"*  353  pour  les  surfaces  douées  d'un  Fie.  81 . 
centre;  et  afin  de  l'e'tendre  aux  surfaces  qui  en  sont  dépourvues,  c'est-à-dire 

aux  deux  paraboloïdes,  modifions  la  démonstration  de  la  manière  suivante. 
Menons  par  le  point  donné  V,  une  parallèle  VX'  à  Vaxe  ou  diamètre  principal 
OX  du  paraboloïde;  cette  droite  VAX'  sera  encore  un  diamètre  de  la  surface, 
et  les  divers  plans  sécants  menés  parce  diamètre,  fourniront  des  sections ;t7a- 
raholiques  AME,  AM'E',  AM"E'V«-  •  Cela  posé,  tirons  à  Tune  d*elles  la  tan 
geoteVM,  et  par  le  point  de  contact  M,  menons  parallèlement  au  plan  tan- 
gent du  paraboloïde  en  A,  un  plan  MiNfM^'N  qui  coupera  les  paraboles  suivant 
des  ordonnées  MP,  M'P,  M"P,....  respectivement  parallèles  aux  tangentes 
AT,  AT',  AV\....  de  ces  courbes.  Alors,  pour  de  telles  ordonnées,  on  sait  que 
la  soutangente  sera  constamment  double  de  l'abscisse  commune  AP;  par  con- 
séquent toutes  les  tangentes  en  M,  M\  M',....  aboutiront  au  même  point  V, 
et  foraieront  ainsi  un  cône  circonscrit  qui  touchera  le  paraboloïde  le  long  de 


(^)  Dans  le  eai  piM-tieuIier  rà  la  tnrfaeé  est  une  sphère,  la  courbe  deeotvtânt  d»  tàûe  cir- 
coMcrit  devient  un  petit eercU^  pêrpendionhirs  à  io  droits  VO  qui  réimk  le  MHuadet  V  ateo  le 
centre  de  la  sphère.  D'ailleurs ,  cela  se  prouve  direetemeiil ,  efi  faisant  toivraerauloar  de  VO-, 
an  grand  cercle  et  sa  tangente  menée  du  point  V. 
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la  courbe  jpi/ane  MM'M'N.  En  cuire,  on  yoitque  le  plan  de  cette  courbe  est 
parallèle  au  plan  tangent  en  A|  lequel  remplace  ici  le  plan  diamétral  conjugué 
avec  YX';  car  ce  dernier  serait  à  une  distance  infinie. 

Dans  Tellipsoïde  de  la  figure  80,  le  plan  tangent  en  A  élait  aussi  parallèle  à 
BB'B"C,  et  par  suite  à  la  courbe  de  contact  MM'M'^N  :  mais  nous  n'avons  pas 
Toulu  employer  alors  ce  plan  tangent ,  parce  qu'il  n'existerait  plus  dans  les 
hyperboloïdes,  si  le  diamètre  VO  ne  rencontrait  pas  la  surface. 

PROBLÈME  1.  Trouver  la  courbe  de  contact  d'une  surface  de  révolution^ 
avec  un  cône  circonscrit  dont  le  sommet  est  donné. 
Fjg.  84.  356.  Soient  (0,  l'Z')  l'axe  de  révolution  que  nous  regarderons  comme  ver- 
tical, et  (X'CY'D',  CD)  le  méridien  principal  de  la  surface.  Ici ,  cette  courbe 
est  une  ellipse  dont  un  diamètre  principal  coïncide  avec  Taxe  de  révolution  ; 
mais  la  méthode  que  nous  allons  exposer  est  tout-à-fait  générale  ,  et  appli- 
cable à  un  méridien  quelconque.  Soit  d'ailleurs  (Y,  V)  le  point  assigné  pour 
le  sommet  du  cône  circonscrit  :  la  courbe  X'M'Y'  suivant  laquelle  il  touchera 
l'ellipsoïde,  peut  se  déterminer  en  construisant  successivement  les  points  qui 
se  trouvent  sur  chaque  parallèle  de  la  surface  ,  ou  bien  ceux  qui  sont  situés 
sur  les  divers  méridiens;  ce  qui  va  donner  lieu  à  deux  méthodes,  dont  chacune 
suffit  à  elle  seule  pour  tracer  la  courbe  demandée. 

357.  Méthode  du  paraJlèle.  Soit  (E'F\  EHF)  le  parallèle  choisi  arbitraire- 
ment sur  la  suriace  de  révolution  S  :  en  substituant  à  celle-ci  un  cône  droit 
engendré  par  la  révolution  de  la  tangente  El/  autour  de  Taxe,  il  est  évident 
que  ce  cône  touchera  la  surface  S  tout  le  long  du  cercle  E'F';  etqu^ainsi 
tout  plan  tangent  qui  sera  mené  à  ce  cône  par  le  point  (V ,  V'),  touchera  S 
dans  le  point  où  Tarête  de  contact  rencontrera  le  cercle  E'F'.  Par  conséquent 
ce  point  de  rencontre  appartiendra  à  la  courbe  demandée  X'MTf ',  qui  n'est 
autre  chose  {n?  348)  que  le  lieu  des  points  de  contact  des  divers  plans  tangents 
menés  à  la  surface  S,  par  le  point  (V,  V'). 

358.  La  question  est  donc  réduite  à  trouver  un  plan  qui,  partant  du  point 
(V,  Y),  aille  toucher  le  cône  Z'E'F'  :  or  on  y  parviendrait  (n«  123)  en  joi- 
gnant le  sommet  (Z',  0)  (*)  avec  (V,  Y),  puis  en  cherchant  le  point  où  cette 


(*)  Les  trois  points  désignes  par  Z'  dans  notre  épure ,  sont  censés  représenter  le  point 
unique  où  la  Ungente  WV  irait  couper  Taxe  vertical,  point  qui  est  le  sommet  du  c6ne  droit, 
mais  qui  n*a  pu  se  trouver  ici  renfermé  dans  le  cadre. 
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droite  irait  couper  le  plan  horizontal  ET,  et  meuant  enfin  de  ce  dernier 
point  des  tangentes  au  cercle  (ET\  EMF).  Mais  comme  le  sommet  (Z%  O) 
peut  se  trouTer,  ainsi  que  cela  arrive  ici,  place  à  une  distance  incommode^ 
et  que  d'ailleurs  le  point  d'où  partiraient  les  tangentes  à  la  base  du  cône,  va- 
rieraii  aussi  à  mesure  qu'on  changerait  de  parallèle,  nous  allons  employer  une 
marche  qui  obviera  à  ces  deux  inconvénients. 

Adoptons  pour  base  du  cône  droit,  le  cercle  (G'H',  GPH)  suivant  lequel  il 
est  coupé  par  le  plan  horizontal  Y'G^H'  :  alors  cette  nouvelle  base  contenant 
dans  son  plan  le  point  donné  (Y,  Y'),  il  deviendra  inutile  de  recourirau  som- 
met du  cône,  et  il  suffira  de  mener  les  tangentes  à  la  base  actuelle  par  le  point 
(Y,  Y");  d'ailleurs,  comme  ce  sont  les  points  de  contact  qui  seuls  nous  inté- 
ressent, décrivons  sur  la  droite  YO  comme  diamètre ,  une  circonférence  qui 
coupe  le  cercle  GPH  aux  points  F  et  Q,  et  les  rayons  OP  et  OQ  seront  évi- 
demment les  projections  horizontales  des  ge'néràtrices  suivant  lesquelles  le 
cône  droit  sera  touché  par  les  plans  tangents  menés  de  (Y,  Y^).  Donc,  en  pro- 
longeant ces  rayons  jusqu'au  parallèle  donné  EMF,  les  points  M  et  N  que  l'on 
projettera  sur  E'F^  en  M'  et  N',  seront  deux  points  qui  appartiendront 
{n?  357)  à  la  courbe  de  contact  de  la  surface  S  avec  le  cône  circonscrit  dont 
le  sommet  serait  en  (Y,  Y'). 

359.  Pour  trouver  les  points  de  cette  courbe  qui  seront  sur  un  autre  paral- 
lèle, on  agira  d'une  manière  toute  semblable  ;  et  la  même  circonférence  décrite 
sur  YO  comme  diamètre,  servira  pour  toutes  ces  opérations,  puisque  les  tan- 
gentes à  la  base  du  nouveau  cône  droit  devront  encore  partir  du  point  (Y,  Y). 
Par  exemple,  si  nous  considérons  le  parallèle  (E'^'F'^,  EMF)  égal  au  précédent, 
iliaudra  tirer  la  tangente  E'^^G'^'  qui,  en  tournant  autour  de  Taxe  vertical,  dé- 
crirait un  cône  droit  dont  la  base,  considérée  dans  le  plan  horizontal  Y'G', 
sera  le  cercle  (G"'H'",  G"P'H")  :  celui-ci  étant  coupé  par  la  circonférence  YO 
en  deux  points  F'  etQ",  les  rayons  OP' et  OQ"  sont  les  projections  horizontales 
des  arêtes  de  contact  du  cône  droit  G'"E"'F'"H'"  avec  les  plans  tangents  qui  lui 
seraient  menés  par  le  point  (Y,  Y);  puis,  la  rencontre  de  ces  rayons  avec  le 
parallèle  (EMF,  E"T'"),  fournira  les  points  (M/y,  M'"),  (N",  N"')  situés  sur  ce 
parallèle,  et  appartenant  à  la  courbe  de  contact  de  la  surface  S  avec  le  cône 
circonscrit  qui  a  son  sommet  en  (Y,  Y). 

360.  Méthode  du  méridien.  Pour  trouver  les  points  de  cette  même  courbe  Fie.   84. 
qui  sont  situés  sur  un  méridien  quelconque  aOS,  imaginons  par  tous  les  points 

de  cette  méridienne  des  droites  perpendiculaires  à  son  plan,  et  dont  l'ensemble 
formera  un  cylindre  horizontal,  évidemment  ctrconscritkla,  surface  S  le  long 
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de  cette  courbe  méridienne.  Alors,  ai  par  le  point  (V,  Y')  nous  menons  à  ce 
cylindre  un  plan  tangent ,  ce  dernier  se  trouvera  aussi  tangent  a  TelUpsoîde 
dans  le  point  où  il  touchera  la  base  du  cylindre;  ^l  par  oonséqueat  ce  point 
appartiendra  à  la  courbe  cherchée ,  puisque  celle-<ci  (n*  348)  est  le  lieu  de 
tous  les  points  de  contact  de  Tellipsolde  avec  les  plans  tangents  qui  partent 
de  (V,  \y 

Or,  pour  construire  ce  plan  tangent  au  cylindre  horizontal,  il  fiant  (n^  1 16) 
tirer  du  point  (V^  Y)  une  parallèle  aux  génératrices  de  œtte  suriace,  c'est*à« 
dire  une  droite  (VP",  V^H'"')  perpendiculaire  au  plan  vertical  oOgqui  contient 
la  base  du  cylindre;  puis,  du  point  F' où  cette  droite  rencontre  ceplanméri** 
dien,  mener  à  cette  base  une  ou  plusieurs  tangentes.  Mais  pour  réaliser  cette 
dernière  opération,  je  rabats  la  méridienne  aOS  sur  le  plan  vertical,  ainsi 
que  le  point  F';  ce  dernier  se  transporte  évidemment  en  (B'%  H^'^,  et  en  tirant 
les  tangentes  H"y,  H'"F'",  j  obtiens  les  points  de  contact  (y',  9),  (F",  F)  sur 
la  base  du  cylindre  rabattue;  donc,  en  les  ramenant  par  des  arcs  de  cercle 
homontaux  dans  le  méridien  primitif  aO%  ils  auront  pour  véritable  posî^ 
tions  (<p,  f  )  et  (M'',  M'"). 

361.  Ce  dernier  point  coïncide  avec  un  de  ceux  que  nous  avons  obtenus 
par  la  méthode  di4  parallèle ,  parce  qu'ici  le  plan  méridien  aOS  a  été  choisi 
de  manière  à  renfermer  le  point  {W\  M"')  déjà  construit  ;  et  nous  avons 
adopté  cette  disposition  ,  afin  de  montrer  clairement  que ,  si  les  deux  mé- 
thodes s  appuient  sur  des  considérations  très-différentes ,  elles  emploient  du 
moins  les  mêmes  opérations  graphiques^  exécutées  dans  un  ordre  précisément  in- 
^erse^  comme  on  doit  le  voir  ici  pour  le  point  (M^'^  H^^^).  Au  reste,  quelle 
que  soit  la  méthode  que  l'on  emploiera ,  il  est  des  points  particuliers  qui 
s'obtiendront  par  un  procédé  direct  ;  et  nous  recommandons  de  oommeneer 
Texécuiion  de  Vépure  par  la  recherche  de  ces  points  remarquables. 

362.  Points  sur  les  contours  apparents.  Quanta  ceux  qui  seront  situés  sur 
Téquateur  (CD',  CLD),  il  est  clair  que  les  plans  qui  toucheront  lellipsolde  en 
ces  points,  se  trouveront  verticaux^  et  dès  lors  leurs  ti*aces  horizontales  seront 
les  tangentes  YL  et  YK  partant  du  point  V  ;  d'ailleurs,  les  points  de  contact 
L  et  K  se  trouvant  déterminés  en  projection  horizontale,  par  la  rencontre 
du  cercle  CLD  avec  la  circonférence  dont  YO  est  le  diamètre,  il  suffira  de  pro^ 
jeter  L  et  K  en  L'  et  K'  sur  Cl>\  Observons ,  en  outre,  que  ces  deux  points 
étant  sur  le  contour  apparent  delà  surface  relativement  an  plan  horizontal,  ila 
fermeront  les  limites  communes  de  Varc  visible  LMXK  et  de  l'are  intuisUdê 
LM'TK  sur  cette  projection  ;  d'ailleurs,  le  premier  de  ces  arcs  se  distinguera 
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aisément  de  Tautre,  en  examinant  si  l'un  de  ses  points  (M,  M')  est  placé  au^ 
dessus  de  l'équateur  CD'. 

De  même,  pour  les  points  situés  sur  le  méridien  principal  (X'CY'D',G)), 
les  plans  tangents  de  rellipsoide  se  troureront  (n""  129)  perpendiculaires  au 
planTerticai;  ainsi  leurs  traces  passeront  par  le  point  Y\  et  seront  les  deux  tan* 
geutes  V'X',  V'Y',  dont  les  points  (*)  de  contact  X'  et  Y'  deyront  être  projetés 
en  X  et  Y  sur  CD.  D'ailleurs,  comme  ces  deux  points  sont  placés  sur  le  con* 
tour  apparent  de  la  surfoce  par  rapport  au  plan  vertical,  ils  sépareront  faro 
vistMe  X'Ii'Y'  de  Farc  invisible  X'N'Y'  sur  cette  projection:  et  Ion  distinguera 
le  premier  de  ces  deux  arcs ,  en  examinant  si  Tun  de  ses  points  (M,  W)  est 
placé  en  avani  du  plaii  vertical  CD  qui  contient  le  méridien  principal. 

363.  Points  limites.  Nous  .  entendons  par  là  les  points  où  la  tangente  de  la 
courbe  de  contact  se  trouvera  horizontale^  et  qui  seront  par  conséquent  plus 
haut  ou  plus  bas  que  tous  les  points  voisins.  D'abord ,  cette  circonstance  ne 
pourra  se  rencontrer  que  dans  le  méridien  VO  qui  passe  par  le  sommet 
(V,  V)  du  cène  crrconsorit  :  en  effet,  la  méthode  générale  qui  a  fourni 
(n*  338)  les  points  (M,  M')  et  (N,  N') ,  montre  évidemment  que  les  divers 
points  delà  courbe  sont  deux  à  deuxràii^^  sur  les  deux  cordes  horizontales  (MN, 
M'K')  que  le  plan  vertical  YO  divise  chacune  en  deux  parties  égales;  donc,  lors- 
qu'un de  ces  points  correspondants  se  trouvera  dans  le  plan  vertical  VO , 
Faatresj  trouvera  aussi,  et  par  suite  la  corde  relative  à  ces  points  ainsi  con- 
fondus, sera  devenue  tangente  à  la  courbe»  sans  avoir  cessé  d'être  horizontale. 

Maintenant,  pour  déterminer  ces  points  limites  que  nous  savons  être  placés 
sur  le  méridien  VO,  j'observe  que  la  droite  qui  joindrait  Tun  d'entre  eux 
avec  (V,^),  serait  nécessairement  tangente  à  la  méridienne  VO,  puisqu'elle  se 
trouverait  à  la  fois  dans  le  plan  de  cette  courbe  et  dans  le  plan  tangent  de 
Tellipsolde;  donc,  si  je  rabats  cette  méridienne  sur  le  plan  vertical,  ainsi  que 
le  point  (V,  V)  qui  sera  transporté  évidemment  en  V",  puis  que  je  mène  la 
tangente  V^J',  dont  je  déterminerai  exactement  le  point  de  contact  U'  au 
moyen  des  cordes  supplémentaires,  il  n'y  aura  plus  qu'à  projeter  ce  point 
en  U,  et  à  le  ramener  par  un  arc  de  cercle  horizontal  dans  sa  véritable  posi- 
tion (R,  R').  Ce  sera  là  le  point  le  plus   bas  de  la.  courbe ,  et  la  tangente 


(*)  Il  suffira  de  mener  e^%  tangentes  avec  une  règle  appuyée  sur  le  point  V^  et  sur  le  mé- 
ridien ;  mais  ensuite ,  il  finrudra  fixer  leurs  peints  de  contact  avec  précisfon  ,  en  se  servant 
des  cordes  supptëmrataires  de  Tellipse  mdrîdîeiine. 


184  LIVRE  V.  -  PLAWS  TANGENTS  tONT  LE  POINT...  N'EST  PAS  DONNE. 

horizontale  U'R'  indiquera  le  dernier  des  parallèles  qui  peuvent  contenir  des 
points  de  celte  ligne. 

Le  point  le  plus  haut  (T,  T')  s  obtiendrait  semblablement;  mais  nous  n  de- 
vons pas  voulu  effectuer  la  construction  qui  s*y  rapporte,  dans  la  crainte  de 
jeter  quelque  confusion  sur  la  figure. 

364.  Dans  lexemple  actuel  où  la  surface  de  révolution  est  du  second 
degré,  la  courbe  de  contact  est  nécessairement  plane {ufi  353),  et  ici  c'est 
une  ellipse  qui  a  pour  un  de  ses  acveê^  dans  l'espace,  la  droite  (RT,  RT'); 
puisque  les  tangentes  aux  extrémités  de  cette  ligne  lui  sont  perpendiculaires, 
attendu  qu'elles  le  sont  au  plan  vertical  VO  (n**  363).  Il  serait  même  facile 
d'en  conclure  le  deuxième  axe  et  les  deux  autres  sommets,  en  faisant  une  sec- 
tion horizontale  dans  l'ellipsoïde  par  le  milieu  de  la  droite  (RT,  R'TO;  et  l'on 
doit  observer  que  ces  deux  diamètres  principaiu»  resteront  les  axes  de  lapro* 
jection  horizontale  RLTK ,  parce  que  l'un  d'eux  étant  horizontal,  Tangle 
compris  entre  leurs  projections  demeurera  droit;  tandis  que  sur  le  plan  ver- 
tical, ces  deux  diamètres  ne  seront  plus  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  et 
deviendront  simplement  deua^  diamètres  conjugués  obliques  de  la  courbe 
R'L'T'K'. 

365.  RBMAHQUB.  Si  lon  se  rappelle  que  toute  surface  de  révolution  peut 
être  considérée  comme  V enveloppe  d!un  cône  mobile  (n"*  194)  toujours  cir- 
conscrit le  long  d'un  parallèle ,  ou  bien  encore  comme  tenmloppe  d'un  cy^ 
lindre  mobile  (n**  196)  toujours  circonsccit  le  long  d'un  méridien ,  on  sentira 
que  dans  les  deux  méthodes  employées  n^*  357  et  360,  nous  avons  eu  pour  but 
de  substituer  à  la  surface  de  révolution  proposée ,  une  enveloppée  conique 
ou  cylindrique,  pour  laquelle  la  construction  du  plan  tangent  mené  du 
point  (Y,  Y')  y  était  plus  facile  que  pour  la  surface  primitive.  Or»  comme 
les  suifaces  de  révolution  admettent  aussi  une  enveloppée  spherique{n?  193) 
dont  le  rayon  est  la  normale  au  méridien ,  il  en  résulte  une  troisième  mé- 
thode ,  moins  avantageuse  dans  la  pratique ,  mais  qu'il  est  intéressant  de 
connaître. 

FiG.  84 •  3^6*  Troisième  méthode  j  par  une  enveloppée  sphérique.  Avec  la  normale 
E'Gj  du  méridien  ,  traçons  un  cercle  qui,  en  tournant  autour  de  Taxe  ver- 
tical, engendrera  une  sphère  évidemment  tangente  à  la  surface  de  révo- 
lution S  tout  le  long  du  parallèle  ET'  ;  puis  ,  imaginons  un  cône  cir- 
conscrit à  cette  sphère,  et  ayant  pour  sommet  le  point  donné  (Y,  V'). 
La  courbe  de  contact  de  ce  cône  auxiliaire  avec  la  sphère  ,  sera  un  petit 
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cercle  (q**  355 ,  noie)  dont  le  plan  se  trouyera  perpendiculaire  à  la  droite 
{V«,  VO);  et  comme  dans  les  points  où  ce  petit  cercle  rencontrera  le  pa- 
rallèle ET,  les  plans  tan^yents  de  la  sphère  seront  communs  à  la  surface  S  , 
il  s'ensuit  que  ces  points  appartiendront  à  la  courbe  cherchée  X^MT'.  Or 
si  nous  feisons  tourner  simultanément  la  sphère  et  son  cône  circonscrit ,  au- 
tour de  la  Terticale  O ,  jusqu'à  ce  que  T-axe  (V'« ,  VO)  de  celui-ci  soit  de- 
Tcnu  parallèle  au  plan  vertical ,  le  sommet  (V ,  Y')  se  transportera  en  V"  ; 
et  eo  menant  les  tangentes  \^y^  \^^â^  le  cercle  de  contact  sur  la  sphère  se 
trouvera  alors  projeté  suivant  la  corde  yi.  Dans  cette  situation,  ce  cercle 
de  contact  coupe  le  parallèle  E'F'  en  deux  points  placés  aux  extrémités  de 
la  corde  projetée  rerticalement  sur  le  point  /  ;  or ,  comme  la  distance  de 
cette  corde  à  l'axe  de  révolution,  ne  changera  pas  quand  nous  ramènerons 
ia  sphère  et  le  cône  circonscrit  dans  leurs  positions  primitives,  il  est  clair 
qu'en  reportant  par  un  arc  de  cercle  ,  le  point  e  sur  ie  méridien  primi- 
tif YO  en  e ,  et  en  tirant  par  ce  dernier  point  une  corde  perpendiculaire 
à  VO ,  les  intersections   de  cette  corde  avec   le  parallèle   EMF  ,  fourni- 
root  les  points  demandés  M  et  N ,  qu'il  faudra  ensuite  projeter  en  M'  et  N  ' 
sur  EF'. 

PROBLÈME  2.  Par  un  poinê  donne\  mener  à  une  surface  de  révolution  un 
plan  ianffent  qui  la  louche  sur  un  parallèle  donné* 

367.  II  ne  sera  pas  nécessaire  ici ,  comme  nous  l'avions  annoncé  géné- 
ralement au  n*  351  y  de  construire  la  courbe  de  contact  de  la  surface  avec  un 
cône  circonscrit  ;  il  suffira  évidemment  d'appliquer  au  parallèle  assigné  par  la 
question ,  la  méthode  du  n"*  557  ou  celle  du  n^  36G  ^  et  l'on  obtiendra  direc- 
tement les  points  de  contact  des  plans  tangents  demandés.  D^s*Iors  ces  plans 
seront  faciles  à  construire  (n*"  132). 

PROBLÈMES.  Par  unpointdonné^meneràunesurface  de  révoltUion  unplan 
tangent  quila  touche  sur  un  méridien  donné. 

368.  Ce  problème  se  résoudra  encore  directement ,  en  appliquant  au  mé- 
ridien assigné  par  la  question,  la  méthode  expliquée  au  n^  360.  On  connaîtra 
ainsi  les  points  de  contact  des  plans  tangents  que  l'on  cherche ,  et  ces  plans 
seront  alors  faciles  à  déterminer  (  n"*  152). 

PROBLÈME  4.  Trouver  la  courbe  de  contact  dCune  surface  qoblconqub  du 
seconddegre\  avec  un  cône  circonscrit  dont  le  sommet  est  donné, 
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FfG.  85.  369.  Prenons  pour  exemple  un  ellipsoïde  A  trois  axes  inégaux  ,  et  choi^ 
sissons  nos  plans  de  projection  parallèles  à  deux  des  troiê  plans  prificipama 
de  ce  corps.  Alors ,  les  contours  apparents  de  la  surfeee  seront  les  deux 
ellipses  (ABDE ,  A!V)  et  (  A'CD'F',  AD)  ^  qui  auront  chacune  deux  axes  coni^ 
muns  avec  rellipsoîde  ;  et  en  désignant  par  (Y  «  V^  le  sommet  du  tfône  cir« 
conscrit ,  nous  chercherons  à  déterminer  les  points  de  la  bourbe  de  con- 
tact, qui  se  trourent  placés  sur  une  section  horîarontale  quelconque  G'H'. 
Cette  section  est  une  ellipse  semblable  à  ABDE ,  et  dont  (G^H\  GH)  est  un 
des  diamètres  principaux;  alors,  si  nous  la  regardons  comme  la  base  d'un 
cône  auœiliaire  qui  aurait  son  sommet  au  point  T  où  l'axe  vertical  de  la  sur- 
face est  rencontré  par  la  tangente  G^' ,  ce  côoe  T^G'H'  sei*a  circonscrit  à 
l'ellipsoïde.  En  effet ,  toutes  les  sections  faites  dans  la  surfitce  par  des  plans 
menés  suivant  la  terticale  (O ,  O'T)^  seraient  des  ellipses  qui  auraient  un 
axe  commun  (O,  CT/)  ;  d  ailleurs^  pour  tous  les  points  de  ces  ellipses  placés 
sur  G'H' y  labscisse  0^1'  étant  la  même  «  la  soutangente  serait  aussi  constam- 
ment  égale  à  VT  ;  par  conséquent  les  tangentes  à  ces  ellipses  Terticales  abou- 
tiraient toutes  au  point  T' ,  et  formeraient  bien  le  o6ne  circonscrit  TG'H'. 
Cela  posé  »  si  nous  menons  à  ce  cône  auxiliaire  un  plan  tangent  partant  de 
(Y ,  Y')  laréte  de  contact  rencontrera  la  base  G'H'  en  un  point  qui  appar- 
tiendra à  la  courbe  demandée;  car,  en  ce  point,  le  plan  tangent  du  cône 
auxiliaire  touchera  rellipsoïcke  et  passera  d'ailleurs  par  le  point  (Y ,  Y") ,  ce 
qui  est  le  caractère  disti nctif  (  n*  348  )  de  la  courbe  de  contact  de  la  surfaôe 
atec  le  côoe  circonsciît  dont  le  sommet  serait  en  (Y,  \'). 

370.  Maintenant ,  pour  mener  du  point  (Y ,  YO  un  plan  langent  au  cône 
T'G'H' ,  et  afin  de  n  avoir  à  opérer  que  sur  Tellipse  principale  ABDE  ,  don- 
nie  immédiate  de  la  question  ,  je  prolonge  ce  oàae  jusquau  plan  horizoutal 
A'^D''  qui  a  été  choisi  de  manière  à  couper  cette  surface  suivant  une  el- 
lipse égale  à  la  précédente;  puis  ,  en  adoptant  cette  section  (A"D'\  ABDE) 
pour  base  du  cône ,  et  joignant  le  sommet  avec  le  point  (Y,  Y') ,  je  cherche 
la  rencontre  de  cette  droite  (YTH',  YOR)  avec  le  plan  A"D"'  ;  et  enfin  ,  du 
point  R  je  mène  deux  tangentes  RP,  RQi  à  Teilipse  ABDE.  Lea  points  de  con- 
tact de  ces  tangentes  étant  fixés  avec  préctsioo  (au  moyen  des  cordes  sup- 
plémentaires) ,  je  tire  le»  rarf  ons  OP  ^  OQ ,  qui  seront  les  projections  hori«» 
zontales  des  arêtes  de  contact  »  cl  j'en  conclus  aisément  leurs  projections 
verticales  T'F,  TQ\  Enfin,  ces  dernières  coupant  l'ellipse  G'H'  aux  points  M"" 
et  ri%  je  les  projette  en  M  et  If  ^  et  j'obtiens  ainsi  les  deux  points  de  la  courbe 
demandée ,  qui  sont  placés  sur  la  section  horizontale  G'H'  de  Tellipsoïde. 


CHA.PlTiS  h  —  PliNS  TANOENTS  PAR  UN  POINT  EITËRIEUR.  187 

Oq  aurait  pu  trouver  directement  k$pDÎat«  M  elN^  e»  projelaot  H/ en 
H,  et  menant  par  ce  dernier  pinnt  de$  parallèles  HM  et  HN  aux  eorde$  DP 
et  DQ;  car,  dans  deui  ellipses  semblables»  telles  que  G'B'et  k'V\  les 
rajroQS  Tecteurs  OM  et  OP  sont  proportionnels   aux  detni-astes  OH  et  OD. 

371  «  Pour  toute  section  horizontale  autre  que  G'H^  on  opérera  d'une  ma-* 
nière  analogue  ;  mais  s'il  arrivait  que  le  sommet  V  du  ctoe  auxiliaire  tài 
à  une  distance  incommode  «  on  pourrait  adopter  pour  base  de  ce  cône,  la 
section  K'L^  feite  par  le  plan  hoi^iiootal  mené  du  point  (V,  V)  ;  et  alors 
il  sufl&rait  de  concevoir  par  ce  dernier  point ,  des  tangentes  à  cette  ellipse 
K'L'  Or  ces  droites ,  ainsi  que  leurs  points  de  contaet ,  sont  très-feeiles  a 
déterminer  par  une  construction  directe,  Htm9  dàerirù  la  courbe^  et  d'après  la 
seule  oomiaissance  des  axes,  qui  sont  ici  proportionnels  avec  AD  et  &E ,  et 
dont  Tun  est  K'^L'.  Cette  construction  se  troilvera  expliquée  tout  à  l'heure,  dans 
un  cas  analogue  (n"*  374). 

372.  Pointé  mr  h^  oontoun  upparenis.  On  les  déterminera  comme  dans 
le  problème  préoédent  (n^  363) ,  en  menant  les  tangentes  VX  et  Y'Y'  au 
contour  apparent  de  TeUipsolde  sur  le  plan  vertical,  et  projetaot  les  points 
de  ooo|a<^  X'  et  Y'  an  X  et  Y,  sur  AD.  De  mêaie^  les  tangentes  Vj?  et  Yy 
su  contour  apparent  mr  le  plan  hotiaonlaU  fourjaironl  deux  points  a?  et  y  qu'il 
faudra  projeter  en  û^  et  y'  sur  A'D'.  D'ailleurs >  oes  deux  systèmes  de  points 
indiqueront  les  extrémités  des  arcs  tifibles  sur  Ins  denx  plans  de  projection. 

373.  Z#s  pointa  Umiiej^^  c  est^nlire  ceux  où  la  tangente  de  la  courbe  aéra 
horÎMOiale,  se  trouveront  nécessairement  situés  dans  le  plan  vertical  VO.  Fie  85. 
Ed  efet ,   il  résulte  évidemment  de  la  construction  générale  qui  a  donné 

les  points  P  et  Q ,  ou  M  et  N  ,  que  les  points  de  la  courbe  de  contact  sont 
deux  à  deux  sur  des  cordes  horizontales  (MN,  M'N'),  constamment  /mi* 
rallèUs  au  diamètre  conjugué  avec  OR  dans  l'ellipse  ABDE;  et  par  suite,  cha- 
cune de  ces  cordes  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  plan  verti- 
cal VOR.  Donc  ,  lorsqu'un  de  ces  poiuts  correspondants  se  trouvera  dans  le 
plan  VOR,  Tautre  y  sera,  pareillement;  et  la  corde  qui  les  réunissait  sera  de- 
venue tangente  à  la  courbe,  sans  avoir  cessé  d'être  horizontale. 

374.  Maintenant,  pour  construire  ces  points  dont  la  hauteur  sera  maxi- 
mum ou  minimum ,  il  suffira  évidemment  de  mener  par  le  point  (V,  V') , 
deux  tangentes  à  la  section  produite  dans  rellipsolde,  par  le  plan  vertical 
YOR.  Or  cette  section  est  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  O'C  et  Oa;  et 
si  nous  la  rabattons  sur  le  plan  vertical,  ainsi  que  le  point  (Y,  V)  qui  se 
transportera  en  V",  il  s'agira  de  mener  par  ce  dernier  deux  tangentes  à  une 
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ellipse  dont  les  demi-axes  deviendront  O'C^  et  OV,  problème  qui  peut  se 
résoudre  sanê  îrcuier  la  courbe.  En  effet,  après  avoir  construit  les  foyers  (f  et 
^  de  celte  ellipse,  je  décris  un  arc  de  cercle  avec  le  rayon  V"y,  et  un  second 
arc  de  cercle  du  point  ^  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  grand  axe  de 
l'ellipse;  alors,  ces  deux  circonférences  se  coupant  aux  points  Sel  7,  on  saitC'^) 
que  la  droite  Y'S  menée  par  le  milieu  de  Tare  tp? ,  est  la  tangente  demandée  , 
et  que  son  point  de  contact  t  est  fourni  par  sa  rencontre  avec  la  droite  t/^. 
Par  conséquent  il  n^  dura  plus  qu'à  ramener  le  point  (t\  e)  dans  le  plan  ver- 
tical YO,  au  moyen  d'un  arc  de  cercle  horizontal,  et  Ton  obtiendra  ainsi  le 
point  (X,  yf)  le  plus  bas  de  la  courbe  de  contact. 

De  même  ,  la  seconde  tangente  à  l'ellipse  précédente,  sera  la  droite  ¥"&> 
passant  par  le  milieu  de  l'arc  9/  ;  et  sa  rencontre  avec  ^,  déterminera  son 
point  de  contact  (n^rc)^  lequel  ramené  dans  le  plan  vertical  VO,  deviendra  le 
point  (fc,  fi')  le  plus  haut  de  la  courbe  en  question. 

375.  On  pourrait  encore  construire  ,  d'une  manière  analogue ,  les  deux 
points  de  cette  courbe  qui  seraient  placés  dans  le  plan  VO",  perpendiculaire 
au  plan  vertical;  car  la  section  produite  dans  l'ellipsoïde  par  ce  plan  sécant 
y^O',  serait  une  ellipse  dont  les  axes  sont  faciles  à  trouver  :  mais,  pour  ne 
pas  rendre  Tépure  difficile  à  lire,  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  s'exer- 
cer à  cette  construction,  qui  est  entièrement  semblable  à  la  précédente. 

376.  Nous  ferons  observer ,  en  terminant,  que  la  méthode  employée  ici 
pour  un  ellipsoïde,  est  également  applicable  à  un  hyperboloide ,  ou  même  à 
un  paraboloïde ,  avec  les  modifications  légères  qu'amènerait  tout  naturelle- 
ment la  nature  des  sections  planes  qui  seraient  faites  dans  ces  sui^faces. 


CHAPITRE  IL 

Des  plans  tangents  parallèles  à  une  droite  donnée. 

FiG.  80.      377.  Soient  S  une  surface  quelconque,  et  VO  la  droite  donnée  (ou  bien  une 
ligne  parallèle^à  la  droite  donnée,  et  menée  par  un  point  pris  arbitrairement 


n  ^oy^s  àam  les  Traités  d'analyse  appliquée  à  la  gëométrie^  la  méthode  graphique  deë 
anciens  pour  mener  les  tangentes  aux  sections  coniques. 
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dans  rintérieur  de  S)  :  si  par  la  ligpe  VO  nous  conduisons  divers  plans  sé- 
cants, ils  couperont  la  surface  S  suivant  des  courbes  ABD,  AB^D ,  AB''D,... 
qui  pourront  toujours  être  construites  par  les  méthodes  générales  du  livre  IV^ 
el  en  menant  à  ces  sections  des  tangentes  BU  ,  B'U' ,  B^^U^^  ^ . . . .  parallèles  à  YO , 
elles  formeront  un  cylindre  qui  sera  circonêcrit  à  S ,  c'est-à-dire  qui  touchera 
cette  surfiice  toui  le  long  de  la  courbe  BB^B"E.  En  effet ,  le  plan  tangent  de  S  re- 
latif au  point  quelconque  B'^ ,  renfermera  évidemment  laréte  B'U'^  du  cy- 
lindre, ainsi  que  la  tangente  B''^  à  la  courbe  BB'B^^..  qui  lui  sert  de  base;  donc 
ce  plan  sera  aussi  tangent  au  cylindre ,  et  dès  lors  cette  dernière  surface  aura 
un  véritable  contact  avec  S  au  point  B^ ,  comme  aussi  tout  le  long  de  la  ligne 
BB^B'^E. 

378.  Cela  posé ,  pour  mener  à  la  surface  S  un  plan  tangent  qui  soit  pa^ 
rallèle  à  une  droite  donnée  YO ,  il  suffira  de  chercher  la  courbe  de  contact 
BBC  de  cette  surface  avec  un  cylindre  circonscrit  parallèle  à  YO  ^  puis  de 
construire  le  plan  tangent  de  S  pour  un  quelconque  des  points  de  cette  ligne 
de  contact  \  car  ce  plan  touchera  nécessairement  le  cylindre  circonscrit ,  et 
par  suite  il  renfermera  une  de  ses  arêtes  qui  sont  toutes  parallèles  à  YO  ;  donc 
lui-même  sera  parallèle  à  cette  droite. 

Réciproquement ,  tout  plan  parallèle  à  YO  et  qui  touchera  la  surfece  S  eu 
un  certain  point  que  j'appelle  b ,  contiendra  nécessairement  une  droite  menée 
parallèlement  à  YO ,  par  ce  point  b  ;  donc  cette  dernière  droite  sera  une  arête 
du  cylindre  circonscrit ,  et  son  point  de  contact  b  devra  par  conséquent  se  trou- 
ver sur  la  courbe  BB'C ,  qui  devient  ainsi  le  lieu  exclusif  de  toutes  les  solutions 
du  problème  propose. 

Ce  problème  sera  donc  impossible  ,  quand  le  cylindre  circonscrit  parallè- 
lement à  la  droite  donnée ,  n'existera  pas  ;  ce  qui  arriverait,  entre  autres  exem- 
ples ,  dans  un  parabolo'ide ,  si  la  droite  proposée  était  parallèle  à  Vaœe  de  la 
surface;  caralors  les  sections  ABD,AB'D,...  seraient  des  paraboles ,  lesquelles 
n^admettent  pas  de  tangente  parallèle  à  leur  diamètre  principaL 

379.  Il  résulte  de  ces  principes  que  la  question  générale  qui  nous  occupe  . 
est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions,  ou  bien  elle  n'en  admet  aucune.  On 
doit  seulement  excepter  le  cas  où  S  est  une  surface  développa ble  ^  parce  qu'a- 
lors ,  d'après  la  remarque  faite  au  n®  349 ,  le  plan  mobile  qui  engendre 
une  telle  surface  et  qui  est  en  même  temps  son  plan  tangent .  se  trouvera 
complètement  déterminé  par  la  condition  nouvelle  d'être  parallèle  à  une 
droite  donnée.  C'est  ce  que  nous  avons  déjà  reconnu  pour  les  cylindres  et 
pour  les  cônes,  dans  le  chapitre  III  du  livre  IL 
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o80.  Le  problème  de  mener  k  uoe  surface  S  ood  (jiëveloppable  ,  un  plan 
tangent  parallèle  à  une  droite  donnée ,  redeviendrait  déterminé,  si  l'on  ajou-* 
tait  la  condition  que  ce  plan  dût  avoir  son  point  de  eontaot  wr  une  courba 
connue;  parce  qu'alors  ce  point  serait  fourni  par  la  rencontra  de  cette  courbe 
avec  la  ligna  de  contact  du  cylindre  circonscrit. 

Quant  à  la  construction  de  cette  dernière  ligne ,  qui  est  aqasi  fort  utîladans 
la  théorie  dsê  ombres ,  lu  seule  métjbode  générale  est  celle  que  ootis  avons  in-* 
diquée  n**  377  ;  mais  npus  donneront»  bientôt  des  pro<}édés  plus  oommodes 
pour  certains  genres  de  surfooes  qui  se  rencontrent  fréquemment»  après  que 
nous  aurons  fait  quelques  remarques  sur  ces  lignes  de  contact  dans  les  sur-* 
faces  du  second  degré. 

38 1 .  La  courbe  de  contacê  d'un  cylindre  circonscrit  à  une  surface  du  second 
degré,  est  toujours  planb^  et  situéedçknf  h  ptandi^tmétralqui  se  trouve  conjugué 
avec  le  diamètre  parallèle  au  cyUndr^f 
liG.  80.      En  effets  si  l'on  conçoit  p^r  le  centre  0  de  la  surface  du  second  degré  S  , 
une  droite  YO  parallèle  à  la  direction  du  cylindre  t  les  diverses  sections  ABD  , 
AB'D^  AB^'D ......  produites  par  des  plans  menés  suivant  VO,  seront  des  cour* 

bes  du  second  degré  qui  auront  toutes  un  diamètre  commun  AOP  ;  or  ^  en 
coupant  ces  courbes  par  le  plan  diamétral  BB/E  conjugué  avec  AD  (c'est^-à- 
dire  le  plan  qui  diviserait  en  deux  parties  égales  ,  chacune  des  cordes  paral- 
lèles à  AD)^  les  intersections  seront  des  droites  OB^  OB'  >  OB'', qui  se 

trouveront  nécessairement  diamètres  conjugués  avec  OA ,  dans  chacune  des 
courbes  correspondantes.  Donc,  les  tangentes  BU ,  B'U' ,  B"U'^ , .  • .  que  l'on  mè- 
nera à  ces  sections  par  les  divers  points  B ,  B\  B",....  seront  parallèles  a  OA  ^ 
et  formeront  ainsi  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  S,  dont  la  ligne  de 
contact  BB'B''  sera  placée  tout  entière  dans  le  plan  diamétral  BB'E  conjugué 
arec  OA  (*). 

Au  reste,  ce  résultat  importapt  peut  être  regardé  comme  une  conséquence 
du  théorème  démontré  n*"  353  «  pour  la  ligne  de  contact  d'un  cône  VNM'N 
circonscrit  à  S  ;  car ,  si  le  sommet  Y  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  droite  OAY  ,  il 


1 1  » 


(*)  Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  proposée  csl  une  sphère,  la  courbe  de  contact  du 
cjliodro  circonscrit  devient  un  grand  cerck ,  perpsndicukire  à  la  direction  TO  des  arète«  du 
ojplindre;  réavltat  qui  se  prouve  dîreeliemeat^  en  fsiaanl  tourner  autour  de  VO,  ua  grand 
cercle  et  sa  tangente  parolléle  à  cette  droite* 
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esl  facile  de  voir  que  les  divers  pointa  de  contact  M,  M%  M'\^.«..  se  Iranspor- 
ieront  en  B,  B\  1i'\.... 

382.  Pour  ëleadre  le  théorètne  précédent  aui  deux  paraboloides  qui  sont  Fie.  8iî. 
dépoorTus  de  centre,  imaginez  par  laie  principal  OX  de  la  surface,  un 

plan  EOF  parallèle  à  la  direction  assignée  pour  les  génératrices  du  cylindre  , 
et  oneneE  dam  cette  direction  une  tangente  YBU  à  la  parabole  EOF  ;  alors,  le 
plan  diamétral  qui  coupera  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  paraU 
ièlesà  YBU,  passera  évidemment  par  le  point  de  contact  B  de  cette  tangente, 
et  produira  dans  la  surface ,  une  section  parabolique  BB'B''G.  Cela  posé  , 
toutes  les  droites  B'U',  B^'U'V**-  menées  par  les  divers  points  de  cette  der-^ 
nière  parabole,  parallèlement  a  VBU,  se  trouveront  nécessairement  tan- 
geotea  à  ta  surface^  sans  quoi  leurs  parties  intérieures,  ou  cordei,  ne  seraient 
plus  coopées  en  leurs  tnilieUx  par  le  plan  BB'G  qni  est  supposé  diamétral  et 
conjugué  avec  VBU«  Par  conséquent  ,  tontes  les  droites  BU,  B'U\  B''U''.... 
formeront  bien  le  cylindre  circonscrit  que  Ton  demandait,  et  l'on  voit  que  sa 
ligne  de  contact  BB'B^^C  avec  la  surface ,  séfa  plane  et  toujours  parabolique* 
Un  raisonnement  semblable,  fondé  sur  la  définition  même  du  plan  diamé- 
tral, aorait  pu  être  employé  dans  le  n^  381. 

PROBLÊME  1 .  Trouver  la  courbe  de  contact  d'une  'surface  de  révolution, 
avec  un  cylindre  circonscrit  et  parallèle  à  une  droite  donnée. 

383.  Soient  (O,  XZ")  l'axe  de  la  surface  de  révolution ,  et  (E'CE"'D',  CD)  Fig.  86. 
le  méridien  principal,  dont  la  forme  particulière  n'aura  point  d'influence  sur 

le  succès  de  la  méthode.  Soit  d'ailleurs  (ÂB  ,  A'B^)  la  droite  à  laquelle  doit 
être  parallèle  le  cylindre  circonscrit  :  la  courbe  de  contact  œniy'  (*)  de  ce 
cylindre  avec  la  surface  proposée^  peut  se  construire  en  cherchant  successi- 
vement les  points  qui  sont  situés  sur  chaque  parallèle,  ou  bien  ceux  qui  se 
trouvent  sur  chaque  meVidien  ;  d'où  résultent  les  deux  procédés  suivants. 

384.  Méthode  du  parallèle.  ^i\i\^1l\^wX^  un  parallèle  choisi  arbitraire-* 
rement  sur  la  surface  de  révolution  S;  en  substituant  à  celle-ci  le  cône  droit 
engendré  par  la  révolution  de  la  tangente  E'Z'  du  méridien,  il  est  clair  que  ce 
cône  touchera  la  surface  tout  le  long  du  parallèle  ET",  et  qu'ainsi  tout  plan 


t^)  Comme  le  problème  ncliiel  a  beaucoup  d*analogie  avec  celui  du  n*  856,  nous  emploie- 
rons ici  àe  petites  lettres .  sifin  qu'on  aperçoive  les  parties  analogues ,  sans  cependant  confon- 
dre tes  deux  courbes  qui  se  trouveront  reproduites  à  la  fois  dans  Fépure  89. 
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tangent  mené  à  ce  cône,  parallèlement  à  (ÂB,  A.'B')^  touchera  S  dans  le 
point  où  Tarête  de  contact  rencontrera  le  parallèle  ET';  donc  ce  point  ap- 
partiendra à  la  courbe  demandée,  dont  la  propriété  caractéristique  {n9  378) 
consiste  en  ce  que,  pour  chacun  de  ses  points^  le  plan  tangent  de  la  surface^  se 
trouve  parallèle  à  (  AB,  A'B*). 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  conduire  un  plan  tangent  au  cône  Z'ET\ 
parallèlement  à  une  droite  donnée  ;  mais  pour  ne  pas  être  obligés  de  recou- 
rir au  sommet  Z'  de  ce  cône,  qui  pourrait  se  trouver  à  une  distance  incom- 
mode, et  afin  de  n  avoir  à  mener  des  tangentes  que  d*un  même  point  fixe, 
nous  modifierons  le  procédé  général  du  n^  IM,  de  la  manière  suivante. 

Imaginons  que  le  cône  droit  Z'ET'  a  été  transporté  parallèlement  à  lui- 
même,  avec  le  plan  tangent  demandé,  jusqu'à  ce  que  son  sommet  soit  venu  se 
placer  en  un  certain  point  0'  de  Taxe  vertical  (0,  PZ');  dans  ce  mouvement, 
on  sent  bien  que  l'arête  de  contact  aura  conservé  la  même  projection  Aor»zon- 
tale^  et  la  trace  horizontale  du  cône  ainsi  transporte',  s'obtiendra  en  tirant  la 
droite  OV  parallèle  à  Z'E',  et  en  décrivant  avec  un  rayon  Oe  =  IV,  le  cercle 
epf.  Alors,  pour  mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  parallèle  à  (AB,  A'B'),je 
tire  dans  cette  direction ,  la  droite  (OV,  Oa)  qui  vient  percer  le  plan  hori- 
zontal au  point  (a,  a')  duquel  devraient  partir  les  tangentes  au  cercle  éfp/*;  mais 
comme  je  n'ai  besoin  que  des  points  de  contact,  je  décris  sur  Oa  comme  dia- 
mètre, une  circonférence  qui  par  sa  rencontre  avec  le  cercle  epf^  déterminera 
ces  points  p  et  </  ;  et  les  rayons  Op,  0^,  seront  les  projections  horizontales  des 
génératrices  de  contact  des  plans  tangents  que  Ton  cherchait.  Maintenant,  ces 
génératrices  vont  rencontrer  le  parallèle  (EmF ,  ET')  base  du  cône  primitif, 
aux  points  (m,  m')  et  (n,  n');  par  conséquent  ce  sont  là  deux  points  de  la 
courbe  de  contact  de  la  surface  de  révolution  avec  le  cylindre  circonscrit. 

585.  Les  points  de  cette  courbe  situés  sur  un  autre  parallèle,  se  construi- 
ront d'une  manière  semblable,  en  transportant  toitf ours  au  point  0' le  sommet 
du  cône  droit  circonscrit  le  long  de  ce  parallèle;  et  par-là,  la  circonférence dé^ 
crite  sur  le  diamètre  Oa,  servira  pour  toutes  ces  opérations. 

Mais  il  sera  fort  avantageux  de  chercher  immédiatement  les  points  situés 
.  sur  le  parallèle  E'^'F'"  égal  à  E'F,  surtout  si  le  méridien  se  trouve,  comme  dans 
cet  exemple,  symétrique  au-dessus  et  au-dessous  du  plan  horizontal  CD';  car 
alors  il  n'y  aura  aucunes  nouvelles  constructions  graphiques  à  exécuter.  En 
eflFet,  si  l'on  conçoitSecône  Z'"E"'F'"  circonscrit  le  long  du  parallèle  E'^'F",ile8t 
évident  que  ses  génératrices  seront  respectivement  parallèles  à  celles  du  cône 
Z'E'F';  de  sorte  que,  quand  nous  le  transporterons  au  point  0',  suivant  l«à 
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règle  fMrëcédente,  il  ooincidera  entièrement  a^ec  le  cône  OV/*';  et  toutes  les 
opérations  uUeVieures  redevenant  les  mêmes  que  ci-dessus,  nous  en  conclurons 
que  les  arêtes  de  contact  ayec  les  plans  tangents  cherche's,  se  trouvent  encore 
projetées  horizontalement  sur  les  rayons  Op^  Oç^  qui  par  leur  rencontre  avec  le 
cercle  EtnF,  fourniront  aussi  les  points  demandés.  Toutefois,  il  faudra  ici  pro* 
longer  ces  rayons  au-delà  de  O,  pour  obtenir  la  yéritable  position  des  points  m'' 
et  n\  que  l'on  projettera  en  m"'  et  «"'  sur  le  parallèle  E'"F'";  et  la  raison  de  celte 
différence  tient  à  ce  que  ce  parallèle  était  situé  sur  la  nappe  supérieure  du  cône 
Z'^WP"^  tandis  que  le  cercle  epf  auquel  nous  menons  les  tangentes  op,  aq^  se 
trouve  sur  la  nappe  inférieure  de  ce  cône  transporté  dans  la  position  Qléf\    Fie.  86. 

386.  Méthode  du  méridien.  Si  Ton  veut  obtenir  les  points  de  la  courbe  en 
question,  qui  seraient  situés  sur  un  méridien  donné  aOS^  on  imaginera  par 
tous  les  points  de  cette  méridienne,  des  droites  perpendiculaires  à  son  plan« 
lesquellesformerontun  cylindre horizontalévidemmentem*o/t«CT»Y  à  la  surface 
de  rérolution,  tout  le  long  de  cette  méridienne.  Alors,  si  l'on  mène  à  ce  cylin« 
dre  auxiliaire  un  plan  tang^it  parallèle  à  (AB,  A'B^) ,  ce  plan  touchera  la  sur- 
fiice  S  dans  le  point  où  il  rencontrera  la  méridienne  aS^  base  du  cylindre;  et 
par  conséquent  ce  point  appartiendra  à  la  courbe  cherchée,  qui  est  (n""  378) 
lelieude  tous  ieêpamie  de  caniaci  des  plans  tangents  de  S  menés  parallèlement 
àhtdraite(Mi,A'W). 

Pour  construire  ce  plan  tangent  au  cylindre  auiiliaii:e  qui  est  horizontal,  je 
tire  (n<>  117)  la  droite  (Oa  ,  Oa  )  parallèle  à  (  AB  ,  AB'),  et  du  pied  (a,  a') 
j'abaisse  une  perjpendiculaire  ap  sur  le  plan  vertical  (xO&; alors,  enjoignant  le 
point  p  avec  (0,00,  j'aurais  la  direction  suivant  laquelle  il  faudrait  mener 
une  tangente  à  la  méridienne  aS,  base  du  cylindre  proposé.  Mais,  pour  pou- 
voir eflRectuer  cette  opération,  je  rabats  sur  le  plan  vertical  cette  méridienne 
et  la  droite  qui  réunirait  les  points/)  et  (0,0")  :  par  là,  le  point/}  se  transporte 
en  (e,  e'}.  et  la  droite  en  question  devient  (0«,  O'eO;  je  mène  donc  parallèle- 
ment à  cette  dernière,  une  tangenteZ^E'  au  méridien  principal,  et  le  point  de 
contact  (E^,  Ë)  étant  ramené  dans  le  méridien  primitif  Oa  par  un  arc  de  cercle, 
fournira  le  point  demandé  (m,  m'). 

Comme  on  peut  mener  au  méridien  principal,  une  seconde  tangente  paral- 
lèle à  OV,  il  existe  un  second  point  de  contact  (F'''',P)  qui,  ramené  dans  le 
méridien  aO?,  fournira  un  nouveau  point  {în'\  m'*^)  appartenant  aussi  à  la 
ooorbe  cherchée. 

387.  Nous  retrouvons  ici  deux  points  que  nous  avons  déjà  construits  par 
1  antre  méthode,  attendu  que  te  méridien  (xO?  a  été  choisi  de  manière  à  pas- 
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sei*  par  ces  naérneâ^poiato^  et  paHàr  ooua  a^om  Toulu^manifester  oètte  ctroQnd-» 
staooereinaQquafhle^.que.si  l4«  deux  ji9iéfchodë».Miit/fimdQearf»iM<dâ9  wiMdl^^ 
ti<MMUiè^difféi>9iiite3i^lle^etQ ploient  du  mQin9i4eêméniB0,apératiofu^yf)aphi^^ 
exéeiMtéf^fkmsunardrepréoisàmênttmm'ie.  Mais^.oiAreiles  poîa.Ui«itoéii9Uf!UD 
parallèle  OQ  sur  ua  méridien  quele0nque4.ii  en  eaV^plusÎMira  qui  ia'obtianneat 
par  des  prooédéà  dîreets^Hetrnoud  reaoïtamaadonaAu.fecteur  de)OWiimencer  le 
tracé  de  l'épurelpair  la  recherche  de  ces  pointa  riïmarquditea. 
PiG.  86.    .  5SSlPait^mr. lesr€<mUH^r4f  apparente. Vourli^.pfH^ 

tîon  qui  ae  trouyenoUt  9ur  féquateur  (GD\  CID)^  lea  plans. fcaogenti  delà 
surface  aeront  yerticaux  ;  ainsi  les  traces  horizontalea  de  ces  plans  seront  4m 
droitesparallèles  à  ABet  tangentes  au  cercle  QD*  Donc»  en  tirani  le  diamètre 
A/ perpendiculaire  st  ABi|  les  extrémités  Aet  2  que  l'^on  prcqettera  sur  CD'  en  V 
et  /"^fourniront  tes  points  demandés*  D'ailleurs  l'arc  de  courbe  qui  sera  otnfr/« 
Hêrleplan  harizonkU^  se  terminera  précisément  à.  ces  deux  points*  puisqu'ils 
appartiennent  au  contour  apparent  delà  surface  par  rapport  à  ce  plan  de  pro- 
jection; et  cet  are  yisible  Imnkse  distinguera  du  reste  de  la  courbe^  en  exa- 
minant si  un.deses.points.(fn^fit')se  trouve  oià^higusde  i'équateur  CD\ 

Quant  aux  points  de  la  courbe  qui. seront  placés  sur  le  ceotour  apparent  de 
la  surface  relativement  an  plan  vertical,  c'est-à-dire  sur  le  méridien  principal, 
on  observera  que  les  plans  tangents  correspondants  se  trouveront  perpendicu- 
laires au  pla^  vertical;  donc  leurs  traces  seront  des  droites  parallèls^  à  A'B'  et 
tangentes  à  la  méridienne  E'G'B'".  Ainai^  en  menant  ces  tangrâtes,èt  détermir 
oant  leurs  points  de  contacta'  ety^^queTon  projettera  sur  CD  eno^ety,  onob- 
tiendra  *  les  '  points  chercbés,  lesquels  formeront  aussi  les  extrémités  de  l'arc  de 
couvhe/i^siblemrleplan  vtirh'cal;  cetarc  sera  ici /dW^',  parccquefun  de  ses 
points  (^,mO  se  trouve  place  en  avant  du  plan  v«i(tioal  CD  •qui  contient  le  mér 
cidien  principal. 

389.  Les  pointé  Umites^  c'esl-à-direceuxou/atofij^f6delacourbe«9f^Aor»^ 
zontedé^  se  trouveront  nécessairement  situés  dans  le  méridien  Oa  parallèle  à  la 
droite  donnée  (  A  B,  A'B'),  Eo  effet,  'A  resulteevidemmeat.de  la  .construction 
générale  qui  a  fourni  les  deux  points  (m,  m'). et  {»,  n)  relatif^  à  un  mAme 
parallèle,  que  ce[  plan, vertical  Oa  diviseen:d^X;partJeaégaleS|tautea  les  oor*-» 
des  qui  luisent  perp^idicubires,  telles  que  (9m,  mV);  d00C,|or8qu*tinde 
ces  points  se  trouvera  dans  le  p)an  iDéricUen  Qa^  l'autre; peint  con^pondant 
devra  s'y  trouver  pareillement,  et  la  droite  indéfinie  qui  le^jréiiniasait;^  sem 
devenue  tangente  à  la  courbe,  sans  avoir  cessé  4'^tr^  horliontale« 

Maintenant,  pour  construire  ces^points  placés  sur  le^ méridien   Oa,  j!ob- 
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isérwe  ^psie  rarâte  dn'oyijqdre  ^eùnsonti  qttt'paséerait  par  ronj  treQxi;>.8e 
titniverait  -nédésMireiiièilt  tangetitetà^  puiaqu'eHe 'séhiil 

daas  Mil  plan;  par  oon«ét)ueiit  ii^suffiradQ  amener  des  taogeDtès  à  cette  to^ 
ridienne,  parallélemedtà' la  droite  (AB,  AfW).  A  cet  eff^t,  je  rabats  sàr  le 
pbm  yertical,  le  mëridîeti Oa  et  iasdroite  (On,  OV)  déjà  parallèle  à  (AB,, 
A'B^);  cette  dMîte  rd$attae  devîeoi  >0^a^ ,  et  en  iiraat  dans  celte  dîreccioà 
UDe  tangente  au  méridien  principal ,  le  point  de  contact  ûf  se  projette  en  '  u  x 
pim',  lomqu'ÔQ.TaïAèfierÀcè'poiii&dabs' le.'mëridied  primitif  Oa.^  il  preàdra 
la  position  (r*,  r^)  qu»  est  le  point  &  ^r/n^  £»a«<de  la  courbe  «  Le  point  le  plus 
hknt'{i,if)  s'obtiendra  d'une  manière «èbibiable ,  en  nwoaat  au  méridien 
pHneifAi  une  seconde  tangente-  patallèliià  Oa';  mais  dans  Persemfi/lte^aetuel  . 
où  lenàëri^^n  est  une:  %llipse^  ôa  sait  qtiele^ deux  poiiits de  oontaet  Ueiecfi 
tangemes^parallèlesi^  •  sèrainht isop  un  mdiiie  diamètre  dont-le  milieu^  <y'resf«ra 
imnobHe  quàtad  on  ie#a  tourtierie  méridien  autour  de  Taxe  Terticid }  parcoo^ 
téquoit  ieè  deux'  pointa  (ryi^)  ét{i^  ^)  derront  encore  se  trauyer  aui"  un 
diamètre  de  la  surface,  et  ce  dernier  pourra  se  déduire  ée  Tautrei^      ' 

309. 'Cette  relation,  et  la  de'pendance  analogue  qui  existe  manifestement 
icientrelea  peînts  (m^^mO^tH^^'  t  m'''),  (n,  n  )  et(W^',  W)i...^  est^ulesùite 
nëeessaîre  du  ^théorème  dénionlFéau^n*  S%i  ,  d'apvèk  lequel^  on  a  i)«u  qucy 
quand  la  surface  est  du  second  degré  ,  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre 
eîneoBsorifc  eattoiil  entîèro'dens  Je<filaB  diamétral  conju^qé  a^ec  le  diamèlre 
(0c<vOV^  dV>àiâfpésùltB  éiddemmfeDi  que  lecentre  (O^O^^de  la  susiacieidu 
séèond  degré^  dkntièMimmhaHimdela'oourAe  deeontact.  On  peut  encore 
ohqeirver  que  les  deux  iaxes  deiaètbe  coiarbed^ns  l'espaee^.  sent  lea  diamètres 
{U'fMt)  et(fty«r]^)*Y  ptiisqtieUs  tatogentes  menëes^aux  eiferémslés idè lehaçua 
d'cteh»  aont^perpefidîcalâfM^  (n*  S89)«  Puis  ,  coiiipM.uii  dé  oesr  delix  ajLes 
est  Aorizonto/,  ils  continueront  d'être  les  diamètres  principlàm»  delà  onurbe  en 
projection  horizontale  ;  mais  il  n'en  sera  pas  de  même  sur  le  plan  vertical , 
où'  iia^dfttînuietft  BimçkméaX'diamihfeê^  o9iyMguit  obliques. . 

391.  Tnmème  mMtode,  pat  une  en^iebpp^  gpbèri^e.  D'après  les  remar-  Fie .  86. 
quea  faites  au  n^  365 ,  nous  pouvons  obtenir  les  points  de  la  courbe  préoé- 
deitfe'*,  quis^Mit  situés  sun  un.  papattèk  danné  E'F^ ,  en^aubstitaani  à  la  &tit£ace 
de  riYoliltioa  S  «  une  sphère  qui  liû  soit'oircohscrite  le  long  de  ce  parallèle^  et 
dont  je.  Fsyon.sera  la  normale  Ffu  au  poÎAt  F  âm  méridieniprincîpaK'En  «ffet  « 
imaginons  un  cylindre  aumiiatre  circonscrit  à  cette  sphèi»  ,  et  panallèie  à 
(AB,  A'B');  la  courbe  de  contact  sera  ici  un  grand  cercle  perpendiculaire  à 
eetiè  draite  (n*  S91 ,  noie) ,  et  cdmW  dans  les  points  où  ce  grand  cercle  ren- 
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contrera  le  parallèle  ET ,  les  plans  tangents  de  la  sphère  Mront  communs  à  la 
surfece  S ,  il  s'ensuit  que  ces  points  appartiendront  à  la  courbe  demandée  , 
dont  le  caractère  consiste  en  ce  que  chaque  plan  tangent  de  S  se  trouve  pa-: 
rallèle  à  (AB,  A'B^.  Or,  si  nous  faisons  tourner  autour  de  la  yerticaleO  ,  la 
sphère  et  le  cylindre  circonscrit ,  ainsi  que  la  droite  (Oa,  OV)  qui  indique 
la  direction  des  arêtes  de  ce  cylindre ,  jusqu'à  ce  que  cette  dernière  droite  soift 
venue  dans  la  position  Q'a*^  parallèle  au  plan  yerlical^  alors  le  grand  cercle  de 
contact  sur  la  sphère,  se  trouvera  projeté  suivant  le  diamètre  foi  perpeùdiéu- 
laire  à  0  V;  et  dans  cette  situation,  ce  grand  cercle  coupera  le  paraître  ET' 
en  deux  points  placés  aux  exti*émités  de  la  corde  horiiXNitale  projetée  en-s . 
Mais  cette  corde  ne  changera  pas  de  distance  par  rapport  a  Vaxe  v^tical  O, 
quand  nous  ramènerons  le  système  dans  l'état  primitif  ;  par  conséquent,  si  Ton 
rapporte  par  un  arc  de  cercle,  le  pointe^  en  e  Mir  le  méridien  Oa,  et  que  Ton 
tire  la  corde  men  perpendiculaire  à  Oa,  les  points  m  et  n  oii  cette  corde  ren*- 
coutrera  le  parallèle  EmF  «  seront  les  points  demandés  qu'il  faudra  ensuite 
projeter  sur  ET,  en  m'  et  n\ 

PROBLÈME  2.  Mènera  ufie  surface  de  répoluiUm,  unplan  UmgenipotaUUB 
à  une  droite  dohnée ,  et  dont  le  point  de  contact  êe  trouée  sur.  un  parallèle 
connu. 

592*11  ne  sera  pas  nécessaire  ici,  comme  nous  l'avions  indiqué  générale* 
ment  au  n®  580,  de  construire  la  courbe  de  contact  de  la  surface  de^révolution 
avec  un  cylindre  circonscrit,  dont  les  arêtes  seraient  paraUèies  à  la  droite 
donnée;  mais  il  suffira  d'appliquer  immédiatement  au  parallèle  assigné  par 
la  question ,  la  méthode  du  n""  584  ou  celle  du  n**  59*1  ^  ce  qui  fera  connaître 
le  point  de  contact  du  plan  demandé;  après  quoi,  la  construction  de  ce  flan 
deviendra  bien  facile. 

PROBLÈME  5.Jl0nerdune  surface  de  répoluUon^  uHplàn  iangimipisrallèle 
à  une  droite  donnée  ,  ei  dont  le  point  de  contact  se  trouve  sur  un  méridien 
connu» 

393«  On  i^ésoudra  encore  direetenaent  ce  problème  en  appliquant  au  tiié«- 
ridien  donné  par  la  question,  la  méthode  exposée  01*"  386;  car  Me  fera  con« 
naître  immédiatement  le  point  de  contact  du  plan  tangent  cherché,  ce  qui 
suffira  pour  construi|«  ce  plan. 

PROBLÈME  4.  Construire  la  courbe  de,  contact  dune  surfkoe  atwAoaQiiB 
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du  teeond  degré,  fwee  un  cylindre  ciro&mcrit  paredl^ement  à  une  droite 
donnée* 

394.  En  disposant  les  données  delà  question  comme  dans  l'épure  85  rela- 
tive att  problème  du  n^  369  ,  on  substituera  d'abord  à  lellipsoïde  un  cône 
droonacrit  le  long  d'une  section  horizontale  G'H'';  puis^  on  mènera  à  ce  cône 
VGH'  un  plan  tangent  parallèle  à  la  droite  donnée,  au  lieu  de  le  faire  passer 
par  le  point  (Y,  V).  On  sait  qu'à  cet  effet,  il  faudra  tirer  par  le  sommet  une 
parallète  à  la  droite  assignée  par  la  question^  puis  chercher  le  point  de  ren- 
contre de  cette  parallèle  avec  le  plan  A^D"'  que  l'on  adoptera  encore  pour 
base  du  cône;  et  ce  sera  par  ce  point  qu'il  faudra  mener  des  tangentes  à  Tel- 
lipse  ABDE.  Acela  près  de  cette  modification,  les  opérations  graphiques  seront 
les  mêmes  que  dans  le  problème  déjà  cité;  c'est  pourquoi  nous  laisserons  au 
lecteur  le  soin  d'exécuter  les  constructions,  qui  d'ailleurs  seront  applicables, 
d'une  manière  analogue,  à  toute  autre  surface  du  second  degré. 


CHA.PITRE  III  • 

D&f  planf  tangents  menés  par  une  droite  donnée. 

395.  Pour  résoudre  généralement  ce  problème  par  rapport  à  une  surface 
quelconque  S,  qu'il  faut  supposer  non  déeeleppabie^  puisque  autrement  la  ques- 
tion serait  impossible  (n?  349),  imaginons  un  cône  circoascrit  à  S  et  dont  le  Fig.  85. 
sommet  V  soît  placé  arbitrairement  sur  la  droite  donnée  AB;  puis  déterminons, 
par  quelqu'une  des  méthodes  exposées  précédemment,  la  courbe  de  contact 
JXÏde  ce  cône  avec  la  surface  S.  Cette  courbe  étant  (n*  348)  le  lieu  des  points 
d»  contact  de  tous  les  plans  tangents  de  S  qui  vont  passer  par  te  point  V,  elle 
coBlieiMlra  néce&sairement  le  point  de  contact  \  du  plan  tangent  mené  par 
AVB;  et  sî  l'on  conatruit  de  même  la  courbe  de  contact  \'Xï'  d'un  second  cône 
cirooiiacrità  S^  et  ayant  aussi  son  sommet  Y"  sur  AB,  cette  courtie  devra  encore 
passer  par  le  point  cherché  X,  qui  sera  conséquemment  fourni  par  l'intersec- 
tion des  deux  lignes  XXY  et  X^Y". 

Bédproquement,  tout  point  X  ou  jbiqui  sera  commun  à  ces  deux  courbes, 
satisfera  9ux  conditions  du  problème;  car,  dès  lors  que  le  point  ft  se  trouve  sur 
XY ,  le  plan  tangent^  de  S  ^  f^,  passera  par  le  point  V;  puis,  à  cause  que 
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ce  point  fjL  se  trouTe  sur  X'Y^  ce  même  plan  tangent  paaaera  par  \';  d'cfà  l'on 
doit  conclure  qu'il  renfermera  la  droite  donnée  AB. 

596.  On  peut  au^M  combiner  la  c6iil*be  'XXY  atee  la^  ligne  de  contant  xky 
d'un  cylindre  drconscrit  à  S|  pàrlBillèiement  à  la  droite  AB.  En  efletv  celle 
dernière  ligné  est  ielieu  des  points  de  contact  de  tous  le»  plans  tangents  de  S 
qui  sont  parallèles  à  AB{n*-578);  et  comme  le  plan  dierehë  satisAnt  à  cette 
condition,  son  point  de  contact  X  déyn  se  trouver  encore  sur  la  <^urbe  éXy. 
Réciproquement ,  pour  tout  point  commun  aux  courbes  (tky  et  XXY,  le  pian 
tangent  de  S  satisfera  aux  deux  conditions  suiyantes  :  1^  d'être  paraMèleà 
AB^  2^  de  passer  par  le  point  Y;  donc  ce  plan  relifermera  bien  la  droite  AYB. 

397.  Il  résulte  de  là' que,  quand  les  courbes  iry,  XY,XT'^....  ne  seneifeot]^ 
trerontpas,  le  problème  de  mener  un  plan  tangent  à  Isr  euirftice5]Nir*la  drdile 
donnée  AB,  deviendra  impossible;  et  Ton  sent  bien' d/»nSoW que  eete  doit 
arriver  pour  certaines  positions  de  cette  droite. 

398.  Rbmabques.  Lorsque  la  surface  proposée  S  est  du  second  degré,  on 
sait  {n9  353)  que  toutes  les  courbes  de  contact  XY,  XT',  X^Y",....  des  cdnes 
circonscrits  dont  les  sommets  se  trouvent  sur  AB,  sont  planes;  par  conséquent 
les  plans  de  ces  courbes  ont  alors  pour  intersection  commune ,  la  corde  X/a 
qui  réunit  les  points  de  contact  des  deux  plans  tangents  menés  par  AB  à  la 
surfaces.  Il  est  d'ailleurs  feicile  de  voir  que  cette  corde  est  conjuguée  avec  le 
plan  diamétral  qui  passerait  par  KV. 

399.'En  outre,  quandla  droite  ABse  trouvera  sitUSe  âàm  un  phn'pf^hiè^t 
de  la  surfaces,  que\ious appellerons^ AorÂzonfa/ pour  simjSnfiérlelatigageflës' 
plans  des  courbes  XY,  X'Y',  X'T%....^qui  sbnt(n^  3^5^)' i-éspectlvéïtiéh*  pa- 
rallèles aux  pfans  dtamétraux  cohjugtiés  avec  les  droites  yO^VW,*^©*",' ^e^' 
ronttous  verticaux^  et  par  suite  les  courbes XY,XTr',...«e  prôjettei^nt'suiVah^ 
des  droites  qui  passeront  toutes  par  le  point  où  se  projettera  la'corde  Xft;  puis, 
comme  d'ailleurs  les  cônes  circonscrits  à  la  surfece  S  se  pi^jéttéhlmt  eilx^ 
mêmes  suivant  des  couples  de  tangentes  à  Ta  séijtibn  piMncipalè,  on  pèut  en 
conclure  ce  îhéorème  remarquable  de  géotoétrïe  plaW  :  H  Tan  fëd^niàutt&ir 
êùr  une  droite kB  lesommetY  d'un  angle  mrUbhXyii  dOf^hêlpStéidémèUrent 
tangents  à  une  courbe  du  second  degré,  les  cordés  qui  joindront  ééùr'â'dèusc 
lespointsde  contact  de  cesiangehiês  correspondantes'^  s&rèncbiitreHtitttoîaeé  en 
un  point  ûnf^fàè^  iepiet  sera  situ4  sur 'le  tncmètre  odkfu^ûé 'iivéc  là  tfhft'ft'ikfi. 
Cette   dernière  cirfeonsiancé  résulte  dé  ce  -^ùë  fa  coî^  ^  ^ètrtiuvëit 
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dâDft  le  pkiQ •  drfyf  qui  eai  iiM-ttéma  (a"  381}  le  plaa, diamétral  coi^ugue 
avec  AB«  :  '  * 

400.  Ea.  rexeoanit  «u  fMroUàme- i^éaéral  qui-fieiît  l'objet  de  ce  chapitre  «^ 
oa  vwtque  laMlutiaA.<exf^ra;Qrdioatpem6Dtle  tracé  de»  courbes  de  contact 
de  deiuti£)|^aeSvOU  biea  d'uni. eène  et  d'un  cylindre^  circoDscrits  à  la  surface 
proposéaS;  maiflv  ^^^n^  pluaiem»  cas,  cette  marche  pourra  être  simplifiée 
par  des  conside'rations  particulières  que  nous  allons  exposer  sur  diters 
exemples* - 

PROBLÈME  1.  Par  une  droiie  ^nnéeY.m$mr  un  plan  tanjgenê  à  une 
sphère. 

401.  Faisons  passer  nos  de^x  plans  de  projection  par  le  centpede  la  sphère  Fig.  87 
donnée;  alors  lef^secMops  produites  par  .oea  plans;,,  et  ^ui  ^formeraient  les 
contours  apparents.de  la  swfAce,  se,  trouFi^iionti  rabaltii(e&  suimot  ua  oercU 
unique  EETT  décrit  du  point  O  avec  le  rayon  même  de.la.â|)bèFe».  Soit  d'ail- 
leurs (AB,  ÂJB')  la  droite  donnée  ;  en  imaginant  un  cône  circonscrit  à  la 
sphère,  et  dont  le  sqnoim^l,  sqitien  un  ppinjt  ^uelaan<|u$  de  cette  droite^  il  sul^ 

fira  éTidemnaent.de  mener  à  ce  cône  unpian  tapgent  qui  pasae  pal*  (AB^  A  BO, 
pour  obtenir  la  solution  dupnoblème  proposé;  car  ce.plan^  reaformant  une 
génératrice  du  cône  circonscrit  et  une  tangent^  à  sa, haSiQ,.qui.sontjdeu^  droites 
ta  ngentes  à  la  sphère,  sei:a  lui-ao^D^^  taggjenb  à  cette  dernière  isiirface* 

Choisissons  pour,  sommet  /i^  , <^e  cône  cirqposwit;  k!  point. (A^  AO  où  la 
droite  donnée  Tient. perc^r.le  pl^n  horizontal;  alors^  .en  menant  les  tangaotea 
AE  et  AJl  au  gran^  'Cf<![c)e  h|9riwn|al.  (|q  if  sphère/  cette  surfaee*  sera  •  louohée 
parle  côoeEAF  ;fui]pant^^  la  ligne  AQ(nf353) 

neie)  ;  par  coqa^quent  Cj^.petit  cercle  sera  veriiqal^êi  tpr^^é  aur  son  diamètve 
EF;  puis,  comme  le  plan  yerticalEF  ya  rencpntrer  la  droite  donnée  au  peint 
(  R ,  R'),  c'est  de  ce  point  qu'il  tàu^  (n"* .  1 33)  mefïer  des  tangentes  à  la  base  du 
cône.  A  cet  effet,  je  rabats  le  cercle  yert^cal.  EF  sur  le  plan.horicoatal ,  en  le 
feisani  tourner  autour  de  son  diamètre  £F,  et  ce  cercle  deyient  ETF;  mais 
par  suite  de  ce  mouyement.,  le  point  (R,  R')  dont  la  plus  courte  disfance^ài  la 
charnière  EF  était  la  yerticale  (R,  R  Gj,  sie  transportera  perpendiculairemeol 
à  cette  charnière  9  àunediatance  RR"«»R'G;  done  les  tangentes  R'S  et  R'T 
feroni  conuMtre,  en  rabattement ,  J€|s  ppitits  de  contact  SetT  des  plans  taq-> 
gents  demandés  ayec  la  base  idu  cône,  et  aussi  ayec  la-sphère*  A  présent,  pour 
ramener  ces  points  dans  leur  liéritable  positiont  je  relève  le  sy^me  autour 
delà  charnière  £F«.çt  enab2^9a^t,sur.ce^e^itgn^  les  perpendiculaires  SA  et 
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Tfi,  j'obtiens  les  projections  horizontales  lei  (i  des  points  de  contact  cher- 
chés. Quant  aux  projections  Tcrticales,  j'observe  que  les  points  S  et  T,  quand 
ils  seront  relevés,  auront  pour  hauteurs  aandessus  du  plan  horkontal,  les  or- 
données SX  et  Tfi  ;  donc,  en  prenant  sur  des  perpendiculaires  à  la  li^^  de 
terre  ,  les  distances  IX^  =  SX,  V/  =  Tfx ,  on  aura  enfin  (X,  X')  et  (pt,  fi')  pour 
les  points  de  contact  de  la  sphère  avec  les  plans  tangents  menés  par  la  droite 
(AB,A'B'). 

402.  (Joe  fois  les  points  de  contact  trouvés,  il  sera  bien  facile  d'obtenir  les 
traces  AXet  XB\  ÂY  et  YB' ,  de  chaque  plan,  puisqu'elles  doivent  passer  par 
les  points  A  et  B',  et  se  trouver  respectivement  perpendiculaires  sur  les  pro- 
jections des  rayons  menés  aux  points  de  contact.  Cependant ,  comme  cette 
dernière  condition  n'offrira  pas  toujours ,  dans  ht  pratique*,  toute  la  préci- 
sion désirable ,  on  pourra  la  remplacer  par  une  droite  qui  unirait  le  point 
de  contact  avec  un  point  arbitraire  de  (AB^  A'B'),  ou  qui  serait  parallèle 
à  cette  dernière  ligne. 

403.  Deuxième  méthode.  Outre  le  cône  EAF  déjà  circonscrit  à  la  sphère  » 
imaginons-en  un  second  pareillement  circonscrit,  et  dont  le  sommet  soit  en 
(B,  B').  Ce  dernier  touchera  la  sphère  suivant  un  petit  cercle  perpendiculaire 
à  la  ligne  B'O  (n*  353,  note),  et  par  conséquent  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical de  projection  dans  lequel  est  située  cette  ligne  ;  ainsi ,  en  menant  les 
tangentes  B'E'  et  B'P,  ce  petit  cercle  de  contact  sera  projeté  verticalement 
sur  E'F'  qui  en  sera  le  diamètre.  Or,  d'après  les  considérations  générales  ex- 
posées au  n*'  395,  les  cercles  EF  et  ET'  doivent  passer  l'un  et  l'autre  par  les 
points  de  contact  de  la  sphère  avec  les  plans  tangents  menés  par  ( A8,  A'B*)  ; 
donc  ces  deux  points  seront  aux  extrémités  de  la  corde  suivant  laquelle  se  cou- 
pent ces  deux  cercles,  corde  qui  a  nécessairement  pour  projection  horizontale 
la  droite  indéfinie  EF,  et  pour  projection  verticale  E'F'. 

Cela  posé,  rabattons  cette  corde  avec  un  des  deux  cercles  qui  la  contien- 
nent, par  exemple,  avec  le  cercle  vertical  EF  qui,  en  tournant  autour  de  son 
diamètre  horizontal,  est  déjà  venu  se  placer  en  ETF.  Pendant  ce  mouvement, 
le  point  (K,  K')où  la  corde  en  question  vient  percer  le  plan  horizontal,  res- 
tera immobile  parce  qu'il  est  sur  la  charnière  EF  ;  un  second  point  de' cette 
corde,  par  exemple,  sa  trace  verticale  (  L,  L')  décrira  un  arc  de  cercle  dont  le 
rayon  sera  la  verticale  L'L  abaissée  de  ce  point  sur  la  charnière;  donc  si,  dans 
une  direction  perpendiculaire  à  EF,  on  porte  la  distance  LU  ==  LL',  le  point 
V  sera  la  position  que  prendra  (L,  L')  après  le  rabattement  de  la  corde,  et 
cette  dernière  deviendra  KL".  Alors  les  points  S  et  T  où  cette  droite  coupera 
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le  petit  cerde  rabattu  suivant  BTF^  «êront  les  deux  extrémité  de  la  corde;  et 
il  n'y  aura  t>lua  qu*à  les  ramener  surEF^  par  des  perpendiculaires  SA  et  T[x , 
puis  enfin  à  projeter  les  points  A  et  ^  sur  E^F',  en  X'  et  [M. 

4M.  Troisième  méthode.  Après' a^roir  déterminé  seuiement  les  droites  EF  Fig.  87. 
et  ET',  au  moyen  des  couples  de  tangentes  mieneesà  la  sphère  par  les  points 
A  et  B"^  et  aYOf  r  observé  que  ce  sont  la  les  projections  de  la  corde  qui  réunit 
lesdeux  points  de  contact  des  plans  tangeblademandëa^on  peut  éviter  de  tracer 
une  nouvelle  circonférence  ,  en  cherchant  la  rencontre  de  cette  corde  (EF, 
E'F')  avec  le  grand  cercle  qui  la  contient.  Le  plan  de  ce  dernier  aura  pour 
trace  horizontale  OK,  et  en  le  rabattawt  autoin*  de' cette  droite,  ce  g;rand 
cercle  se  confondra  avec  le  contour  de  la  sphère.  Quant  à  la  corde  (EF,  ET') 
emportée  parle  même  mouvement,  elle  passer|i  toujours  par  le  point  K  qui , 
e'tant  sur  la  charnière,  demeure  immobile  ;  tandis  que  lepotnt  (L,  L")  de  cette 
corde  décrira  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  sera  la  perpendiculaire  abaissée 
de  ce  point  sur  OK.  Or,  si  Ton  tire  LM  à  angle  droit  sur  OK ,  il  est  facile  de 
voir  que  le  rayon  en  question  aboutira  en  M^  et  se  trouvera  rhypotenuse  d'un 
triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  LM^t  LL';  si  donc  on  construit  ce  trian- 
gle NLM,  et  que  Ton  prolonge  LM  d'une  quantité  Mr  =»  MN ,  le  point  T 
sera  la  position  que  prendra  (L,  L')  après  le  rabattement  de  la  corde,  et 
par  conséquent  cette  droite  deviendra  Kf\  Alors  les  points  P  et  Q  ou  cette 
dernière  l^nc  coupera  le  contour  de  la  sphère  ,  seront  les  points  cherchés 
qu'il  fendra  ensuite  ramener,  par  des  perpendiculaires  à  la  charnière  OK , 
en  >  et  ju  sur  £F  ;  puis  enfin ,  <m  projettera  ces  derniers  points  sur  E'V 
en  /  et  fc . 

405.  Quatrième  méthode.  I>ans  cette  méthode  ,  qui  deviendrait  nécessaire  Fig.  88. 

si  les  deux  traces  de  la  droite  donnée  étaient  placées  à  des  distances  trop 

considérables,  on  regarde  comme  construits,  les  deux  plans  tangents  menés  à 

la  sphère  parla  droite  (AB,  A^'B');  puis,  en  les  coupant  par  un  plan  conduit 

suivant  les  rayons  qui  aboutissent  aux  points  de  contact,  il  est  clair  qu'on  aura 

pour  sections  cleuûp  droites  tangentes  au  graiid  cercle  contenu  dans  ce  plan  se* 

cant,    et  que  la  connaissance  de  ces  tangentes  suffira  pour  déterminer  les 

points  de  contact  cherchés.  Or,  il  est  aisé  dé  construire  ces  tangentes,  parce 

que  le  plan  sécant  dont  nous  parlons,  passant  par  deux  rayons  respectivement 

perpendiculaires  aux  plans  tangents,  se  trouvera  lui-même  perpendiculaire  à 

ces  deux-^ei,  et  par  conséquent  il  le  «era  à  leur  Intei^ectioo  (AB,  A'B')  ;  ainsi 

ses  traces  seront  les  droites  OC  et  OD'  metiiées  à  smgledroà  sur  ABet  h!W. 

D'ailleurs  ce  plan  œD'  coupera  la  droite  tAB,  kV)  en  nn  point  (H,  9!)  que 

26 
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Ton  sait  construire  (p9  30),  et  d'où  il  faudra  mener  des  tangentes  au  grand 
cercle  Q  suivant  lequel  la  sphèi^e  est  coupée  par  ce  même  plan  COD\  Pour 
cela,  rabattons  ce  plan  autour  de  sa  trace  horizontale  OC  :  le  grand  cercle  eu 
question  viendra  se  confondre  avec  le  contour  de  la  sphère;  le  point  (R,  K) 
décrira  autour  de  la  charnière  OC,  un  arc  dont  le  rayon  sera  la  perpendi- 
culaire (RG,  R'C")  abaissée  sur  cette  droite;  donc,  en  construisant  la  vraie 
grandeur  CH  de  ce  rayon,  et  la  rabattant  de  C  en  R'',  ce  dernier  point  sera 
la  position  nouvelle  de  (R,  R'),  et  les  tangentes  cherchées  seront  rabattues  sui- 
vant R"P  et  R"Q. 

Maintenant,  voyons  ce  que  deviennent  les  points  de  contact  P  et  Q,  lors- 
qu'on ramène  ces  tangentes  dans  le  plan  GOD'.Lia  première  R''P  rencontrait  la 
charnière  OC  en  un  point  Y  qui  restera  immobile  ;  ainsi  celte  droite  sera  pro- 
jetée horizontalement  sur  RY,  et  par  suite  sa  projection  verticale  seraR'Y'; 
donc,  en  ramenant  par  une  perpendiculaire  à  OC,  le  point  P  en  À  sur  RY , 
puis  en  projetant  X  en  X'  sur  R^Y^,  on  obtiendra  la  vi^aie  situation  du  point  de 
contact  (X,  X')  du  premier  plan  tangent  à  la  sphère. 

Quant  à  la  tangente  rabattue  suivant  R"Q,elIe  va  couper  ici  la  charnière  OC 
à  une  distance  trop  considérable,  pour  qu'on  puisse  tirer  parti  de  ce  point 
immobile.  Mais,  pour  y  suppléer,  j'observe  que  PQ  représente  le  rabattement 
de  la  corde  qui  unirait  lesdeux  points  de  contact  des  plans  tangents;  et  comme 
cette  corde  rencontre  la  charnière  OC  au  point  (K,  K'),  elle  a  nécessairement 
pour  projections  KX  et  KV.  Donc,  en  ramenant  par  une  perpendiculaire  à 
OC,  le  point  Q  en  /x  sur  KX,  puis  projetant  {x  en  fi  sur  R'X',  on  obtiendra 
le  point  de  contact  (/u,  fi^)  du  second  plan  tangent  à  la  sphère.  On  pourrait 
d'ailleurs  s'appuyer  aussi  sur  cette  considération,  que  la  corde  (X/a,  xy  )  doit 
évidemment  se  trouver  perpendiculaire  au  plan  AOB'  qui  passerait  par  le 
centre  de  la  sphère  et  par  la  droite  donnée  (AB,  A'B'). 

FiG.  89.      PROBLÈME  2.  Par  une  droite  donnée^  mener  un  plan  tangent  à  une  surface 
de  révolution^  dont  le  méridien  quelconque  est  connu. 

406.  Soient  (0,  l'Z')  l'axe  de  révolution,  (X'CT'D',  CD)  le  méridien  prin- 
cipal de  la  surface,  et(AB,  K'V)  la  droite  par  laquelle  il  faut  conduire  le  plan 


(  )  Ce  grand  cercle  n'est  autre  chose  que  la  courbe  de  contact  de  lasphèreavee  un  cylindre 
circonscrit  et  parallèle  à  la  droite  (AB,  A'B')  :  de  sorte  que  pour  tous  les  points  de  cette  cir* 
conférence,  les  plans  Ungenu  de  la  sphère  sont  parallèles  à  la  droite  donnée. 
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tangent  demandé.  Nous  emploierons  ici  la  méthode  générale  indiquée  aux 
n^  305  «  396,  et  eonséquemment  nous  chercherons  : 

1«  La  courbe  de  contact  (XKYRL,  X'KT'RXOde  la  surface  proposée  ayec 
un  odne  circonscrit  dont  le  sommet  (V,  Y')  est  pris  à  Tolonté  sur  la  droite 
(AB,  A'B^;  cette  courhe  se  construira  par  les  moyens  employés  pour  le  pro- 
blème du  n^  356,  et  nous  avons  eu  soin  de  conserver  ici  les  mêmes  lettres  qui 
araient  senri  dans  Tépure  84.  relative  à  ce  problème  isolé  ;  de  sorte  que  les 
explications  antérieures  s^appliqueront  littéralement  à  Tépure  actuelle. 

^  La  courbe  de  contact  (ârl/yr,  Xffl'yr)de  la  surface  proposée  avec  un  cy- 
lindre circonscrit  parallèl^nent  à  (AB  ,  A'B^),  laquelle  courbe  se  construira 
aussi  par  les  moyens  employés  pour  résoudre  le  problème  du  n*"  383,  sur  l'é- 
pure 86,  dont  les  notations  ont  été  conservées  dans  Tépure  actuelle. 

Maintenant,  examinons  si  ces  deux  courbes  de  contact  se  coupent  quel- 
que part;  et  pour  trouver  leurs  points  de  section ,  ^rdons-nous  de  combi- 
ner, sur  un  même  plan  de  projection,  une  branche  pleine  ou  visible ,  avec 
une  branche  ponctuée  ou  inrisible;  car  de  telles  branches  n'étant  pas  situées 
sur  la  même  nappe  de  la  surface,  ne  sauraient  se  rencontrer.  Nous  voyons  ici 
que  les  courbes  se  coupent  en  deux  points  (X,  >/)  et  (^,  /) ,  dont  les 
projections  hori»>ntales  et  verticales  doivent  d'ailleurs ,  pour  chacun  d'eux, 
être  placées  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre;  alors,  d'après 
les  raisonnements  développés  aux  n^  395  et  396,  ce  sont  là  les  points  de 
contact  de  la  surface  de  révolution  avec  les  plans  tang^ents  qui  passeraient 
par  (AB,  A'B');  et  une  fois  ces  points  connus,  il  sera  bien  facile  de  con- 
struire, par  divers  moyens ,  les  traces  de  ces  plans.  Nous  ferons  seulement 
observer  que  les  traces  horizontales  devront  passer  par  le  pied  A  de  la  droite, 
et  être  perpendiculaires  aux  projections  OX  et  O^  des  normales  relatives  aux 
deux  points  de  contact  trouvés. 

407.  Cm  particuliers.  Si  la  droite  donnée  était  verticale,  il  suflSrait  évidem- 
ment de  mener  par  son  pied  deux  tangentes  à  la  projection  horizontale  de 
iequateur. 

Si  cette  droite  était  horizontale ,  on  mènerait  un  plan  méridien  qui  lui 
fut  perpendiculaire ,  et  du  point  où  il  la  rencontrerait ,  on  tirerait  deux 
tangentes  à  la  méridienne  contenue  dans  ce  plan  ;  opération  facile  à  exé- 
cuter ,  quand  on  aurait  rabattu  ce  point  et  la  méridienne  en  question, 
sur  le  plan  vertical,  comme  on  l'a  fait  au  n®  360  pour  le  point  P"  de  l'é- 
pure S4. 

408.  Deuxième  méthode.  Lorsque  la  surface  de  révolution  sera  du  second 
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deyréf  il  y  aura  beaucoup  d  avantage  à  .employer ,  comme  au  n''  395.  deux 
cônes  circonscrits  dont  on  placera  les  sommets  aux  deux  points  ou  la  droite 
donnée  rencontrera  le  plan  de  Téquateur  et  le  plan  du  méridien  principal; 
parce  qu'alors,  d'après  le  théorème  démontré  n""  353,  chacuae  des  courbeade 
contact  sera  projetée  suivant  une  droUe  sur  un  des  deux  plans  de  pi^ojectioD; 
et  il  n'y  aura  h  construire  dans  toute  l'épure  ,  qu'un6  teule  courba  ^  ailisi  que 
nous  Texpliquerons  en  détail  dans  le  problème  analogue  et  phg  général  du 
n»417. 

409.  Troisième  méthode.  En  supposant  encore  que  la  aurface  de  révolu- 
tion soit  du  second  degré^  on  pourra  n'employer  qu'un  seul  des  deux  cônes 
circonscrits  dont  nous  venons  de  parler;  car,  comme  la  courbe  de  contact 
sera  (n°  353)  tout  entière  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  horizontal 
(ou  au  plan  vertical),  il  suffira  de  mener  à  cette  courbe  deux  tangentes  par 
le  point  ou  son  plan  rencontrera  la  droite  donnée  (*).  D'ailleurs  on  a  vu 
(n^  374)  combien  il  était  facile  de  construire  ces  tangentes  avec  leurs  points 
de  contact ,  sans  tracer  la  courbe  du  second  degré  en  question  ,  mais  en  con* 
naissant  seulement  ses  deux  axes  ;  or  l'un  de  ceux-ci  s'obtiendra  immédiate- 
ment I  en  menant  par  le  sommet  du  cône  circonscrit  deux  tangentes  à  l'é- 
quateur  (  ou  au  méridien  principal  )  ,  et  le  second  axe  s'en  déduira  d'une 
manière  bien  facile  à  imaginer  (  t'oyez  n**  418). 

Nous  engageons  le  lecteur  à  appliquer  cette  méthode  i  un  ellipsoïde  de 
réyolution  ;  mais  ici ,  pour  varier  les  exemples  i  nous  allons  en  faire  l'appli- 
cation à  un  hyperboloïde  gauche  de  révolution,  défini  par  sa  génératrioe  rec- 
tiligne,  et  non  par  sa  méridienne. 

PROBLÈME  3.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  un  hyper- 
loide  gauche  de  révolution. 
Fie.  90.  410.  Soient  (0,0'0")  l'axe  vertical  de  la  surface,  et  (ADB ,  AD'A")  la 
droite  mobile  qui ,  en  tournant  autour  de  cet  axe,  engendre  (n**  140)rhy- 
perboloïde  que  nous  supposons  terminé  aux  deux  sections  horizontales  A'B' 
et  A''B'',  également  éloignées  du  cercle  de  gorge.  Nous  n'exécuterons  pas 
la  représentation  de  la  surface  sur  le  plan  vertical,  puisque  cela  conduirait 
à  tracer  l'hyperbole  méridienne  dont  nous  voulons  éviter  l'emploi;  mais  sur  le 
plan  horizontal,  nous  regarderons  la  surface  comme  réellement  projetée,  et 


(*)  Cette  marche  est  analog;ue  à  celle  qai  nous  a  servi  pour  In  sphère,  au  d*  401. 
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e0  coaaëqueoce  nous  ponctueroos  les  parties  de  ligues  priocipalea  qui  seront 
au*deflfiOtis  de  la  nappe  supérieure. 

411.  Maintenant,  soit  {aSy  aV)  la  droite  par  laquelle  tl  s'agit  de  mener 
uo  plan  taxigeat  ;  si  du  point  (Y,  V)  où  elle  perce  le  plan  hotwnlal  du 
cercle  de  gorge ,  on  imagine  un  eône  circonscrit  dont  deux  des  arêtes  seront 
éTidemmmit  les  tangentes  VX  et  VY ,  ce  cône  touchera  Thyperboloïde  sui- 
vant une  courbe  située  tout  entière  (n^  555)  dans  le  plau  vertical  XY  ,  et 
qui ,  par  conséquent,  sera  une  hyperbole  ayant  pour  axe  réel  la  corde  XY. 
Donc ,  en  menant  deux  tangentes  à  cette  courbe  par  le  point  (  R ,  K)  où 
son  plan  va  couper  la  droite  («VS,  af\'6') ,  on  obtiendra  les  points  de  contact 
des  plans  tangents  à  Thyperboloïde. 

412.  Pour  construire  ces  tangentes ,  il  faut  d'abord  faire  tourner  autour 
de  l'axe  (0,0'0"),  le  plan  vertical  XY  jusqu'à  ce  qu'il  prenne  la  position 
«y  parallèle  au  méridien  principal ,  et  alors  le  point  (R,  R')  se  transpor- 
tera en  (r,  r  ').  Dans  cette  situation ,  l'hyperbole  continue  dans  le  plan  ver- 
tical jfse  est  semblable  à  la  méridienne  principale  de  la  surface  ,  et  a  comme 
elle ,  pour  projections  de  ses  asymptotes ,  les  droites  A'D'  et  B'iy  ;  de  là  , 
et  au  moyen  de  l'axe  réel  a/y^ ,  on  déduit  aisément  les  deux  foyers  f  et  ^. 
Cela  posé ,  pour  mener  des  tangentes  à  cette  hyperbole  par  le  point  r'  (*) , 
je  décris  un  arc  de  cercle  avec  la  distance  r'f  pour  rayon  ,  et  un  autre  arc 
dont  le  centre  soit  en  ^  et  le  rayon  égal  à  œ't/'  ;  puis  ,  en  tirant  la  droite  rt 
par  le  milieu  de  l'arc  97 ,  j'obtiens  l'une  des  tangentes  cherchées,  et  son  point 
de  contact  t  sera  déterminé  par  sa  rencontre  avec  la  droite  ^/.  De  même , 
l'autre  tangente  sera  la  droite  r^m/  menée  par  le  milieu  de  l'arc  f^ ,  et 
la  ligne  ^  prolongée  déterminera  le  point  de  contact  m'  de  cette  seconde 

tangente. 

A  présent,  il  ne  reste  plus  qu'à  projeter  les  points  r  et  m'  en  /  et  m  sur 
xy  ,  puisa  ramener  ces  points  sur  le  plan  vertical  primitif  XY,  en  {1  ,a)  et 
(ft,  ft').  Ce  sont  là  les  points  de  contact  de  l'hyperboïde  avec  les  deux  plans 
tangents  menés  par  la  droite  («S,  af&)  ;  et  leurs  traces  aB,A,  et  aA,B,  sont 
faciles  à  construire  avec  ces  seules  données. 

413.  Mais  comme,  dans  l'hyperboloïde  gauche,  nous  savons  que  chaque 
plan  tangent  doit  renfermer  deux  génératrices  rectilignes  de  la  surface,  les- 


(*)  Voyez,  dans  les  Traités  des  sections  coniques ,  ia  méthode  des  ancien$  pour  mener  des 
langeales  à  ces  courbes. 
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quelles  se  coupent  au  point  de  contact ,  on  pourra  mener  par  les  points  X  et 
u  ,  quatre  tanjrentes  au  cercle  de  gorge ,  saToir  XA, ,  XB, ,  /uA, ,  |uB, ,  lesquelles 
fourniront  par  leurs  rencontres  avec  la  trace  horizontale  de  la  surfece,  quatre 
points  appartenant  aux  traces  des  plans  tangents.  D'ailleurs  les  deux  généra-* 
trices  XA, ,  et  ^B, ,  faisant  partie  Tune  du  système  (AD,  A'D"),  l'autre  du  sys- 
tème (BD,  B'D")  iront  nécessairement  se  couper  {n^  144)  en  un  point  qui 
devra  évidemment  se  trouver  sur  la  droite  {o£^  àS)  ;  et  ce  point  {t  ^  e)  sera 
précisément  celui  où  cette  droite  perce  r hyper boloide.  Il  y  aurait  aussi  unse*- 
cond  point  de  section  qui  serait  fourni  par  la  rencontre  des  génératrices  XB, 
en  juA,. 

414,  Observation.  Si  le  point  (V  ,  V)  où  la  droite  donnée  («ff ,  «'g')  perce 
le  plan  horizontal  du  cercle  de  gorge ,  se  trouvait  en  dedans  de  ce  cercle  , 
on  ne  pourrait  plus  mener  les  tangentes  YX  ,  YY  ;  et  cela  indiquerait  que 
la  courbe  de  contact  de  l'hyperboloïde  avec  le  cône  circonscrit  qui  a  son 
sommet  en  (  V  ,  V) ,  change  de  position,  et  devient  une  hyperbole  dont  Vcuce 
réel  est  vertical ,  et  dont  le  plan  est  toujours  perpendiculaire  à  Thorizon- 
taie  VO.  Dans  ce  cas  ,  on  mènerait  du  point  (V ,  Y')  deux  tangentes  à  la 

m 

méridienne  située  dans  le  plan  YO,  et  la  corde  comprise  entre  leurs  points  de 
contact  serait  Taxe  réel  cherché  ;  ensuite ,  le  reste  des  constructions  s'effectue- 
rait d'une  manière  analogue  à  ce  qui  a  été  fait  dans  le  premier  cas. 
Fir..  90.  415.  Autre  solution.  Les  remarques  faites  au  n""  413 ,  fouVnissent  une  mé- 
thode fort  simple  et  applicable  à  toutes  les  positions  de  la  droite  donnée.  En 
effet ,  si  après  avoir  construit  par  le  procédé  du  n""  S84 ,  les  points  d'intersec- 
tion de  la  droite  {aë^  a 6')  avec  Thyperboloîde ,  on  mène  par  l'un  deux  (e ,  e')* 
des  tangentes  sA, ,  eB, ,  au  cercle  de  gorge  ,  ces  génératrices  combinées  tour 
à  tour  avec  (a6,  a^') ,  détermineront  immédiatement  les  deux  plans  tangents 
demandés,  qui  auront  pour  traces  horizontales  <xA,  et  aB,.  Quant  aux  points  de 
contact,  ils  seront  fournis  par  les  deux  autres  génératrices  partant  des  points 
B.  et  A,  (*). 

416.  Il  résulte  de  là  que  .  si  la  droite  donnée  ne  coupait  pas  l'hyperbo- 
loïde quelque  part,  il  serait  impossible  de  mener  par  cette  droite  un  plan 
tt'mgent  à  la  surface  ;  condition  qui  est  évidente  à  pf^iori^  puisque  tout  plan 


(*)  Une  solution  ^mhlnble  poiilétre  appliquée  à  lliyperboloïde  à  une  n<ippe  et  non  de  ré- 
volution. (Voyet  h«590.) 
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tangent  devant  renfermer  ici  deux  génératrices  qui  se  coupent ,  il  y  en  aura  au 
moins  une  qui  rencontrera  la  droite  (œS,  a'S^)  située  par  hypothèse  dans  ce  plan 
tangent.  Seulement,  ce  point  de  rencontre  s  éloignera  à  l'infini,  dans  le  cas 
tout  particulier  où  ces  deux  génératrices  et  la  droite  (aê,  a  6")  se  trouveront 
parallèles  toutes  trois  ;  mais  alors  la  position  du  plan  tangent  n'en  deviendra 
que  plus  facile  à  assigner ,  puisqu'il  sera  évidemment  (  n^'  280)  tangent  au  cône 
asymptote. 

PROBLÈIME  4.  Par  une  droite  donnée  ^  mener  un  plan  tangent  à  une  sur- 
face QUELCONQUE  du  secoud  degré. 

417.  Prenons  pour  exemple  un  ellipsoïde  rapporté  à  deux  plans  de  pro-  Fig.  91. 
jection  dont  chacun  soit  parallèle  à  un  plan  principal  de  la  surface  ;  celle-ci 

aura  pour  contours  apparents,  les  ellipses  principales  (ABDE,  A'D')  et 
(A'CD'F' ,  AD)  qui  ont  chacune  deux  axes  communs  avec  TelUpsoïde.  Soit 
d'ailleurs  (RS  ,  R'S')  la  droite  donnée  ;  les  points  de  contact  des  plans  tan- 
gents menés  par  celte  droite  ,  seront  fournis  (n®  595)  par  les  intersections 
des  courbes  de  contact  de  deux  cônes  circonscrits  à  l'ellipsoide,  et  ayant  leurs 
sommets  situes  où  Ton  voudra  sur  la  droite  donnée  ;  mais  pour  simplifier  la 
construction  de  ces  courbes  ,  plaçons  les  sommets  de  ces  cônes  aux  points 
(V,  V)  et  (t; ,  f?')  ,  où  la  droite  (RS,  R'S')  -va  rencontrer  les  plans  des  deux 
elh'pses  principales  qui  se  trouvent  parallèles  aux  plans  de  projection. 

418.  Alors  ,  si  Ton  mène  les  tangentes  W  et  V'cT  à  Tellipse  A'CD'P  , 
les  points  a  et  $'  appartiennent  évidemment  à  ia  projection  verticale  de  la 
courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  (Y  ,  Y'  )  ;  et  cette  courbe  qui  est  plane 
{n?  353)  ,  se  trouvera  projetée  verticalement  sur  la  droite  a'eT.  En  effet , 
comme  le  sommet  (Y,  Y^  est  situé  dans  un  plan  vertical  YAD  qui  divise  l'el- 
lipsoïde en  deux  parties  exactement  symétriques  ,  il  est  certain  que  les  points 
de  la  courbe  de  contact  doivent  être ,  deux  à  deux ,  sur  des  cordes  perpendi- 
culaires à  ce  plan  principal  ;  donc  aussi  le  plan  de  la  courbe  cherchée  sera  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  YAD,  et  s'y  projettera  suivant  la  droite  a  .(^  qui 
re'unit  les  deux  points  déjà  trouvés. 

Par  les  mêmes  raisons ,  la  droite  {ai,  a'èf)  est  un  axe  de  la  courbe  dans 
l'espace,  et  elle  continue  à  jouir  de  cette  propriété  en  projection  horizontale, 
où  elle  fournit  les  deux  sommets  a  et  (^.  La  direction  (JS  du  second  axe  se 
déduit  aisément  de  là  ;  mais  pour  déterminer  sa  longueur ,  j^observe  que  ces 
deux  axes  sont  proportionnels  à  ceux  de  la  section  faite  dans  l'ellipsoïde,  par 
un  plan  diamétral  Oa'  parallèle  à  la  courbe  de  contact  ai'.  Si  donc  on  pro- 
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jelle  a  en  n^  et  que  Ton  tire  aS  parallèle  à  oB^  on  obtîeiidrt  la  loiigiieur  ta 
du  second  axe  cherché;  et  alors  il  sera  bien  facile  de  tracer  rellipse  oXfiJY 
qui,  d'ailleurs,  devra  passer  par  les  points  X  et  Y  que  Fou  dëdiiit  de  la  sec* 
tioD  X\  et  dans  lesquels  elle  touchera  ^videmoient  le  oonlour  ABDE  sur  le 
plan  horizontal. 

419.  Maintenant,  le  deuxième  cône  circonscrit  dont  le  sommet  est  en 
{v.  v').  touchera  Tellipsoïde  suivant  une  courbe  plane  qui,  par  des  raisons 
analogues  à  celles  que  nous  avons  citées  plus  haut ,  se  trouvera  projetée  ho- 
rizontalement sur  la  droite  un/  ;  puis,  sans  chercher  la  projection  verticale  de 
cette  courbe,  qui  s'obtiendrait  par  des  procédés  semblables  à  ceux  qui  nous 
ont  servi  pour  le  premier  cône,  on  peut  tout  de  suite  apercevoir  les  points 
de  section  X  et  ^  des  deux  courbes  de  contact,  sur  le  plan  horizontal ,  et  re-* 
porter  ces  points  en  X  et  [i  sur  a'i^.  Alors  nous  avons  pour  chaque  plan  tan- 
gent demandé  ,  son  point  de  contact  (X,  X')  ou  (/a,  u.%  et  une  droite  (RS , 
R'S'j  par  laquelle  il  doit  passer  ;  de  sorte  quMl  est  bien  aisé  de  trouver  ses 
traces,  par  des  constructions  dont  Tépure  actuelle  présente  seulement  les  ré-* 
sultats. 
FiG.  91-  ^^'  ^ulrê  méthode.  On  peut  résoudre  le  problème  précédent  avec  le 
seul  cône  circonscrit  dont  te  sommet  est  en  (V,  Y');  car  tout  plan  tangent  à 
ce  cône,  qui  sera  mené  parla  droite  (RV,  R'V),  satisfera  évidemment  à  la 
question.  On  cherchera  donc  le  point  (R ',  R)où  cette  droite  est  coupée  par  le 
plan  de  la  base  a  c^;  puis,  on  tirera  du  point  R  deux  tangentes  à  la  courbe 
aYd\  :  et  même,  on  doit  observer  qu^il  est  inutile  de  tracer  l'ellipse  aYâX ,  et 
qu'avec  les  deux  4emi-axes  oxx  et  taS^  on  sait  construire  les  points  de  contact 
/UL  et  X  des  tangentes  B/jc  et  RX ,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  les  n^  374k 
et  412.  Ainsi,  les  points  (X,  X')  et  Qx^  f/) seront  ceux  dans  lesquels  l'ellip* 
soïde  sera  touché  par  les  plans  tangents  conduits  suivant  la  droite  (RV,  RT'). 
et  par  conséquent  ces  deux  plans  se  tiK)Uveront  déterminés  par  une  méthode 
qui  aura  l'avantage  de  n'employer  que  ia  liyne  droite  et  le  oerck. 


ri»MWW>-   ^m      «   *\ 
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CttAPithÊiV. 

Des  plans  taru/ents  parallèles  à  un  plan  donné* 

421 .  Soîl  S  ïà  surface  à  bqûell^  otî  pv&p(îst  dé  ttènèf  un  plàii  lôiïgeïit 
qui  ^it  pàtrallèlé  à  uH  pbn  dè^nùé  P.  Iiiû^gînôiùd  que  dans  eedëràier,  xm  trd^^e 
dent  droites  arbitrarres  A  et  B,  puis  que  Toù  dëtterteiiie  par  !eë  pr(W*ëdé9  ift- 
diqués  au  chapitre  II,  les  ùourbfes  de  contact  X  et  Y  de  te  ^utface  9  ave<i  dètii 
cyluidrês  circonscrits,  pârallèfe^  Fùn  à  A  et  Fàutré  à  6.  Albré  on  sait(ii*'  ^76) 
que  pour  tons  leâ  points  de  la  ôoùrbe  X ,  tes  pX^hS  taligeUls  deS  se  irouveiit 
parallèles  à  A;  que  pour  lotrs  ceut  delà  éotirb^Y,  les  plaà^  Vblï^Wà  wsttlpSL^ 
rallèles  à  B  ;  dôûc  si  les  tourbes  X  let  T  ise  Mttpèmt,  efaàquè  itit^r^ef^ù  fbut^ 
niia  uù  point  pour'  (eqnel  lef  pkn  tangent  de  lai  ëtitftice  S  fte  ttiMl^à  p^^at- 
ièle  à  la  fois  aux  deux  droites  A  et  B,  et  consëquemment,  tt  sera  ]|>ftrallëië  au 
plan  donné  P. 

4^.  n  fôt  bbti  d'observer  qnè  le  problème  pri^séà^i  i^VièfHft  à  (^tui^^i  : 
me^tet  à  une  surface  S,  "àne  nôYmah  t}ui soie pùiiàiiéte  û  U^  droite  dèfméé  t>.  En 
effet,  si  Ton  construit  un  plan  P  perpendrfeufaire  S  la  droite  D,  11  suffira  de 
Irouyer  un  pian  tangent  parallèle  à  P,  et  la  normale  relative  au  point  de 
contact  de  ce  plan  tangent,  sera  efidemoient  parallèle  à  la  ligne  D.  Cette 
recherche  est  nécessaire  pour  obtenir  fe  po>n^  brillant  d'une  surFace,  éclairée 
par  des.  rayons  de  lumière  que  l'on  regarde  comme  parallèles  entre  eux. 

423.  Lorsque  la  surface  S  sera  développable,  le  problème  deviendra  im* 
possible  en  général ,  attendu  que  la  ûoôditioii  d'être  parlallèle  à  une  droite 
donnée,  suffit  (n""  379)  pour  de'terminer  complètement  le  plan  tangent  d'une 
pareille  surface,  et  qu^ainsi  Ton  ne  saurait  exiger  que  ce  plaU  soit  parallèle 
à  la  fois  à  deux  droites  A  et  Ë,  pu  au  plaû  P  qui  leâ  cotitietit. 

4^4.  Le  mode  de  solution  que  nous  avons  indique  au  n^  4211  eàt  géùëral , 
mais  il  entraînera  souvent  dans  des  opérations  graphiqi'iès  fort  Compliquées  ; 
c'est  pourquoi  il  faudra  chercher ,  dans  chaque  surface  ,  à  profiter  des  pro- 
priétés particulières  qui  pourront  simplifier  là  solution,  côtnme  noms  allons 
l'indiquer  sur  quelques  exemples. 

1**  Si  la  Surface  proposée  est  de  reVoIulîoû,  auquel  cas  chaque  plad  tan-^ 
geDt  est  perpendicniaire  au  plâû  inêrîdièn  côtrespoûdant,  on  commencera 
par  mener  uû  plan  Inéridien  papettdièiilàire  au  plan  donné  P.  et  qui  c(m- 

SS7 
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pera  ce  dernier  suivant  une  droite  que  j'appelle  ^^  alors  en  tirant  à  la  section 
méridienne  ainsi  obtenue ,  une  tangente  parallèle  à  (^,  son  point  de  contact 
sera  évidemment  celui  d'un  plan  tangent  qui  se  trouvera  parallèle  à  P.  Cette 
marche  sera  d^une  application  fort  aisée  pour  une  sphère,  un  ellipsoïde  »  un 
tore,  etc. 

S""  S'il  s  agit  d'un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  ,  lequel  admet 
(n*  1 46)  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  respectivement  parallèles 
aux  arêtes  du  cône  asymptotique ,  on  coupera  ce  cône  par  un  plan  mené 
du  sommet,  parallèlement  à  P.  Ce  plan  sécant  fournira  deux  arêtes  a  et  oc 
parallèles  à  P ,  et  l'on  en  déduira  aisément  les  quatre  génératrices  corres* 
pondantes  de  l'hyperboloïde,  savoir  A  et  B  parallèles  à  a ,  puis  A'  et  B'  pa* 
rallèles  à  « .  Alors  en  combinant  les  génératrices  A  et  B\  on  obtiendra  un 
plan  évidemment  parallèle  à  P,et  qui  touchera  l'hyperboloïde  dans  le  point 
où  ces  deux  droites  se  coupent;  puis,  on  en  trouvera  un  second  qui  remplira 
les  mêmes  conditions,  en  combinant  ensemble  les  génératrices  A'  et  B  qui  se 
coupent  pareillement. 

La  même  méthode  s'appliquera  à  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  non.  de 
révolution^  attendu  que  cette  surface  admet  aussi,  comme  nous  le  verrons  au 
livre  VU,  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  parallèles  aux  arêtes  d'un 
cône  asymptotique  {voyez  n9  581)« 


CHAPITRE  V. 

De^  plans  tangents  à  plusieurs  surfaces  à  la  fois. 

425 .  Trouver  un  plan  qui  touche  en  même  temps  deux  surfaces  étonnées  S  et  T. 

Pour  résoudre  ce  problème  d'une  manière  générale,  et  quels  que  soient 
les  plans  de  projection  adoptés,  menons  dans  l'espace  un  plan  arbitraire  P; 
puis^  cherchons  la  courbe  de  contact  X  de  la  surface  S  avec  un  cylindre  cir- 
conscrit et  perpendiculaire  au  plan  P ,  question  qui  rentre  dans  celle  du 
n^  377,  puisque  les  arêtes  de  ce  cylindre  devront  êive  parallèles  à  une  droite 
connue^  savoir  la  perpendiculaire  au  plan  P.  Déterminons  de  même  la  courbe 
analogue  Y  pour  la  surface  T,  et  construisons  les  projections  â?  et  y  de  ces 
deux  lignes  sur  le  plan  P;  alors,  en  menant  une  tangente  commune  aux  deux 
courbes  x  et  y,  ce  sera  la  trace  d'un  plan  tt  perpendiculaire  à  P,  et  qui  tou- 
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chant  éTidemment  l66  deirx  cylindres,  sera  nécessairement  tangent  aux  sur- 
feces  SetT.  On  obtiendra  donc  ainsi  une  solution  du  problème  propose;  mais 
il  7 en  aura  une  infinité  d'autres  i^^  n\....  que  Ton  trpuTera  en  répétant  des 
constructions  analogues  pour  dirers  pians  P",  V'\..^.  choisis  dans  des  direc-* 
tions  différentes. 

426.  On  peut  lier  entre  elles  toutes  ces  solutions,  en  construisant  la  surface 
dévehppable  qui  Cêi  circùnscrite  à  la  fois  aua  deua  surfaces  S  et  T.Pour  cela ,  ima- 
ginons que  les  points  de  contact  m  éin  des  courbes  d?  et  y  avec  leur  tangente 
commune  sur  le  plan  P,  ont  été  prqjetés  sur  les  courbes  X  et  Y  en  M  et  N^  ce 
seront  là  les  points  dans  lesquels  le  plan  n  touche  les  deux  surfaces  S  et  T^ 
et  si  l'on  construit  semblablement  les  points  de  contact  M' et  N',  ^V  et^N^V*- 
des  plans  tt',  tt",...,  la  suite  des  droites  MN,  M'N',  M"N",....  formera  une 

surface  2  qui   touchera  évidemment  S  et  T  le  long  des  courbes  MMIM'' 

et  IWN^' ;  mais  j^ajoute  que  cette  surface  2  sera  développable.  En  effet,  si 

les  points  M  et  M'  sont  pris  infiniment  voisins,. le  plan  langent  tt  renfermera 
les  éléments  linéaires  MM'  et  NN',  et  dès  lors  les  deux  génératrices  MN  etM'N' 
seront  bien  situées  dans  un  même  plan,  ce  qui  est  le  caractère  distinclif  des 
surfaces  développables  (n<^  179).  D'ailleurs  ,  ou  peut  regarder  les  droites  infi- 
niment voisines  MN,  M'N',  M"N",....  comme  les  inlerseclions  consécutives  des 
plans  îc,  tt',  tt",....  (n<*  182),  ou  bien  comme  l'enveloppe  de  l'espace  parcouru 
par  le  plan  n  lorsqu'il  roule  sur  les  surfaces  S  et  T,  en  demeurant  tangent  à 
l'une  et  à  l'autre  (n*  185). 

Cela  posé,  quand  la  surface  2  sera  construite,  tous  les  plans  tangents  qu'on 
lui  mènera,  toucheront  pareillement  S  et  T,  et  fourniront  les  diverses  solutions 
du  problème  primitif. 

427.  La  surface  développable  2  ciixîonscrite  aux  surfaces  S  et  T,  est  néces- 
saire à  considérer  dans  la  théorie  des  ombres;  et  elle  présente  ordinairement 
deux  nappes  distinctes,  lesquelles  proviennent  de  ce  que  les  courbes  or  et  y  du 
n<^425,  peuvent  admettre  une  tangente  commune  extérieure^  et  une  autre  «n- 
térieurc*  Au  surplus,  ces  généralités  seront  éclaircies  par  {exemple  fort  simple 
des  deux  sphères  que  nous  considérerons  au  n**  437. 

428.  Lorsqu'une  des  deux  surfaces  proposées,  parexemple  S,  est  elle-même 
développable^  le  problème  de  leur  mener  un  plan  tangent  commun,  n'est  pas 
en  général  impossible;  mais  il  n'admet  plus  une  infinité  de  solutions,  comme 
on  doit  le  sentir  en  faisant  rouler  un  plan  tangent  sur  la  surface  S  Jusqu'à  ce 
qu'il  rencontre  T.  D'ailleurs  ,  dans  l'hypothèse  actuelle ,  la  courbe  x  relative 
au  plan  P  (n**  425)  se  réduirait  à  une  ou  plusieurs  lignes  droites,  auxquelles  il 
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ifie  serait  plus  fMMsibb  de  nesér  une  tan|[?tite  e^wmbim  9TM  beourl>9  y;  h 
HBOÎQ»  qqe  Time  de  ofa  dniiCet  ne  m  timiT^A  d'eU^m^oiQ  Uaig€|iit^  k  oMtf 
eoutbe  y ,  ce  qui  ne  pourrait  af mer  que.  jpwtr  im  x^^cbÔD  momkve  di^Si  fJw# 
P,  F,  P'\....;  de  aer&e  qiie  le  problème  deYieodrAii  délerinjtoë,  ^  k  sqriac^  2 
se  réduirait  alors  à  un  ou  plusieurs  plans.  Nous  en  Terrons  un  ei^^niple  d^Qf 
leaM34. 

429.  Enfin  ,  le  problème  nWmettrait  en  général  aucune  selutîoni)  si  tes 
surfaces  données  S  et  T  étaient  toutes  deux  développables,  puisque  lescourbc^ 
»etj/  du  n*4^,  deTenant  alors  Tune  eirautre  des  lignes  droîlea,  sur  tons  les 
plans  P,  P^,  F'v..,  il  ne  serait  plus  possible  de  leur  mener  une  tangente  co»<* 
mune. 

430.  Lorsque  les  surfaces  S  et  T  ne  sont  développable^  ni  l'une  ni  Tautre, 
on  peut  rendre  c/^fermtn/Ie  problème  de  leur  mener  un  pl^ntan^j^ent  commun, 
en  assignant  UP  point  extérieur  Y  par  lequel  devra  passer  le  plan  dc.maDde'.  En 
eff^ty  cela  reviendra  à  conduire  par  ce  point  Y^  un  plaji  tapgeqt  à  la  surface 
developpable  2  iquiest  circonscrite  (n""  4^)  aux  surfaces  3  et  T,  et  cçtte  der- 
nière question  n'est  susceptible  que  d'un  nombre  limité  de  solution^,  comme 
UQUS  l'avons  vu  n''*349  et  350.  Pour  les  obtenir,  il  faudra  gj^érajernent  con- 
struire la  section  faite  dans  la  surface  2  par  un  plan  quelconque  mené  du 
point  Y;  puis,  tirer  par  ce  point  des  tangentes  à  celte  section  ;  alors  cha- 
cune de  tangentes,  jointe  la  génératrice,  rectiligne  qui  passe  par  son  point 
de  contact,  déterminera  un  plan  tangent  à  la  i^urface  2,  et  par  suite  aux  deux 
surfaces  primitives  S  et  T*  On  trouvera  un  exemple  de  ce  genre  au  n"*  437. 

43 1  •  Trouver  un  plan  qui  touche  en  même  temps  trei»  surfewes  donnée 

s,  T,  U. 

La  marche  générale  pour  résoudre  ce  problème,  consiste  à  imaginer  une 
surface  développable  2  circonscrite  à  S  et  à  T,  puis  une  autre  2,  circoAScrite  à 
S  et  àU.  Alors,  en  construisant  (n*  426)  les  courbes  de  contact  MM^-.  el 
M,M',...  de  ces  deux  surfaces  2  et  2,  avec  S,  chaque  point  /x  où  se  rencon- 
treront ces  courbes ,  sera  tel  que  le  plan  tangent  de  S  touchera  évidemment 
les  surfaces  2  et  2,  à  la  ibis,  et  par  suite  ce  plan  louchera  aussi  le^  surfaces  T 
et  U.  Ce  sera  donc  une  solution  du  problème;  mais  comme  les  opérations  gra- 
phiques seront  ordinairement  fort  compUqucfes,  nous  nous  bor  nef  on&à  en  citer 
un  exemple  où  les  constructions  devienqent  très^aimples  {noyez  n*  441). 

Observons  que  quoique  nous  ayoas.  dit  (n*  429)  qu'on  ne  pouvait  pas  gé- 
neValement  mener  un  pkin  tangent  ooipmun  à  deux  surfaces  développables,  la 
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csho«6  devient  ici  possible,  p«rce  que  los  deux  9urface$  2  et  2,  offrent  eelia  de 
particulier»^  <|ii'alleft  sont  circonêcrilea  II  b  i»4aie^9Urface  S* 

432.  Si  uoe  oit  pliteîeoFft  de»  tpoift  âurfeoea  doimét»  étaient  dénehppabks , 
le  problèine  serait  généraleniteiit  impos^^ible.  En  effet ,  si  S  est  développablè , 
lesauffaoesX  et  2,  du  nuquérei  précédent,  ae  rédinront  à  des  mrfaeeâ planes 
(q^  4^S)  auxquelles  il  m  sera  plus  pos9ibk  de  B»eaer  un  plan  tasgent  com-* 
nwn  :  a  moins  que  par  des  circoDataiices  toutes  particu^i*es,  deui  de  ces  sur- 
&ces  pbMs  ne  viennent  à  coïncider  eoHipléteiiient. 

433.  On  ne  saurait  proposer  de  trouver  xm  plap  qui  touche  à  la  fois  quatre 
sufffi^ci^  S,  T,  U ,  V,  ou  un  plus  grand  nombre.  Car,  en  imag:inaot  les  trois 
sur^oes;  dév^ppabWs  2  ^  2,,  2,i  oiircMHiscrites.  auo(  groupes  S  et  T»  S  ei  C ,. 
S  4t  V,  il  «'arrivera  pas^ej»  g/én^ral ,  que  les  U^ois  courbes  suivant  ksquelies  la 
surti^Qe  3  ^era  toucbée  par  2,2.,  2»,  viennent  se  couper  toutes  en  un  même 
ffiH^fjUy  cir^OQStapqe  qui  serait  cepeadcint  nécessaire  poiir  que  le  plan  langent 
de  3  ea  /«,  touchât  en  mÀcaei  temps  2 ,  2^ ,  2» ,  et  par  suite  les  a^res  aurfaces 
proposées  T,  U,  V. 

PROBLÈME  1.  Construire  un  plan  qui  touche^  à  la  fois,  une  sphère  et  un 
cône  droit  (*). 

434.  Faisons  passer  les  deux  plans  de  projection,  par  le  centre  0  de  laFic.  92< 
sphère  donnée  qui  a  pour  ra^on  OA  »  et  dirigeonB  le  plan  horizontal  perpen-^ 
diculaîrement  à  l'axe  du  cône  qui  aura  pour  sommet  (S,  S'),  et  pour  base  le 

cercle  du  rayon  SB.  Le  problème  de  mener  un  plan  tangent  commun  à  ces 
deux  surfaces ,  sera  déterminé  (^  n"*  4â8  ),  parce  qu'ici  l'une  d'elles^  est  déve- 
loppable  ;  et  pour  le  résoudre  plus  simplement  que  par  la  méthode  générale  y 
supposons  que  PQB'  soit  le  plan  cherché.  Il  touche  le  cône  suivant  une  arête 
diluée,  dans  un  plan  méridien  SM  perpendiculaire  à  PQ  ;  de  sorte  que.  la  dis-» 
tanx^e  de  ce  plan  tangent  au  pied  (  S)  I')  de  Taxe,  est  une  droite  égale  à  l'G,  et 
sitiiée  dansje  plan  méridien  SM;  mais  si  je  transporte  le  plan  PQR'  parallèle- 
ment à  lui-mêmcy  jusqu'à  ce  qu'il  passe  par  le  centre  0  de  la  sphère,  il  se  sera 
rapproché  du.  poii^t  (  S,  F  )  d'une  quantité  égale  au  rayon  OA  ;  et  alors  il  de- 
lîendra  tangent  à  un  autre  cône  droit  dont  la  génératrice  VV\  parallèle  à 
S^B",  en  sera  éloignée  de  la  distance  OA.  Or  ce  dernier  cône  est  facile  à  con- 


"•i^i 


{*)  Ce  problème  est  tiré  dt  la  Géamèirie  ieêêriptive  de  M.  Leflébare  de  Fourcy. 
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struîre ,  atûsi  que  soo  plan  tangent  conduit  par  le  point  O  ;  donc ,  ensuite  »  il 
suffira  de  mener  au  cône  primitif  un  plan  tangent  parallèle  à  celui-ci. 

D'après  ces  considérations,  on  prendra  sur  la  perpendiculaire  TG,  uninter- 
yalle  GH  =  OA  *  puis ,  en  tirant  par  le  point  H  la  droite  TT  parallèle  à  S'B' , 
on  déterminera  le  cercle  SF  auquel  on  mènera,  du  point 0»  les  deux  tan-* 
gentes  ON  et  OL.  Alors ,  en  conduisant  au  cercle  SB  deux  tangentes  PQet 
XY  parallèles  aux  précédentes ,  on  aura  les  traces  horizontales  de  deux  plans 
PQR^etXYZ',  qui  toucheront  extérieurement  les  deux  surfaces  données: les 
traces  verticales  de  ces  plans  sont  bien  faciles  à  trouver. 

455.  Il  existe  aussi  des  plans  qui  touchent  ces  %\xvtdiCe^intérieiuremeni^  c'est- 
à-dire  en  laissant  l'une  d'un  côté,  et  l'autre  du  cètë  opposé.  Pour  les  trouver, 
on  verra  sans  peine  qu'il  faut  augmenter  la  distance  FG,  d'une  quantité  GA 
=  OÂ;  puis,  tirer  parallèlement  à  S'B\  la  droite  iff^  qui  déterminera  le  cercle 
S/*auquel  on  mènera  les  tangentes  On  et  01.  Alors,  en  conduisant  au  cercle 
SB  deux  tangentes  pq  et  xy  parallèles  aux  précédentes,  ce  seront  les  traces 
horizontales  des  deux  plans  tangents  intérieurs. 

436.  Si  l'on  veut  trouver  pour  un  de  ces  quatre  plans,  par  exemple  PQR\ 
son  point  de  contact  avec  la  sphère,  on  coupera  cette  surface  par  un  plan 
OD  perpendiculaire  à  PQ;  et  après  avoir  rabattu  la  section  sur  le  grand  cercle 
horizontal,  on  tirera  la  tangente  HO  dont  le  point  de  contact  0,  ramené  en/bi| 
fournira  la  projection  horizontale  du  point  où  la  sphère  est  touchée  par  le 
plan  PQR^  La  projection  verticale  yî  se  déduira  aisément  de  là. 

PROBLÈME  2.  Par  un  point  donné ,  mener  un  plan  tangent  à  deux 
sphères. 
FiG.  93.  457.  Adoptons  pour  plan  horizontal,  celui  qui  passe  par  les  centres  O  et 
0'  des  deux  sphères  et  par  le  point  donne  S!\  Alors,  sans  recourir  à  un  second 
plan  de  projection,  nous  pourrons  mener  aux  deux  grands  cercles  horizontaux 
la  tangente  commune  MNA  qui,  eu  tournant  autour  de  OO'A,  engendrera 
une  surface  conique  évidemment  circonscrite  aux  deux  sphères  données.  Ce 
cône  AMP  est  ce  que  devient  ici  la  surface  développable  Z  du  n*  426,  car  il 
est  bien  Yenveloppe  de  toutes  les  positions  que  prendrait  le  plan  vertical  MNA 
tangent  aux  deux  sphères,  en  roulant  sur  ces  deux  surfaces  à  la  fois.  Ainsi, 
puisque  fout  plan  tangent  à  ce  cône  touchera  les  deux  sphères,  et  que  la  ré- 
ciproque est  pareillement  vraie,  le  problème  primitif  se  réduit  à  mener  du 
point  donné  A"  vn  plan  tangent  au  cône  AMP.  Pour  cela ,  on  sait  qu'il  faut 
tirer  la  droite  AA'',  et  du  point  ou  elle  ira  percer  le  plan  du.C6i*cle  vertical 
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]lfP)  base  du  c6ne ,  tirer  à  ce  cercle  deux  tangentes  ;  opération  qui  s'effec- 
tuera aise'menty  en  rabattant  le  cerclé  MP  autour  de  son  diamètre ,  comme 
on  Ta  TU  aun<>  401. 

438.  Il  est  plus  simple  de  remarquer  que  le  problème  primitif  se  réduit 
à  méfier  par  la  droite  kk!\unpîan  tangent  à  la  sphère  Oj  car  ce  plan  touchera 
eTidemment  le  cône  AMP,  et  par  suite,  la  sphère  O^  que  ce  cône  circonscrit. 
Or,^  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n*^  403,  il  suffit  de  tracer  le  nouyeau  cône 
A^'ir'P"'  circonscrit  pareillement  à  la  sphère  0,  et  Tintersection  des  deux  cer- 
cles Terticaux  MP  et  WV\  fera  connaili^e  immédiatement  la  projection  hori- 
zontale fi  du  point  de  contact  de  la  sphère  ayec  le  plan  tangent  demandé.  La 
seconde  projection  de  ce  point,  sur  un  plan  yertical  choisi  à  volonté ,  s'ob- 
tiendra aisément  en  rabattant  le  cercle  MP  autour  de  son  diamètre,  et  par-là 
la  position  du  plan  tangent  sera  complètement  déterminée  ;  mais  nous  laisse- 
rons au  lecteur  le  soin  d'effectuer  ces  opérations  très-simples,  qui  conduiront 
évidemment  à  deux  plans  tadgents  extérieurs. 

439.  On  peut  trouver  deux  autres  plans  tangents  intérieurs^  en  considérant 
le  cône  amp  décrit  par  la  tangente  man  commune  aux  deux  grands  cercles 
horisoDtaux,  mais  placée  entre  ces  circonférences.  Alors,  par  des  considéra- 
tions analogues  aux  précédentes  ,  on  yerra  qu'il  suffit  de  mener  par  le  point 
k!\  un  plan  tangentaucâne  amp;  ou  bien  4c  mener  par  la  droite  ak^unplan 
tangent  d  la  sphère  O;  de  sorte  que  le  point  de  contact  X  sera  donné  par  l'in- 
tersection des  deux  cercles  M'^P"  et  tnp. 

440.  11  n'est  pas  besoin  d'ayertir  que  les  quatre  solutions  précédentes  se 
réduiront  à  deux,  ou  n'existeront  pas  du  tout,  suivant  la  position  qu'aura  le 
point  donné  Af^  par  rapport  aux  deux  sphères,  ou  par  rapport  aux  cônes  cir- 
conscrits extérieur  et  intérieur.  En  outre,  l'un  de  ces  cônes  ou  tous  les  deux 
disparaîtront,  si  les  sphères  données  se  coupent,  ou  bien  si  Tune  enveloppe 
l'autre. 

PROBLÈME  3.  Trouver  un  plan  qui  soit  tangent  à  trois  sphères  données. 

441  •  Adoptons  encore  pour  le  plan  horizontal ,  celui  qui  passe  par  les  Fig.  93. 
centres  O,  O^,  0''  des  trois  sphères  données  ;  puis ,  remarquons  que  les  sur- 
faces développables  2  et  2,  (n"*  431)  qui  doivent  être  circonscrites  aux  sphères 
O  et  O',  O  et  O",  deviennent  ici  les  deux  cônes  AMP  et  A"M"P".  Alors,  en  tra- 
çant leurs  courbes  de  contact  avec  la  sphère  0,  lesquelles  se  réduisent  aux 
deux  cercles  verticaux  MP  et  M''P',  les  deux  points  de  section  qui  sont  pro- 
jetés en  ju,  seront  ceux  où  les  plans  tangents  de  la  sphère  0  toucheront  à  la 
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fois  le  câoe  AMP  et  le  cône  à''M"'F^;  par  conséquent,  cfes  d«ux  plans  seront 

aussi  tangento  aux  sphères  O'  dt  (y^  et  ib  les  tolicherottt  wiéfteuremenL 

442.  Mais  comme  il  existe  deuxautres  cônes  circonscrits  iniérieuremeni  aux 
groupes  dè^  sphères  O  et  0^^  O  et  0'\  lesqueb  peuvent  être  combinas  d*unè 
oiaaière  aoalogue,  soit  entre  eux,  s(Mt  a?ec  les  oAnes  extéridtirs^  il  en  résul- 
tera généralement  huU  ^oluêionê  pour  le  problème  proposé,  savoir  : 

Deux  plans  tang^ents  extérieurs  fournis  par  les  cônes  AMP  et  A^'M'^P',  et 
dont  les  points  de  contdctavec  la  sphère  0  sont  projetés  en  fx; 

Deux  plans  tangents  inférieurs  fournis  par  les  cônes  AMP  et  si*'nif*ff'\  \t^ 
points  de  contact  avec  la  sphère  O  sont  projetés  en  y  ; 

Deut  plans  tangents  intétiswrs  fournis  par  les  céoes  amp  et  A'^M"?'';  leui*s 
points  de  contact  sont  projetés  en  X; 

Enfin,  deux  plans  tangeotts  iniérieuri  fournis  par  lescônos<im/>,  ijl'wC'jf^  et 
dont  les  points  de  contact  sont  projetés  en  vr. 

443.  Il  est  facile  d'apercevoir  que  ces  huit  plans  tangeots  se  déduiront  à 
quatre^  si  deux  des  sphères  se  ooùpent  ;  quand  une  d'elles  renoontfera  les 
deux  autres^  il  y  aura  au  plus  deut  pians  tangents  communs ,  et  il  n'enexis** 
lera  aucun,  lorsqu'une  des  trois  sphères  sera  enveloppée  par  une  autre^  Maîs^ 
outre  ces  ca»  particuliers .,  la  question  sera  impossible  toutes  les  fois  que  les 
quatre  cercles  de  contact  MP,  M''F',  mp^  fn"p'\  ne  se  couperont  pas  ;  et  le 
nombre  de  leurs  points  de  section,  indiquera  toujours  le  nombre  de  solutions 
qu'admettra  le  problème  proposé. 

444.  Nous  n'avons  point  parlé  des  cônès  N'A'Q'  et  v^a'^  dMt  chacun  est 
cîroonscrit  aux  deux  spbèresCK  et  O'^  NéanmoinS'i  il  est  évident  que  tout  plan 
tangent  aBX  trois  sphères,  devra  aussi  towsher  le  oône  A^  ou  le  cône  a'  ;  de 
sorte  que  le  système  de  ces  deux  surfaces  coniques  aurait  pu  être  combina  , 
soit  avec  le  système  A  et  a,  soit  avec  le  sjistème  A^  et  a'\  pour  rësoudns  le 
problème  proposé.  En  outre,  puisque  chaque  plan  tangent  aux  trois  sphères 
touchera  en  même  temps  trois  des  cônes  circonscrits,  il  passera  par  leurs  som- 
mets, lesquels  se  trouveront  ainsi  è  la  fois  dans  un  plan  tangent  et  dans  le  plan 
des  trois  centres  des  sphères;  d  où  l'on  conclut  queles  sommets  des  trois  cônes 
touchés  par  un  même  plan,  seroM  toujours  en  ligne  droite.  Aussi  Ton  toit,  dans 
notre  épure,  que  les  sommets  deî%  six  cônes  ciitîônsciits  aui  sphères  ,  sont 
distribués  trois  à  trois  sur  quatre  droites  A  A"  A',  kci'af\  AVa^  k'af'a^  dont  la 
l>remière  renferme  les  trais  sommets  exîérîears^  et  chacune  des  autres  ,  un 
sommet  eittérieur  avec  dett:t  sommets  inférieurs. 

445.  Delà  on  peutdéduire un  théorème  remârquabledelaGëomctrie plane. 
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en  se  bornant  à  considérer  seulement  les  génératrices  des  cônes  et  les  grands 
cercles  des  sphères,  qui  sont  situes  dans  le  plan  des  trois  centres  0, 0",  (y\ 
En  effet,  comme  les  sommets  de  ces  cônes  sont  évidemment  les  points  de  ren- 
contre des  couples  de  tangentes  communes  à  deux  de  ces  grands  cercles,  on 
ea  conclut  que  si,  après  avoir  tracé  trois  cercles  quelconques  dans  un  même 
plan,  on  mène  toutes  les  tangentes  qui  peuvent  toucher  à  la  fois  deux  de  ces 
cercles,  les  êùf  points  de  rencontre  A  et  a,  Af  et  a\  A!'  et  a'\  déterminés  par  cha" 
que  couple  de  tangentes^  seront  placés  trois  à  trois  sur  qî4atre  droites^  dont  une 
contiendra  les  trois  points  extérieurs  ^  et  chacune  des  autres  un  point  extérieur 
a^ec  deux  points  intérieurs. 

Comme  exemple  d'un  plan  tangent  commun  à  plusieurs  surfaces,  nous  cite- 
rons encore  le  problème  résolu  au  n^  68,  et  où  il  s'agissait  de  trouver  un  plan 
qui  fût  tangent  à  deux  cônes  ayant  même  sommet. 
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QUESTIONS     DIVERSES. 


CHAPITRE    PREMIER. 


De  I hélice,  et  de  rhélicaide  développable . 


FiG.  96.  446.  L'HÉLICE  est  une  courbe  AMNCD....  tracée  sur  un  cylindre  quel- 
conque, et  telle  que  le^  ordonnées  (dirigées  suivant  les  génératrices)  soni 
proportionnelles  aua;  abscisses  curv  Hignes  comptées  sur  la  base  à  partir  (Tun  point 
fixe  A  ;  pourvu  qu'on  entende  ici  par  base  du  cylindre,  la  section  ortJvogonale 
faite  par  le  point  A.  C'est-à-dire  qu'on  doit  avoir  les  relations 

MP     NQ     CB_  ,  ^    '    1         ♦  1. 

jp=^=-^= =  A,     ou  généralement     z^^^ks^ 

en  désignant  par  ^  un  arc  quelconque  de  la  base ,  et  par  z  l'ordonnée  qui 
aboutit  à  son  extrémité  (*).  Le  nombre  k  qui  exprime  le  rapport  constant 
de  l'ordonnée  avec  Tabscisse  pour  tous  les  points  d'une  même  hélice ,  va-« 
rie  d'une  hélice  à  une  autre ,  car  on  en  peut  tracer  une  infinité  sur  le 
même  cylindre  ;  mais  chacune  est  complètement  déterminée,  dès  qu'on  as- 
signe le  rapport  k  et  le  point  A  choisi  pour  origine  des  abscisses.  D'ailleurs , 
il  est  évident  que  l'hélice  coupera  la  base  du  cylindre  précisément  en 
ce  point  A,  puisque  dans  Téquation  z  =^  ks  ^  l'hypothèse  «  =  0  donne  aussi 
z  =  0. 

447.  Lorsque  la  base  du  cylindre  est  une  courbe  fermée  APBA ,  l'abscisse 
Yariable  AP  =  s  peut  devenir  égale  au  périmètre  p  de  cette  base  ;  et  alors 
on  obtient  un  point  D  dans  lequel  l'hélice  vient  couper  une  seconde  (bis 


(*)  Nous  avoQ8  doDDé  précédemment  (o*  168)  une  autre  définition  de  lliélice  ;  mais  nous 
allons  faire  voir  tout  à  Theure  qu'elle  s'accorde  complètement  avec  la  définition  actuelle. 
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l'arèle  ÂF.  Or,  comme  celle  circonstance  se  reproduira  indëfiniment  pour 
des  abscisses  égales  à  St^,  3p, .  •  •  • ,  il  existera  sur  la  génératrice  ÂF  une 
infinité  de  points  où  l'hélice  Tiendra  la  rencontrer ,  et  qui  seront  à  des 
hauteurs 

AD  ==  A  =  pk.  A'  =  2p*,  h"  =  Bpk^....; 

par  conséquent  tous  ces  points  seront  distants  les  uns  des  autres,  d'une  quan- 
tité h  que  Ton  nomme  le  pas  de  Thélice.  Lorsque  ce  pas  est  assigné  directe- 
ment, et  que  le  périmètre  de  la  base  est  connu,  la  constante^  s'en  déduit 
immédiatement ,  puisque  d'après  la  définition  même  de  l'hélice  (n''  446), 
ce  nombre  exprime  le  rapport  de  Fordonnée  h  avec  l'abscisse  correspon- 
dante p  ;  ainsi,  daos  le  cas  où  la  base  du  cylindre  sera  un  cercle  du  rayon  R, 
on  aura 

448.  Ih  la  tangente  à  ThUice.  Comme  cette  courbe  n^est  pas  donnée  ici  Fie.  95. 
par  rintersection  de  deux  surfaces ,  il  faut  recourir  à  des  considérations  par- 
ticulières pour  obtenir  sa  tangente  en  un  point  quelconque  M.  Conceyons  le 
cylindre  développé  sur  le  plan  qui  touche  cette  surface  tout  le  long  de  la  géné- 
ratrice PML  ;  cette  ligne  demeurera  immobile^  et  la  base  orthogonale  APB 
deriendra  (n""  161)  une  droite  ATB'  perpendiculaire  à  PL,  tandis  que  les 
portions  des  autres  génératrices  conserTcront  leurs  mêmes  longueurs  et  leur 
parallélisme.  Par  conséquent,  si  l'on  porte  sur  la  transformée  de  la  base,  les 
distances 

PA'  -  PA,  PQ'^PQ,  PB'=  PB,..,, 

et  que  l'on  élève  les  perpendiculaires 

QN'  =  QN,  B'C=BC,.-  ., 

les  divers  points  A',  M,  N',  C,....,  donneront  la  transformée  de  l'hélice  sur 
le  développement  du  cylindre.  Or  il  est  aisé  de  prévoir  que  cette  trans- 
formée A'MN'C . . .  sera  une  ligne  droite  ;  car  les  ordonnées  et  les  abscisses 
rectilignes  de  cette  nouvelle  ligne,  ayant  la  même  grandeur  absolue  que  les 
ordonnées  et  les  abscisses  curvilignes  de  l'hélice,  elles  seront,  comme  ces  der- 
nières, ilans  un  rapport  constant;  ce  qui  est  le  caractère  exclusif  de  la  ligne 
droite. 
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Cela  posé,  je  dis  que  la  droite  A'MC  est  précisément  la  tangente  au  point  M 
de  l'hélice  primitive  AMC.  En  effet ,  cette  droite  est  d'abord  située  dans  le 
plan  tangent  du  cylindre,  qui  contient  un  élément  superficiel  LPplde  la  sur- 
face ;  et  comme  cet  élément  est  resté  immobile  pendant  le  développement 
de  la  surface,  il  en  résulte  que  l'élément  linéaire  Mm  se  trouve  commun  à  la 
courbe  AMC  et  à  la  droite  AldC;  donc  ces  deux  lignes  sont  bien  tangentes 
Tune  à  l'autre. 

449.  D'après  cela,  pour  obtenir  dorénavant  la  tangente  à  l'hélice,  il  suffira 
de  construire,  dans  le  plan  tangent  du  cylindre,  un  triangle  rectangle  MPA' 
qui  ait  pour  hauteur  l'ordonnée  MP  du  point  de  contact,  et  pour  base  une 
droite  A'P  égale  à  l'abscisse  AP  rectifiée  ;  l'hypoténuse  de  ce  triangle  sera 
la  tangente  demandée.  C'est  ce  que  l'on  peut  exprimer  d'une  manière  abrégée, 
en  disant  que /a  soutangente  k'Pest  égale  à  VabsoUse  curviligne  k}f  du  point  de 
cantact;  car  cette  règle  fera  connaître  le  pied  A'  de  la  tangente,  et  comme  le 
point  de  contact  M  est  connu,  la  position  de  la  tangente  sera  complètement 
fixée. 

D'ailleurs  on  voit  que  la  tangente  A'M  ainsi  déterminée,  aura  la  même  lon^ 
gueur  que  l'arc  dhélice  AM;  puisque  lune  est  la  transformée  de  l'autre,  d'a- 
près ce  que  nous  avons  dit  au  numeVo  précédent. 

450.  Observons  ici  que  l'angle  MAT  de  la  tangente  avec  le  plan  de  la 
base  du  cylindre,  sera  donné  par  la  formule 

^,      MP       MP       . 

or ,  comme  ce  dernier  rapport  est  constant  pour  tous  les  points  d'une  même 
hélice  (n^  446) ,  on  en  conclut  que  les  diverses  tangentes  à  cette  courbe  sont 
toutes  également  inclinées  sur  le  plan  de  la  base  du  cylindre;  et  par  suite  chacune 
de  ces  tangentes  coupe  la  génératrice  du  cylindre  sous  un  angle  constant  A'MP; 
résultat  qui  montre  que  la  définition  donnée  au  n^  163,  rentre  dans  celle  du 
n«  446. 
FiG.  94.  451.  Construisons  maintenant  les  projections  d'une  hélice,  en  prenant 
pour  base  du  cylindre  droit  sur  lequel  cette  courbe  doit  être  tracée,  un  cer- 
cle ABCD  dont  nous  adoptons  le  plan/,  pour  plan  horizontal  de  projection* 
Soient  d'ailleurs  (A,  A')  l'origine  et  A'A''  le  pas  de  l'hélice;  en  partageant  cet 
intervalle  A' A"  ou  OfO"  en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  par  exemple 
sHze ,  et  divisant  la  circonfeVence  ABCD  pareillement  en  seize  parties  égales 
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AL,  LM,  MNv*  %  il  suffira  d'élever  par  ces  points  de  diTision ,  des  ordonnées 
yerticales  PL',  Q'M' ,  R'N',...  respectivement  égales  à  iV,  t.,  h ,--  de 
l'intervalle  O'O" ,  pour  obtenir  divers  points  de  la  projeclion  verticale 
A'L'M'N'C'A" de  l'hélice  demandée  (*).  Quant  à  la  projection  horizon- 
tale de  cette  courhe,  c'est  évidemment  la  base  ABCD  du  cylindre  droit. 

452.  La  tangente  de  l'hélice  en  un  point  quelconque  (M ,  M')  ,  s 'obtiendra 
en  prenant  sur  la  tangente  au  point  M  de  la  base ,  une  longueur  MT  égale  à 
Tare  MA  rectifié  {n9  449)  ;  alors  le  point  (T ,  T')  sera  le  pied  de  la  tangente 
cherchée ,  laquelle  aura  pour  projection  MT  et  MT. 
'455.  D'après  cela,  on  voit  que  si  Ton  construisait  ainsi  diverses  tangentes  à 
l'hélice,  les  pieds  de  ces  droites  seraient  tous  situés  sur  une  courbe  ATGH.... 
pour  laquelle  on  aurait  MT  =  MA ,  BG  =  BA ,  EH  =  EA,...  ;  par  conséquent 
cette  courbe  n'est  autre  chose  que  U  développante  du  cercle  ABCD  (n««  199. 
201) ,  et  c'est  aussi  la  trace  horizontale  de  lasurfoce  lieu  des  tangentes  à  l'hé- 


{*]  Cette  projection  est  une  sinusoïde  ;  car ,  si  on  la  rapporte  à  deux  axes  B'X ,  B'Z  ,  dont 
1  origine  soit  au  point  B^,  et  que  Ton  compte  les  abscisses  curvilignes  de  Thëlice,  sur  la  sec- 
tion circulaire  faite  dans  le  cylindre  par  le  plan  horizontal  B'X,  on  aura  pour  un  point  quel- 
conque (E  ,  E') ,  les  relations 

B'F  =  MnBE,         -^•=*; 

00  bien  y  en  comptant  les  sinus  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  Tunité, 

n   .    *         «  * 


et  alors,  par  Télimination  de  l'arc  a ,  on  trouve 

X  =  R  sin  (  SttJ  ] 


pour  Téquation  de  la  projection  de  l'hélice  sur  le  plan  des  deux  axes  B'X  et  B'Z»  En  y  joi-- 
goant  rëquation  du  cylindre 

,«  H-  y»  =  RS 

qui,  combinée  avec  la  précédente ,  conduit  à 


y 


=  Rco8(â7r|y 


on  aura  les  trois  projections  de  l'hélice  sur  des  plans  rectangulaires  dont  l'origine  serait  an 
point  (  0,  B'  ). 
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lice ,  surface  que  Ton  nomme  rkélicoide  développcMe ,  et  sur  laquelle  nous  re- 
viendrons tout  à  l'heure. 
94.      454.  Èiani  donnée  une  A^tc^  (AMBCDA ,  A'M'CA''C'%....),  mmer  àceUe 
courbe  une  tangente  qui  soit  parallèle  à  un  plan  donné  U'VS. 

Rappelons-nous  d^abord  que  toutes  les  tangentes  à  l'hëtice  font  un  angle 
constant  avec  la  verticale  (n°  450) ,  et  qu'ainsi  elles  sont  respectivement  pa- 
rallèles aux  génératrices  d'un  cône  de  révolution,  dont  Taxe  serait  vertical,  et 
dont  le  demi-angle  au  centre  égalerait  l'inclinaison  commune  des  tangentes  sur 
les  arêtes  du  cylindre.  Pour  connaître  cette  inclinaison,  je  construis  la  tangente 
particulière  au  point  (B ,  B'),  parce  qu  elle  sera  évidemment  parallèle  au  plan 
vertical ,  et  me  fournira  ainsi  la  vraie  grandeur  de  l'angle  cherché  :  je  prends 
donc  sur  la  tangente  au  cercle  ,  une  longueur  BG  égale  à  l'arc  AB  rectifié,  et 
projetant  le  point  G  en  G^  sur  la  ligne  de  terre  ,  j'obtiens  la  tangente  (  BG  ^  B'G'  ) 
relative  au  point  (B ,  B').  Alors,  en  lui  menant  par  le  point  (0 ,  B')  une  paral- 
lèle (  0^ ,  B'G'),  et  faisant  tourner  cette  dernière  autour  de  la  verticale  O,  je 
forme  le  cône  droit  en  question  ,  lequel  a  pour  base  le  cercle  du  rayon  Og. 
Maintenant ,  je  coupe  ce  cône  par  un  plan  parallèle  à  UTS ,  et  mené  par  le 
sommet  (O,  B')  :  on  sait  comment  obtenir  (n""  25)  la  trace  horizontale  al6 
d'un  pareil  plan  ,  qui  donne  pour  ses  intersections  avec  le  cône ,  les  deux  gé- 
nératrices Oa  et  06  parallèles  au  plan  SVU';  par  conséquent ,  les  tangentes  à 
rhélice  qui  jouiront  de  cette  dernière  propriété,  s'obtiendront  sur  le  plan  ho* 
rizontal ,  en  menant  au  cercle  la  tangente  MT  parallèle  à  Oa,  et  la  tangente 
EH  parallèle  à  0^.  De  là  ,  on  conclura  leurs  projections  verticales,  en  prenant 
MT  =  MA  et  EH  =  EBA  ,  ce  qui  fera  connaître  les  pieds  (T,  T')  et  (H,  H') 
des  tangentes  demandées,  qui  seront  enfin  (MT  ,  M^T')  et  (EH ,  E'H^).  Il  y  en 
aurait  d'ailleurs  une  infinité  d'autres  parallèles  à  celles-là,  et  relatives  aux 
points  M"  et  E'' ,  M'"'  etF"\ des  diverses  spires  de  l'hélice  indéfinie. 

Observons  aussi  que  Ton  pouvait  mener ,  sur  le  plan  horizontal ,  une  se- 
conde tangente  fiS  parallèle  à  Oa  ;  mais  cette  droite ,  considérée  comme  la  pro- 
jection  d'une  tangente  à  l'hélice,  aurait  son  point  de  contact  en  (u,  fi)  ;  d'où 
Ton  voit  clairement  que  sa  projection  verticale  ne  serait  plus  parallèle  à  celle 
de  la  génératrice  du  cône  projetée  sur  Oa;  ainsi  il  faut  rejeter  la  tangente /u6. 
Une  pareille  ambiguité  se  présenterait  pour  la  génératrice  OS;  mais  elle  se  le- 
veia  toujours ,  en  exigeant  que  la  tangente  et  la  génératrice  du  cône  soient  pa- 
rallèles sur  les  deux  plans  de  projection  à  la  fois. 

455.  Si  Ton  demandait  de  mener  à  Thélice  une  tangente  qui  fui  purallèle  A 
une  droite  donnée ,  le  problème  serait  en  général  impossible,  à  moins  que  cette 
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droite  ne  fit  elle-même  ayec  la  verticale,  un  angle  égal  à  l'inclinaison  com- 
mune de  toutes  les  tangentes  de  Thélice  sur  les  arêtes  du  cylindre;  mais  si  cette 
condition  était  remplie  ,  alors  il  ne  s'agirait  que  de  mener  au  cercle  ABCD, 
une  tangente  parallèle  à  la  projection  horizontale  de  la  droite  donnée,  et 
Ton  en  déduirait ,  comme  ci-dessus ,  la  projection  yerticale  de  la  tangente  à 
lliéUce. 

456.  L'HÉLIGOIDE  développable  est  la  surface  engendrée  par  une  droite  Fie.  96, 
mobile  et  indéfinie,  qui  glisse  sur  une  hélice  ,  en  lui  demeurant  constamment 
tangente.  Nous  appelons  cet  hélicoïde  développable^  tant  pour  le  distinguer  d\i  ii 
autre  hélicoïde  qui  est  gauche  et  dont  nous  parlerons  plus  loin,  que  parce 
que  la  surface  actuelle  satisfait  évidemment  (n*"  181)  à  la  condition  que 
deux  génératrices  infiniment  voisines  se  trouvent  dans  un  même  plan.  Pour 
représenter  graphiquement  cette  surface,  on  pourrait  d'abord  tracer  l'hélice 

(ASydkXTrA,  A'e'/cTV/VA") , 

puis,  construire  ses  tangentes  aux  divers  points  (A,  A')^  (5,6'),  (y,  y), ; 

mais  il  sera  plus  commode  et  plus  exact  de  déterminer  ces  droites,  en  cherchant 
immédiatement  leurs  traces  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  et  sur  un 
autre  plan  horizontal  a'k^'V  élevé,  au-dessus  du  premier,  d'une  quantité  A' A'^ 
égale  an  pas  de  Thélice;  parce  qu'alors  la  projection  verticale  de  cette  hélice 
sera  formée  directement  parles  intersections  successives  de  ces  diverses  géné- 
ratrices, pourvu  qu'elles  soient  assez  multipliées.  Or,  déjà  nous  savons 
(n®  455)  que  les  traces  horizontales  de  ces  droites  sont  situées  sur  la  dévelop* 
pante  de  cercle  A3CIMEF...,  que  l'on  construit  en  prenant  sur  les  tangentes  à 
la  base  du  cylindre,  les  distances 

fB  =  cA,  yC  :«yA,  (»  =  «î^A,.... 

Ensuite,  pour  avoir  leurs  traces  sur  le  plan  supérieur  ah!\  j  observe  que  la 
droite  inconnue  (Aa,  AV)  qui  sera  tangente  à  l'hélice  au  point  (A,  A'), 
doit  faire  avec  la  verticale  un  angle  détermine  (n^'  450)  par  la  relation 

i  k*'a'     2«Tt 

tang  A"AV=  -j  ,   ou  bien  — -^saa  -j-  ; 

or,  comme  on   a  pris  A" A'  =  A,  il  en  résulte  que  M'a'  =  ÎttR,  c'est-à-dire 
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que  l'inlervalle  iocoanu  h!' à  ou  ka  doit  éire  égal  à  la  circonférence  du  rayon 
OA,  ce  qui  permet  de  construire  immédiatement  la  première  génératrice 
(Aa^  AV)  de  l'hélicoïde.  D'ailleurs,  dans  les  diverses  positions  que  prendra 
cette  droite  mobile,  la  portion  comprise  entre  les  plans  horizontaux  L'A'  et 
a' S!'  conservera  une  longueur  invariable^  puisqu'elle  aura  toujours  une  indinai- 
sou  constante  (n*  450)  sur  ces  plans  parallèles;  il  en  sera  évidemment  de 
même  pour  les  projections  horizontales  de  ces  portions  de  génératrices,  qui 
demeureront  égales  en  longueur  à  ka.  Par  conséquent,  si  à  partir  de  la  dé«« 

veloppante  inférieure  ABGDEF on  porte  sur  les  tangentes  du  cercle,  les 

longueurs 

Aa,  Bfc,  Ce,  Drf,  Ec,  F/*,..,., 

toutes  égales  à  la  circonférence  OA  rectifiée  ;  puis ,  si  Ton  projette  les  divers 

points  a,  ib,  e^  (f,  e^ sur  le  plan  horizontal  supérieur  a  A'',  en  même  temps 

que  les  extrémités  inférieures  A»  B,  C,  D,  E,....  sur  la  ligne  de  terre,  on 
pourra  construire  immédiatement  les  projections  verticales 

AV,  B'6',  CV.  D'd.  EV,  F7>,.... 

des  génératrices  de  Thélicoide;  et  ces  droites  dessineront,  par  leurs  intersec* 
lions  consécutives,  l'hélice  même  k'i'yd't'KTik"  à  laquelle  elles  devaient  .être 
tangentes. 
FiG.  96*  457.  La  courbe  abcdef,....i\m  est  la  projection  horizontale  de  la  trace  de 
l'hélicoïde  sur  le  plan  supérieur  a*k!\^  se  trouve  nécessairement  une  dévelop- 
pante du  cercle  OA,  symétrique  de  la  première  ABCDE*.  • .  En  effet,  puisque 
la  droite  Dck/par  exemple,  est  égale  à  la  circo9férence  totale,  et  que  la  par- 
tie m  égale  l'arc  Ac^,  il  faut  bien  que  le  reste  dd  soit  égal  à  l'arc  ^A;  ainsi 
cette  spirale,  située  dans  le  plan  supérieur  a'h!^  viendra  se  terminer  au  point 
(A,  A^'),  si  l'on  se  borne,  comme  dans  notre  épure,  à  considérer  une  révolu- 
tion unique  de  la  génératrice  mobile. 

458.  D'après  cela,  on  peut  aisément  construire  enreliefldi  surface  que  nous 
Venons  de  décrire;  car,  en  prenant  deux  plateaux  sur  lesquels  on  tracera  les 
deux  spirales  ABCDEF....,  abcdef....^  et  en  les  maintenant  dans  une  situation 
parallèle  et  symétrique,  au  moyen  de  tiges  verticales,  il  suffira  de  tendre  des 
fils  qui  réunissent  les  pointe  correspondants  A  et  a,  B  et  &,  C  et  c,  D  et  rf,...; 
et  l'ensemble  de  ces  fils  rectilignes  représentera  l'hélicoïde  développable,  dont 
rareté  de  rebroussemmt  (n**  1 78)  sera  l'hélice  figui^e  aussi  par  les  intersections 
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eoiaéeuUves  de  ces  mêmes  fils.  Si,  d'ailleurs,  on  évide  sur  le  plateau  supé- 
rieur, l'ioteVieur  delaeîropDférenceOA,  on  aperoerra  très-aensiblemeut  celte 
hëlioe  eu  forme  d'arélesdîlkiaie;  ce  qui  justifiera  auK  yeux  du  spectateur,  la 
déuominatian  attribuée  dans  toutes  les  surfaces  développables,  à  la  courbe  fbrr 
mée  par  les  iotersectioas  des  génératrices,  laquelle  partage  la  surface  eu  deux 
nappes  distinctes,  mais  réunies  par  un  rebroussementle  long  de  cette  courbe^ 

459.  Pour  manifester  ici  cette  pirconstanee  importante  du  rebroussemeot ,  Viq.  96. 
oooatruisoBS  la  section  £aite  dans  l'hèlicoide  par  un  plan  horizontal  quelcoin* 
que  XT\  En  projetant  sur  ie  plan  inférieur,  les  points  de  cencontre  de  XY' 
avec  les  projections  yerticales  des  ge'nératrices^  on  obtiendra  une  spirale  com^ 
posée  de  deux  branches  XWX  etXZY,  placées  Tune  sur  la  nappe  itipérieure 
formée  par  les  portions  de  génératrice  situées  au-dessus  de  leurs  points  de 
contact  aTec  l'hélice,  et  lautre  sur  la  nappe  inférieure;  et  je  disque  cette  spi-- 
raie  est  aussi  une  développante  du  cercle  OA.  En  effet ,  si  le  plan  X'T^  est 
mené,  par  exemple ,  par  le  milieu  X  de  la  hauteur  A'A^',  il  coupera  toutes  les  . 
génératrices  en  deux  parties  é^Ies  ;  de  sorte  que  son  point  de  section  avec  la 
droite  (Ik/,  D'ûf')  sera  tel  que  DW  égalera  la  demi-ciroooférence  A(fiL;  mais 
puisque  déjà  la  partie  D^  »  A<^,  il  s'ensuivra  que  le  reste  ^W  égalera  Tara  ^; 

on  trouvera  de  mâmeigue  AX  «  AcKl,  et /dZ  »  /)X, Doue  la  section  XW^Y 

est  bien  une  développante  du  cerde  OA,  laquelle  a  pour  origine  le  point  X  ; 
et  la  fimne  de  œtte  spirale  en  ce  point ,  manifeste  clairement  le  rebrousse- 
ment  que  présentent  les  deux  nappes  de  la  sur&ce ,  lorsqu'elles  s'approchent 
de  l'hélice. 

46().  Voyone,  maintenant,  quelles  seront  les  sections  faites  dans  Thélicoïde 
par  un  cylindre  ¥WZp  concentrique  avec  celui  qui  conticyat  Thélice  primitive. 

Pour  cela,  prenons  d abord  les  points  F ,  « ,  0, 01^  le  cercle  FWZf>  coupe 

les  porti<Mis  inférieurei  des  génératrices  sujr  le  plan  horizontal,  et  rapportons 
ces  points  sur  les  projections  verticales  des  mâmes  droites  ;  ensuite ,  faisons 
la  même  opération  pour  les  points  £,  17,  W,«..«  où  les  portions  Mpérieures  des 
génératrices  sont  rencontrées  par  le  cylindre  proposé ,  et  nous  obtiendrons 
les  deux  courbes 

(FaJZo),  FVer'û)')    et    {^yiWKp,  ^yf^ttip), 

litnées  Tune  sur  la  napp^  inférieure  de  rhélicoîde,  l'autre  aur  la  nappe  supé^ 
rieure,  et  qui  seront  aussi  des  héliœsàe  même  pas  que  Thélice  (  A^,  k'sy^'l. 
En  effet,  les  portions  de  génératrices  ( pF ,  9 F')»  (Xx^  ^V),(n6,  7r'9'),..«. 
sont  toutes.de  même  longueur,  puisqu'elles  aoi^t  projets  sur  dfis  droites 

29 
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évidemment  égaies 9F  ss  Xa^^sTr^,....  et  que  leur  iacHaaison  sur  le  plan  ho-» 
lîzontal  est  constante.  Donc,  lorsque  la  droite  finie  (^F,  y'F')  parcourra 
l'hélice  donnée,  en  lui  demeurant  tang^ente  par  son  extrémité  mobile  (  9»,  cp'  )« 
l'autre  extrémité  (  F  ,  F^  )  s'élèyera  de  quantités  égales  aux  difféi^ences  de  ni* 
veau  des  points  (9,  y),  (X,  X'),  (tt,  tt'),...  ;  or  ces  différences  sont  propor- 
tionnelles aux  arcs  fX^  fh:^....  qui  ont  évidemment  entre  eux  le  même  rap- 
port que  les  arcs  Fa,  Fa0,.««.  ;  par  conséquent  ces  derniers  se  trouveront 
eux-mômes  proporlionnels  aux  ordonnées  des  points  (a,  a\  (d,  &0,....*et  la 
courbe  {F<xô,  FVô')  sera  bien  une  hélice  dont  le  pas  égalera  celui  de  l'hé- 
lice (ASy,  A'^y),  puisquau  bout  dune  révolution  ,  les  deux  points  (F,  F') 
et  (9),  (f)  auront  monté  de  la  même  quantité  h. 

On  démontrera  la  même  proposition ,  d'une  manière  analogue,  pour  la 
section  (1)7 W,  fVW). 
FiG.  96.  461.  Il  est  bon  d'observer  ici,  comme  une  conséquence  immédiate  deee 
.  qui  précède,  que  quand  une  droite  mobile  et  indéfinie  (  F9/,  Fy/*')  glisse  sur 
une  hélice  (AC/c^....,  k'^'yâ')^  en  lui  demeurant  tangente  pxr  un  même  poinê 
qui  reste  invariable  sur  la  droite  mobile  ,  tout  autre  point  (F,  F')  de  cette 
dernière  ligne  décrit  aussi  (n""  460)  une  hélice  de  même  pas  que  la  première. 
Mais  si  la  tangente  roulait  sur  l'hélice,  sans  glisser^  de  telle  sorte  que  chaque 
élément  de  la  droite  Tint  s'appliquer  successivement  sur  les  éléments  de  la 
courbe,  alors  un  point  quelconque  (F,  F^)  de  la  droite  mobile,  resterait  tou« 
jours  dans  un  même  plan  horizontal,  et  y  décrirait  (  o?  455  )  une  développante 
du  cercle  qui  sert  de  base  à  l'hélice  primitive. 

462.  Le  plan  tangent  pour  un  point  quelconque  (0,  û')de  Thélicoide,  est  le 
même  que  dans  tout  autre  point  de  la  génératrice  ifOp^  V'&p  ) ,  ainsi  que  nous 
l'avons  démontré  (n<^  177)  pour  toute  surface  développable  :  donc  le  plan 
demandé  renfermera  la  tangente  PV  à  la  spirale  ABCLP,  et  cette  droite  sera 
précisément  la  trace  horizontale  de  ce  plan  tangent,  lequel  se  trouve  par  là 
suffisamment  déterminé.  Observons  d'ailleurs,  que  comme  la  ligne  Ptt  tan- 
gente  à  la  développée  ASX;r,  est  toujours  normale  (n*"  197}  à  la  développante 
ABCLP,  il  s'ensuit  que  la  trace  PV  du  plan  tangent  se  trouvera  perpendicu- 
laire sur  la  génératrice  (Ptt,  PV),  et  qu'ainsi  ce  plan  renfermera  le  rayon 
(Ott,  OV)  du  cylindre.  D'où  l'on  peut  conclure  que  le  plan  tangent  de  Théli- 
coïde  se  trouve  déterminé  par  la  génératrice  sur  laquelle  est  le  point  donné , 
et  par  le  rayon  du  cylindre  qui  aboutit  au  point  de  contact  de  cette  génë-» 
ratrice  avec  l'arête  de  rebroussement. 

463.  Il  résulte  évidemment  de  là  que  tous  les  plans  tangents  de  l'hèlicoide 
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font,  avec  le  plan  horizontal ,  un  angle  constant  ^qui  égale  rinclinaison  de  la 
tangrente  à  l'hëlice  primitive.  D'ailleurs  ,  chaque  plan  tangent  tel  que  ttPV, 
contenant  deux  génératrices  infiniment  Toisines  qui  sont  des  tangentes  à 
l'hélice ,  n'est  autre  chose  que  le  plan  oscillateur  [n?  177  )  de  cette  courbe  5  et 
par  suite ,  l'hélicoîde  est  Fenveloppe  de  tous  les  plans  osculateurs  de  son  arête  de 
rebroussement ,  comme  cela  arrive  dans  toute  surface  développable  (n*  181). 

464.  D'après  cela  ,  le  contour  apparent  de  rhe'licoïde  sur  le  plan  vertical 
de  projection ,  est  formé  par  les  droites  (L/ ,  L7') ,  (  Aa ,  A V  )  ,  (  AU ,  A'TJ') , 
puisque  le  long  de  ces  géne'ratrices ,  le  plan  tangent  se  trouve  perpendicu- 
laire au  plan  vertical  :  seulement ,  une  partie  des  deux  dernières  ge'nératrîces 
est  recouverte  par  la  première,  et  se  trouve  rendue  invisible  par  celte  circon-» 
stance.  Quant  au  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal,  il  est  formé  évi- 
demment par  l'hélice  (AffytJA  ,  A'ffycJV  ) ,  quoique  le  long  de  cette  courbe  les 
plans  tangents  de  Fhélicoïde  ne  soient  pas  verticaux^  ainsi  que  l'exigerait  la 
règle  générale  du  n*  108;  mais  c'est  qu'ici  la  surface  présente,  pour  limite 
des  parties  yisibles ,  la  circonstance  particulière  d'un  rebroussement.  On  doit 
ajouter  à  ce  contour  les  spirales  ABCGQRS  et  abclpqrk ,  qui  terminent  la  por- 
tion de  surface  que  nous  nous  sommes  borné  à  considérer  ici ,  avec  le  soin 
d'omettre  la  partie  de  la  première  qui  est  recouverte  par  la  seconde  ;  et  d'a- 
près ces  remarques  .  il  sera  aisé  au  lecteur  de  se  rendre  /compte  des  parties 
pleines  et  ponctuées  que  présente  notre  épure. 

465.  Développement  de  Vhélicoîde.  On  pourrait  leflFectuer  ici ,  comme  dans 
toute  surface  développable ,  en  partageant  une  courbe  plane  ABCDGL  située  17, 
sur  la  surface,  en  petits  arcs  sensiblement  confondus  avec  leurs  cordes  ;  alors 

les  secteurs  élémentaires  projete's  sur  D()yC,  Eec^D,  FyeE  , pourront  être 

regardés  comme  des  triangles  dont  les  côtés,  connus  par  leurs  projections , 
seront  faciles  à  évaluer  ;  de  sorte  que  ,  si  l'on  construit  ces  triangles  sur  un 
même  plan  et  à  la  suite  les  uns  des  autres ,  leur  ensemble  représentera  le  dé- 
veloppement de  la  surface  en  question.  Toutefois,  il  faut  avouer  que  ce 
mode  d'opérations  donnerait  lieu  à  des  chances  d'erreurs  accumulées,  qui 
disparaîtraient  si  l'on  connaissait  d'avance  la  forme  que  doit  prendre ,  sur  le 
développement,  une  certaine  courbe  donnée  sur  la  surface  primitive;  et 
c'est  ainsi  que  nous  en  avons  usé  pour  les  cylindres  et  les  cônes  ,  dans  les 

n^243  et  251. 

466.  Or ,  dans  rhélicoïde  développable  ,  il  arrive  que  toutes  les  hélices  ont 

pour  trans formées j  sur  le  développement,  des  cercles  concentriques .  En  effet,  si 
nous  concevons  Thélice  arête  de  rebroussement  (A6^...,  k'S^yd' ...) ,  comme 
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partagée  en  ëlëments  ifpiuT  projetés  sur  kStSy^y9^..^i\eBi  fecifae  d'aperoe- 
Toir  que  tous  les  angles  de  contingence  sont  4gau»  entre  eux  dans  cette  ligne  à 
double  courbure  ;  car  celui  qui  est  projeté  sur  D^  ^  étant  combiné  avec  la 
verticale  d  ^  forinei^a  un  angle  trièdre  dans  lequel  deuiL  faces  et  Tangle  dièdre 
compris  resteront  les  mêmes  pour  tous  les  points  de  Théliee.  Mais  ces  angles 
de  contingence»  qui  changent  ordinairement  de  grandeur  pour  une  courbe 
quelconque  tracée  sur  une  surface  que  Ton  développe^  demeurent  inmariahlee 
quand  il  s'agit  de  laréle  de  rebroussement  (n*  179,  note)\  donc  rhelice 
{këyi..,,^  k'^yd'  ««.)  se  transformera  dans  une  courbe  plane,  dont  les  angles 
de  contingence  seront  égaux  entre  eux ,  pour  des  arcs  de  même  longueur  ; 
par  conséquent  cette  transformée  aura  une  courbure  uniforme  (n^  198),  et 
dès  lors  elle  sera  un  cercle. 

Maintenant ,  pour  une  autre  hélice  {Jtafflxù ,  FV^Tu)  située  sur  le  même 
hélicoïde ,  on  obtiendra  sa  transformée  en  traçant,  sur  le  développement, 
des  tangentes  au  cercle  dans  lequel  se  sera  changée  l'hélice  (  A^...,  A^^y...)> 
et  en  prenant  ces  tangentes  égales  aux  portions  de  génératrices  (^F,  f  F')  , 
(Xa,  XV)  (tt^,  TZ&) ,....  Or  ,  comme  ces  dernières  droites  ont  toutes  la  méncie 
longueur  (n"*  460) ,  il  arrivera  évidemment  que  leurs  extrémités  aboutiront 
sur  une  circonférence  concentrique  avec  la  précédente  :  donc ,  etc^ 

FiG.  96.  467.  Pour  faire, servir  cette  propriété  des  hélices  au  développement  de 
l'hélicoïde  sur  un  de  ses  plans  tangents ,  nous  choisirons  le  plan  LVT! 
qui  est  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  et  qui  renferme  les  deux  droites 
(LX,  LT),  ((^«i  LV)  tangentes  aux  deux  hélices  projetées  sur  A6X  et  Fa9. 
Or,  comme  ces  droites  defront  se  retrpuver  tangentes  aux  deux  cercles  dans 
lesquels  ces  hélices  se  transformeront ,  il  n'y  aura  qu'à  rabattre  ce  plan 
autour  de  LL^  avec  les  deux  tangentes  en  question  qui  deviendront  évidem- 
ment LX''  et  ^'  ;  puis ,  élever  sur  ces  dernières  lignes  les  pet*peodiculaires 
*X"0"  et  a"0" ,  qui  détermineront  le  centre  0"  et  les  rayons  de  ces  deux 
transformées  circulaires. 

FiG.  •  96      Cela  posé,  sur  la  fig.  07  et  avec  un  rayon  O^X,  égal  à  la  droite  0"X''  de 

^L  ^'.  la /£^.  96  I  je  décris  une  circonférence  sur  laquelle  il  faudra  marquer  de« 

arcs  qui  aient  la  même  longueur  que  les  arcs  d'hélice  projetés  sur  Aff ,  ff/, 

)^, Or,   puisque  la  demi-spire  (ACyX ,   A'^y'X')  est  égale  en    longueur 

(n"*  449)  à  sa  tangente  (LX,  LT) ,  nous  tracerons  la  tangente  X,L,  égale  à 
X'L';  et  après  avoir  divisé  cette  droite  X,L,  en  huit  parties  égales ,  nous  tes  re- 
porterons sur  la  circonférence  depuis  X^  jusqu'en  A,  et  A  ;  alors  l'arc  de  cercle 
A,X, A, sera  la  iransfor^mée  de  la spireeniîère  ( ACyXA,  MffyXk!').  Ensuite, nous 
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n9èiier«>fis  les  lang^teé^^B,.,  ^^,0, ^  (^,D^,....  que  nous  feron» égpales  à  1, 2|  8, .  ».* 
àeé  diTÎMoaa  de  X^h^  ei  èe  aeroot  les  Traies  lougueiira  des  génératrkes  de  Vhé^ 
licoide^  comprises  depuis  1  arête  de  rebroussemeût  jascfu^au  plan  boriaaDtal; 
de  aorte  que  la  nfi(/ipe  inférieure  de  cette  sitrfaôe  èetronteradéyeloppée  suivant 
la  forme 

dont  le  contour  extérieur  est  éyidemment  la  développante  du  cercle  A^X^A,, 
tandis  que  la  circonférence  F,(x,6,ca,  sera  la  transformée  de  l'autre  hélice 
(FaSo),  ¥*aQ^cû).  Quant  au  développement  de  la  nappe  supérieure  de  Théli- 
coide,  on  l'obtiendrait  en  prolongeant  chaque  génératrice  F^^^,  de  manière 
que  sa  longueur  totale  F^f  égalât  le  double  de  L,X,. 

468.  Nous  aurions  pu  éviter  de  recourir  à  la  seconde  he'Iice  (Fa9,  F  aV), 
pour  trouver  le  rayon  0,X,  =  O'T  du  cercle  suivant  lequel  se  transforme  Thé- 
lice  primitive  (A^yX,  A'^'/X'),  attendu  que  ce  rayon  doit  être  précisément  le 
b  rayon  de  courbure  (n*"  198)  de  cette  dernière  hélice;  car^  dans  le  développe- 
ment d'une  surface  développable,  on  sait  (note  du  n"*  179)  que  Tarète  de  re- 
broussement  conserve  les  mêmes  angles  de  contingence  qu'auparavant,  ainsi 
que  des  arcs  de  même  longueur  ;  de  sorte  qu'elle  garde  la  même  courbure, 
mais  seulement  elle  perd  sa  torsion^  comme  nous  Vexpliquerons  plus  en  détail 
au  n«  654.  D'ailleurs,  nous  verrons  au  a"*  676  que  le  rayon  de  courbure  d'une 
hélice  est  donné  par  la  formule 

p**R(l  +tang"(k>), 

où  6)  désigne  Tangle  de  la  tangente  à  l'hélice  avec  le  plan  de  la  base  orthogo- 
nale du  cylindre,  et  R  le  rayon  de  cette  surface  {*).  Or  cette  expression  est 
susceptible  d'une  construction  fort  simple  ;    car ,  si  par  le  point  E^  de  la 


ti0m^^-*mm^ma0mmm^m*imi* 


Ç*}  Si  Ton  veut  trouver  directement  cette  formule ,  on  pourra  employer  le  moyen  suivant 
qoi  m'a  été  comimiBiqué  par  M.  Ca/a/ai> ,  répétiteur  à  TEcole  Polytechnique.  Soient  MP 
et  PQ  [fig.  98)  les  projections  de  deux  élémenls  égaux  de  Thélice,  correspondants  au  point 
(P,  P'}  pour  lequel  le  plan  osculateur contient  (n*  46S)  le  rayon  du  cylindre  (PO,  P%  et  pro- 
jette ces  deux  éléments  sur  la  droite  M'P^Q'  qui  faitTangle  «•  avec  la  base  du  cylindre.  Si  l'on 
&it  tourner  ce  plan  oiculateur  autour  delà  droite  (PO^  P') ,  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  horizon- 
tal,  les  deux  éléments  seront  rabattus  suivant  Pm  et  9q  ;  puis,  en  élevant  des  perpendioulaîretf 
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fig.  96,  et  parallèlement  à  la  tangente  LO/,  on  tire  la  droite  E'P  sur  laquelle 
on  élèvera  la  perpendiculaire  V1L\  la  comparaison  des  triangles  rectangles 
conduira  aisément  à  la  relation 

AT  =  A'E'.  tang*  «  =  R  tang*  «  ; 
d'où  il  suit  que  le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  est  p  =  EX.  C'est  donc  avec 
cette  longueur,  qui  doit  se  trouver  égale  à  0''V^  qu'il  faudra  décrire  le  cercle 
de  la/îgr.  97;  et  ensuite,  les  autres  opérations  graphiques  s'effectueront  comme 
précédemment. 


CHAPITRE  II. 


Dfi$  épicycloides» 


Pl.  45,      469.  Une  courbe  mobile  ^ay  est  dite  rouler  sur  une  courbe  fixe  XAY,  lors- 
FfG.  1.  qyç  deséléments  égaux  ai  =  AB,  fcc=  BC,  cû?=  CD, viennent  s'applî- 


tur  leurs  milieux  ,  le  rayon  de  courbure  de  rhëlice  sera  représenté  par  F»  ou  ^  FF.  Or  on  a 
évidemment 

PH  PH 

d*oii  Ton  déduit ,  en  observant  que  PM  est  la  projection  de  la  droite  P'  H'=P//i, 

d$ 
On  pourrait  aussi  rattacher  cette  méthode  à  la  formule  générale  fi  = — trouvée  au  n*  198 

en  observant  qa'ici  Tangle  de  contingence  i  a  pour  vraie  grandeur  le  supplément  de  mPq-yOV 
on  a  évidemment 


PH  HSO^— 

=  cos 


tm \      2 

d*où  Ton  conclut 


.^=sihl.  =  i.,     et  PH  =L_1==  ___^, 


ds  cos*  «  R  D  ,  I    I    *       »    I 

.  =— R— »     et  f  =  -~r^  R  (  1  +  tang»  H» 


ce  qui  justifie  la  eonstruction  employée  dans  le  texte. 
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quer  respectivement  les  uns  sur  les  autres,  de  telle  sorte  que  le  point  b  arrive  à 
coiacider  avec  B,  ensuite  c  avec  C,  «^^avec  D,  et  ainsi  des  autres.  Cela  équivaut 
à  dire  que  le  lieu  du  contact  qui  est  actueilement  en  Â  et  a^  doit  parcourir^ 
dans  le  même  temps,  des  espaces  ég^aux  sur  les  deux  courbes  à  la  fois;  tandis 
que,  si  ces  espaces  étaient  inégaux,  et  que  le  point  b  vint  à  coïncider  avec  C, 
il  y  aurait  à  la  fois  roulement  elgliêsemeni  d'une  courbe  sur  l'autre  ;  et  enfin ,  il 
n'y  aurait  qu'un  simple  glissement,  sans  aucune  rotation ,  si  c'était  le  même 
point  a  de  la  courbe  mobilequi  vint  coïncider  successivement  avec  B,  C,  D,... 
D'ailleurs  ,  ces  distinctions  s'appliquent  pareillement  à  des  courbes  gauches 
comme  à  celles  qui  seraient  situées  dans  le  même  plan  ou  dans  des  plans  dif- 
férents, pourvu  que  la  courbe  mobile  ait  toujours  une  tangente  commune  SL\ec 

la  courbe  fixe. 

470.  Pendant  la  rotation  de  la  courbe  oray ,  un  point  quelconque  m ,  fixe 

sur  cette  ligne  mobile  et  entraîné  avec  elle,  décrira  dans  l'espace  une  autre 
courbe  mz  que  nous  allons  apprendre  à  construire  par  divers  exemples  ;  mais, 
dans  tous  les  cas,  la  tangente  m,t  relative  à  une  position  quelconque,  sera  tou- 
jours perpendiculaire  à  la  droite  km  qui  réunit  le  point  générateur  avec  le  point 
de  contact  correspondant.  En  effet,  lorsque  les  deux  courbes  xy  etXY  se  tou- 
chent en  A,  elles  ont  eu  cet  endroit  un  élément  commun  AA';  or,  pendant 
que  les  deux  éléments  ainsi  confondus  se  détachent|  et  jusqu'à  ce  que  les  élé- 
ments voisins  ab  et  AB  soient  parvenus  à  coïncider,  le  sommet  A  reste «mmo- 
bile^  et  le  point  géne'rateur  m  décrit  un  arc  mm!  infiniment  petit  et  situé  évi- 
demment sur  la  sphère  du  rayon  km.  Donc*»  la  tangente  mt  qui  doit  être  le 
prolongement  de  cet  élément  mm\  sera  bien  perpendiculaire  à  la  droite  Am, 
laquelle  se  trouve  dlnû  normale  à  la  courbe  tnmz.Dailleurs^  on  voit,  bien  que 
ce  raisonnement  s'appliquerait  de  même  atout  point  n  qui,  sans  être  situésur 
le  périmètre  de  la  courbe  roulante  iry,  se  trouverait  lié  fixement  avec  elle ,  et 
décrirait  une  autre  courbe  nu  dont  la  normale  serait  encore  An  :  donc,  dans 
tous  les  cas,  la  droite  qui  joint  le  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  avec  le 
point  générateur,  est  une  normale  à  la  courbe  que  décrit  ce  dernier  point. 

Si  l'on  voulait  conserver  à  la  démonstration  précédente  toute  la  rigueur  de  Fie.  2. 
forme  dont  elle  est  susceptible,  il  faudrait  d'abord  substituer  aux  deux  courbes 
jry  et  XY  deux  polygones  [fig.  2)  à  côtés  respectivement  égaux; puis,  en  les 
faisant  rouler  l'un  sur  l'autre,  de  manière  que  leurs  plans  fissent  entre  eux  un 
angle  constant  ou  variable,  le  point  m  décrirait  une  ligne  discontinue  mm'm'^.... 
composée  d'arcs  sphériques  qui  auraient  leurs  centres  successifsen  A^  B,  G,... , 
et  telle  que  la  tangente  mt  au  point  m  serait  perpendiculaire  sur  Am.  Or  il  est 
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évident  que  cette  dernière  propriété  subsifilam  louj^mr»,  ^fuette  4|u#  sQÎt  la 
grandeur  des  odtéa  et  des  angles  des  deux  polygones  :  seMiovent ,  à  mesure 
que  les  angles  augmentent  et  que  les  côtés  décroissent,  les  arcs  mm\  mm"^..* 
diminuent  de  longueur  et  deux  rayons  coBséeuii&  sont  plus  près  d'élre  égaux, 
ce  qui  rapproche  de  plus  en  plus  la  ligne  mm'm"....  d'une  courbe  continue. 
Donc,  puisque  dans  toutes  ces  variations  Tangle  Am^  reste  constaniRient4roil, 
il  en  sera  encore  de  même  quand  les  deux  polygones  seront  devenus  deuit 
courbes  quelconques,  par  exemple  deux  cercles;  aiDsi^  dans  ce  dernier  état, 
la  courbe  continue  décrite  alors  par  le  point  m ,  aura  pour  tapgenps  en  m 
une  droite  perpendiculaire  sur  hm^ 

m 

ÉpUsyeUMeê  plan»*. 

m 

Pl.  45,  471.  PsBKixK  CAS.  0>nsidérons  un  cercle  mobile  O^qui  roule  extérieure- 
FiG,  3.  ment  sur  un  cercle  fixe  O,  en  demeurant  toujours  dans  le  même  plan  que  ce 
dernier,  et  adoptons  pour  point  générateur  le  point  de  contact  actuel  D  de  ces 
deux  circonférences.  Lorsque  le  cercle  O' aura  roulé  jusqu'à  toucher  l'autre  en 
un  point  quelconque  A^,  on  retrouvera  la  position  correspondante  M  du  point 
générateur  D,  en  décrivant  du  point  0\  comme  ccnlre  et  avec  le  rayoQ  O'D , 
une  circonférence  sur  laquelle  on  prendra  un  arc  A^M  de  même  longueur  ab- 
solue que  Tare  A^D,  ce  qui  s'effectuera  en  mesurant  ce  dernier  au  moyen 
d'une  très-petite  ouverture  de  compas.  Mais  ces  opérations  s'exécuteront  avec 
plus  de  rapidité',  si  Ton  a  eu  soin  d'abord  de  diviser  la  circonférence  mobile 
en  parties  égales  ,  et  de  les  reporter  sur  le  cercle  fixe  suivant  DA^^  A^A., 
A,A,,...  ;  car  alors  il  suffira  de  décrire  deux  arcs  de  cercle,  l'un  du  centre  O^^ 
avec  un  rayon  O'^M  «=  (XD,  l'autre  du  centre  A^  avec  un  rayon  A^M  égal  à 
la  corde  D4  du  cercle  primitif  CV.  Des  constructions  semblables  effectuées  pour 
d'autres  points  de  contact  A.,  A,,...  permettront  de  tracer  aisément  la  courbe 
DMGF  nommée  ipicvcLoÏDE  extérieure^  laquelle  comprend  une  infinité  de 
branches  identiques  à  celle  que  nous  venons  de  citer,  et  qui  se  rattachent  les 
unes  aux  autres  par  des  points  de  rebroussemeut  tels  que  D  et  F. 

472.  La  tangente  au  point  M  de  cette  courbe ,  sera  précisément  la  droite 
MT  corde  supplémentaire  de  MA^,  puisque  nous  savons  (n*  470)  que  cette 
dernière  est  normale  à  l'èpicycloïde.  Cette  propriété  fournit  même  un  tracé 
beaucoup  plus  simple  et  bien  suffisant  pour  les  engrenages;  car,  si  Ton  décrit 
divers  arcs  de  cercle  ayant  pour  centres  les  points  A^,  A,,  A,,.—  etpourrayons 
les  cordes  Dl,  D^^DS,....  du  cercle  primitif  0';  puis,  si  l'on  trace  une  courbe 
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enveloppe  de  lous  ces  ai*cs ,  celte  eaveloppe  sera  prëciaéoienL  répicyloïde 
DMGF,  allendu  que  ces  cordes  indiquent  éyidemmenl  (n**  470)  les  longueurs 
des  normales  telles  que  MA^^  qui  aboutiraient  aux  points  de  contact  successifs 
A,.  Â,^  Â,,....  du  cercle  mqbile.  Cest  la  méthode  proposée  par  M.  Poncelet. 

473.  On  pourrait  adopter  un. point  générateur  D' situé  hors  du  cercle  mo*^ 
bile,  mais  lié  avec  celui-ci  d'une  manière  invariable.  Alors  ce  point  D' décn* 
rait  une  courbe  à  nœud  D^I1'G^•..  que  Ton  nomme  épici/cloide  raUongée^  et 
qui  se  conslroirait  en  prenant,  sur  chaque  rayon  0\M  déterminé  comme  au 
n"  471 ,  une  distance  HM'  as:  DD'.  La  droite  A^M'  serait  encore  (n«  470)  nor^ 
maie  à  cette  courbe  ;  ainsi  la  tangente  M'T' devra  être  menée  perpendiculaire* 
ment  à  A^M'. 

Si  le  point  générateur  H'  était  en  dedans  du  cercle  mobile,  la  courbe  dé- 
crite alors  serait  une  épifx^loide  raccourcie  D"M''G^%  laquelle  écrirait  des 
pointa  d*tnflexion  au  lieu  d  un  noeud.  Un  point  quelconque  M''  dç  cette  courba 
s'obtiendra  aussi  en  prenant,  sur  le  rayon  O'^M  construit  comme  au  n""  471, 
une  distance  MM"  r=i  DD'^;  et  puisque  la  droite  A^M''  sera  encore  (n''  470) 
normale  à  cette  épicycloïde,  la  tangente  M''T'^  s'en  déduira  immédiatement. 

474.  BcuxiÎMs  CAS.  Lorsque  le  cercle  mobile  O'  roule  dans  la  concaTité  Pl.  45, 
du  cercle  fixe  O,  et  que  le  premier  a  un  rayon  R'  <  i  R,  le  point  générateur  D      Fw-  4. 
décrit  une  épicycloïde  tnkfrimre  qui  présente  la  forme  DGF,  et  qui  se  con- 
struit du  reste  comme  précédemment.  Si  Ton  choisissait  le  rayon  R'  &=  |  R , 
comme  dans  la  fiff.  5,  la  courbe  DHFDT'  aurait  une  forme  et  une  équation 

toutes  semblables  à  celles  de  la  développée  de  lellipse  {fig. 76),  avec  la  seule 
différence  que  les  quati^e  points  de  rebroussement  seraient  ici  placés  à  égale 
distance  du  centre  (Voyez  la  note  du  n""  492). 

47o«  EpicycUnde  reciillgne.  Ce  cas  très-particulier  et  fort  utile  pour  les  en-  Pi^,  4, 
gveiiageSi  se  présente  quand  on  choisit  le  rayon  du  cercle  mobile  R''=î  R;  car 
alors  Tépicycloïde  décrite  par  un  point  du  cercle  0'^  se  trouve  confondue  avec 
h  diamètre^  D''OD  «qui  passe  par  la  position  initiale  D''  du  point  générateur. 
En  effet,  si  nous  considérons  le  cercle  ipobile  à  une  époque  quelconque  de  sa 
rotatîetfii,  où  il  touche  le  cercle  0  en  Â  etoii  il  coupe  le  diamètre  D'O  en  M, 
il  sufira  de  prouver  que  les  arcs  ÂM  et  ÂD"  sont  égaux  en  grandeur  absolue, 
puisque  alors  il  sera  certain  que  ie  point  génjérateur  placé  d'abord  en  D''.  sera 
vieou  eu  M  sur  le  diamètre  D''0.  Or  l'anglç  AO'M  est  évidemment  double  de 
AOD'"^  donc  les  arcs  AM  et  AD"  sont  aussi  doubles  Tijn  de  lautre,  quant  au 
nombre  de  degrés.quUls  oonliençent:  mais  le  premier  de  ces  arcs  appartient 

30 
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à  une  circonférence  qui  n'eot  que  la  moilié  de  l'autre;  donc  la  longueur  ab* 
solue  de  Â.M  égale  celle  de  ÂD'^. 

Pl.  45,  476.  TRoisiixE  cas.  Supposons  maintenant  que  le  cercle  mobile  O'  qui 
riG.  0.  roule  dans  la  concavité  du  cercle  0,  ait  son  rayon  R'  >?  R;  je  dis  que  l'épi- 
cycloïde  DGF  décrite  alors  par  le  point  générateur  D»  coïncidera  avec  celle 
que  décrirait  un  troisième  cercle  0'^  qui  aurait  un  rayon  R^'-—  R  —  R",  et  qui 
roulerait  en  sens  contraire  de  0^  Pour  le  prouver,  je  considère  le  cercle  mobile 
O'  parvenu  dans  la  situation  quelconque  0',  où  le  point  géne'rateur  occupera 
une  position  M  telle  que  1  arc  ÂM  =^  AD  :  je  tire  la  droite  MO' ,.  et  sa  parallèle 
OB;  puis,  j'achève  le  paralléIog;ramme  00',M0''  qui  me  donne  0"B:s=:  O'H 
IBS  R  —  R\  et  je  trace  enfin  le  cercle  O".  Cela  fait,  il  n  y  a  plus  qu'à  démon- 
trer que  les  arcs  BM  et  BD  ont  la  même  longueur  absolue;  or  les  trois  arcs 
BA,  AH,  MB^  qui  mesurent  des  angles  évidemment  ^aux,  doivent  être  pro- 
portionnels à  leurs  rayons,  ce  qui  donne 

B  A      AM       BM 
R  ~  R'  ~  R/'  ' 

et  puisque  Ton  a  pris  R''  +  R'  =»  R ,  il  en  résulte  que  BM  -|-  MA  s»  BA  :  mais 
déjà  l'on  sait  que  l'arc  AM=  AD;  donc  il  reste  BM  ==  BD . 

FiG.  7.  477.  QuATRiÈsB  CAS.  Enfin ,  supposons  que  le  cercle  mobile  O'  ait  un 
rayon  R'  >  R,  auquel  cas,  il  enveloppera  le  cercle  fixe.  Alors  l'épicycloïde  dé- 
crite par  le  point  gëneVateur  D,  se  retrouvera  extérieure^  et  chaque  branche 
DGF  occupera  sur  le  cercle  fixe,  un  arc  DEF  égal  à  l'excès  de  la  circonférence 
(y  sur  la  circonfeVence  O.  D'ailleurs  on  démontrera  aisément ,  comme  au 
n*476,  que  cette  épicycloide  DGF  coïncide  avec  celle  que  décrirait  un  cercle 
0^' tangent  extérieurement  au  cercle  0,  et  dont  le  rayon  serait  R"e=R' — R. 

FiG.  8.  478.  Lorsqu'on  suppose  infini  le  rayon  R  du  cercle  fixe,  ce  cercle  devient 
une  droite  DAF  sur  laquelle  roule  le  cercle  O';  et  un  point  quelconque  M  de 
la  circonfeVence  de  ce  dernier,  décrit  alors  la  cycloïde  DMGF  dont  la  normale 
est  encore  MA  et  la  tangente  MT.  La  construction  de  cette  courbe  s'effectuera 
aisément  par  les  moyens  indiqués  au  n^  471  ;  d'ailleurs  la  cycloïde  serait 
rcdlongée  ou  raccourcie^  comme  au  n9  473,  si  le  point  générateur  étak  place  au 
dehors  ou  au  dedans  du  cercle  mobile. 

FiG.  9.      479.  Au  contraire,  si  c'est  le  cercle  mobile  qui  acquiert  un  rayon  infini,  ce 
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cercle  deTiendra  uoe  droite  iodéfinie  DX  qui ,  en  roulant  sur  la  circooféreoce 
O,  décrira  par  chacun  de  ses  points  D»  une  spirale  DM^M^^M'^...  laquelle  n'est 
autre  chose  que  la  déodoppante  du  cercle  0  (n"*  197).  D'ailleurs ,  comme  les 
normales  M'Ay,  M''A"  »••••  sont  précisément  les  rayons  de  courbure  (n""  198)  de 
cettespirale,  si  des  points  K\ik!\tL"\... .  Ton  décritavec  des  rayons  égaux  à  Da  , 
lk^\  Da"\«.*.  des  arcs  de  cercle,  ces  arcs  se  confondront  dans  une  étendue 
assez  considérable  aiTcc  la  spirale  même  ^  et  ils  fourniront  un  moyen  très-exact 
et  trèa-eommode  pour  tracei*  cette  courbe. 

E'pieycloideê  êphériques, 

480.  Considérons  maintenant  deux  cercles  OA  et  CA.  dont  le  second  roule  Fig.  99. 
sorle  premier  ^  en  lui  demeurant  toujours  tan(]pent ,  mais  de  manière  que  leurs 
plans  fassent  entre  eux  un  angle  constant  CAX  ^  ta  :  pendant  cette  rotation  , 
UD  point  quelconque  M  ^  fixe  sur  la  circonférence  mobile  et  entraîné  avec  elle , 
décrira  dans  l'espace  une  courbe  DM...  qui  se  nomme  une  éptgycloïdb  sphé^ 
rique^  parce  qu'elle  est  située  tout  entière  sur  la  surface  d*une  sphère  constante. 
En  effet ,  si  par  les  centres  des  deut  cercles .  on  élève  sur  leurs  plans  les  per* 
pendiculaires  OS  etCS,  ces  deux  {ixeê  iront  se  rencontrer  nécessairement  dans 
chacune  des  positions  du  cercle  mobile  ;  car  ^  pour  chaque  point  de  contact  tel 
€{ue  A ,  les  plans  AOS  et  AGS  se  trouveront  évidemment  perpendiculaires  à  la 
tangente  commune  AY ,  et  dès  lors  ils  coïncideront.  D'ailleurs,  comme  1  angle 
OAC  est  le  supplément  de  CAX  =»&> qui  demeure  constant  pendant  la  rotation, 
il  s'ensuit  que  le  quadrilatère  OACS  aura  deux  côtés  et  trois  angles  dont  la  gran- 
deur restera  invariable,  et  consequemment il  en  sera  de  même  pour  lescôtés 
OS  et  es  dont  le  point  de  rencontre  S  demeurera  immobile;  d'où  il  résulte  que 
la  distance  de  ce  point  S  au  point  mobile  M,  sera  constamment  égale  à  SA ,  et 
qu'ainsi  l'épicyclolde  tout  entière  se  trouvera  située  sur  la  sphère  qui  aurait  SA 
pour  rayon. 

461  •  En  outre,  si  l'on  imagine  deux  cônes  de  révolution,  ayant  ponr  sommet 
commun  le  point  S  et  pour  bases  les  cercles  OA  et  CA ,  il  est  évident  que  ces 
cônes  auront  un  plan  tangent  commun  SAV  ;  et  par  conséquent  la  génération 
de  répicy  cloïde  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  :  si  deux  cônes  de  révolu^ 
Uon  quiont  toujours  même  sommet  et  des  génératrices  de  même  longueur,  roulent 
Fun  sur  Fouire,  sans  glisser,  et  en  demeurant  tangents  le  long  d'une  génératrice 
variable ,  im  point  çudoonque,  fiae  stêr  la  base  du  cône  mobile ,  décrira  la  courbé 
nommée  épicycloide  sphérique.  En  effet ,  on  doit  voir  que  par  là  les  circonfé- 
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lenccs  des  deux  bases  seront  toujours  tangentes ,  etque  leurs  plans  (x>neei*veronl 
une  incUnai$ùii€on9lante ;  et  méinec'estlà  lemoyen  leplusooinnoodepoarréa* 
liser  mécaniquement  ces  deux  conditions^  pendant  le  roulemeot^ducenoleino- 
bile  sur  le  cercle  fixe. 
Fici.  100.      48i2.  Coostruisons  la  projection  de  l^épicycloïde  sur  le  plan  de  la  base  du 
cône  fixe ,  en  rejjardant  ce  dernier  comme  horizontal ,  et  adoptons  pour  plao 
vertical  celui  qui  passe  par  Taxe  S'O  de  ce  cône  et  par  le  point  de  contact  A>  des 
deux  bases,  dans  la  position  actuelle  qui  se  rapportée  une  époque  quelconque 
du  mouvement.  D*après  cela ,  les  deux  cônes  seront  projetés  verticalement  sur 
les  triangles  isocèles  S'AE  ,  S'ÂB^  et  la  di*oite  AB'  représentera  la  projection 
verticale  du  cercle  mobile  qui ,  rabattu  autour  de  la  tangente  commune  ÂV, 
deviendra  le  cercle  kmb.  Cela  pose\  soit  D  rDr%iiie  de  rëpîcycloide,  c'esl-à* 
dire  la  position  qu'occupait  le  point  générateur,  quand  il  se  trouvait  en  con- 
tact avec  le  cercle  fixe:  maintenant  que  le  cercle  mobile  a  parcouru  «  en  roulant 
sur  Taulre,  Tài^c-DA,  le  point  générateur  se  trouvera  placé  sur  lerabattemanti, 
à  une  distance  curviligne  Am- égale  en  longueur  absolue  à  l'arc  AD(*).  Donc, 
en  relevant  le  cercle  kmb  autour  de  AV,  et  observant  que  le  point  (m  ,  m)  va 
décrire  alors  un  arc  mW  qui  »  étant  perpendiculaire  à  la  cbornière  AV  ,  se 
trouvera  projeté  sur  la  droite  mM  parallèle  à  la  .ligne  de  terre ,  on  obtiendra 
un  point  (M  ,  M) de  lepicycloïde  demandée. 

4tt3.  Pour  en  obtenir  un  second,  il  faudra  imaginer  que  le  cerole  mobile  a 
roulé  jusqu'à  venir  toucher  le  cercle  fixe  en  A,  ;  par  exemple  ;  alors»  on  pour- 
rait recommencer  sur  le  plan  vertical  OA,  rabattu,  des  opérations  semblables 
à  celles  que  tious  avons  exécutées  sur  le  plan  vertical  OA;  mais  il  sera  bien  plus 
simple  de  ramener  toutes  les  constructions  à  s'effectuer  sur  ce  dernier.  Pour 
cela ,  imaginons  que  les  deux  cônes,  parvenus  à  se  toucher  le  long  dé  Taréte 
qui  aboutit  en  A, ,  tournent  simultanément  et  sans  changer  ieurêffositêongref a-' 


{*)  Pour  tracer  Tëpi^re ,  il  est  bèadë  coino^Mio«r  par  diviser  le  cerde  m^bHotéa  paHies 
égales,  de  mesurer  ud«  de  ces  parties  au  moyen^de  petites  cordes;  puis,  detransporUr  cellas- 
ci  sur  le  cercle  fi^e ,  ce  qui  donnera  un  arc  égal  à  Tune  des  divisions  du  cercle  mobile.  En- 
suite, on  répétera  cet  arc  du  grand  cercle,  autant  de  fois  qu'il  y  avait  de  divisions  dans  le 
cercle  mobile,  et  Ton  obtiendra  Fétendue  DAF  occupée  par  une  branche  de  répicycIoïde,sur  le 
cercle  Gze.  Cependant,  si  le  rapport  des  deux  rayons  OÂ  et  C'A  était  exprimé  par  uu  nombre 
assez  simple,  il  serait  plus  exact  de  prendre  dlabord  sur  le  eerde  Oie ,  un  arcDÀF  égal  à  une 
fraction  de  cette  circonférence,  exprimée  par  oe  rapport  ;  puis,  on  diviserait  t*lsfc  DAF  eo  au- 
tant de  parties  égales  qu'un  eo  aurait  marqué  dans  le  cercle  mobile. 
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/•r«t,  autour  delà  TeitiovIeOS^  jusqu'à  ce  que  le  rayon  OÂ,  Tienne  coïncider 
avec  raœieone  lig^ne  deteii*e  OAX*  Alors^  le  point  générateur  sera  situé  sur  le 
oerele  mobile  rabatlu,  non  plus  en  m^  mats  à  une  distance  An  égale  à  1  intet^ 
Taile  DA,  comprisentre  Torigine  D  et  le  point  de  contact  dans  sa  vraie  position 
qui  est  A,.  De  sorte  que  si  Ton  consti*uit,  eomme  ci-dessus,  les  projections  N 
et  K  du  point  rabattu  n^  il  n'y  aura  plus  qu  à  ramener  0 A  en  0 A^,  puis  à  trou-* 
ver  un  point  N"  placé  relatitemeni  à  cette  dernière  droite^  dan&uae  situation 
toute  semblable  à  celle  de  N  par  rapport  à  OA  ;  ce  qui  s'exécuteraau  mojren 
du  cercle  décrit  avec  la  distance  ON  ^  sur  lequel  on  prendra  l'arc  VW  égal 
à  IN. 

484.  On  agira  de  même  pour  touteautre  position  du  point  de  contact' des 
deux  cercles;  et  quand  ce  contact  aura  lieu  au  milieu  K  de  l'arc  DKF  égal  à  la 
eirconfiirence  du  cercle  mobile,  on  voit  bien  que  le  point  générateur  se  trou-* 
vera  rabattuen  b  qui  seprojette  en  B'  et  B;  sî  doncon  ramène  œ  dernier  point 
sur  OK,  au  moyen  d*un  arc  de  cercle  BG,  on  obtiendra  lesomMeiG  où  la  pro- 
jeolion  hornoatale^de  répieycloide  s'écarte  le  plus  du  cerôlefixe. 

Observonaenfin  que  les' points  D,M,N'\  transportés  symétriquement  a  ti 
delà  de  OG,  au  moyen  d'arcs  de  cercle^  founniront  des  pointa  F,  M^'',  N^'^^  qui 
appaitiendront  encore  à  répieycloide,  laquelle  aura  pour  cure  la  droite  OG  ^  et 
admettra  une  infinité  débranches  identiques  avec  DGF. 

485.  Les  constructions  précédentes  donnent  aussi  le  moyen  de  tracer  la 
protection  verticale  de  répicycloïde^  puisque  M' appartient  à  cette  projection;  ^ 
et  quant  mi  point  (N,  N')  qui  a  été  ti^nsporté  eu  N ',  sans  changer  de  hauteur^ 
on  retroUncvait  bien  aisément  sa  projection  verticale  dans  cette  dernière  «itua-> 
tion.  Hais  nous  n'avons  pas  voulu  effectuer  ce  tracé,  dans  la  crbinlede  rendre  ' 
l'épure  un>'peui€onfuse^  et  surtout  paicè  que  nous  regardons  ici  le  plan  vertical 
de  projeetiÔBt,  seulement  comme  un  moyen  :d'exécuter  nos  opérations  graphi- 
ques, et  non  comme  ëxislantréellement; attendu  que  sa  préaejcièe aurait  rendu 
invisibles  une  graodë  partie  des  lignes  de  Uépure.  D'billeurs,  l'épitiycloïde  est 
SBflbamnieot  tlétorrainae  par  l'intersection /du  leyiindre  vertical  DMGF,  avec 
ia  spbère  4n  l*aydn  S'^A:  qu'il  est/  fariledé:  représenter  sur  le  plain  horizontal. 

480.  '9e  la  tamgmte  à  Npîaytdobk.  Puisque «ette  courbe  est  totv^  entière  fie.  lUO. 
(  n*  480)  sttt*  la  sphère  fixe  qui  a  pour  centre  le  sommet  Sf  et  pour  rayon  Vapo^^ 
thème  S^A  ,  le  plan  tangent  de  cette  sphère  en  (M^,  M')  renfermera  déjà  la 
tangente  demandée.. Ensnilev  comme  nous*  ayons  démontré  au  n*  470  que- là 
dro^  (  AH,  Aftf  )qui  jinnt  le  point  générateur  avec  le  point  de  contact  corrés* 
pondant  A.  est  une nonnak  a  l'épicyclôïde^  ivous  en  pouvons  côncUirerqtre  \n 
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tangente  cherchée  se  trouve  aussi  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite, 
lequel  peut  être  regardé  comme  le  plan  tangent  d  une  sphère  qui  aurait  son 
centre  en  A.  et  pour  rayon  la  droite  (  AM,AM');  mais  cette  seconde  sphère  est 
Yarîable  de  position  et  de  grandeur,  en  passant  d'un  point  àunautrederépicy- 
cloïde,  et  elle  ne  fait  que /otccAer  cette  courbe  aTcc  laquelle  elle  n*a  de  commun 
qu'un  élément  linéaire.  D'aprèscela,  le  problème  se  réduit  à  chercher  l'intersec- 
tion du  plan  tangent  à  la  êphère  fixe  avec  le  plan  tangent  à  la  sphère  variable. 
487.  Pour  y  parvenir,  coupons  ces  deux  sphères  par  le  plan  B'ÂV  qui  con- 
tient la  base  du  cône  mobile.  La  section  faite  ainsi  dans  la  sphère  S^A,  sera 
évidemment  le  cercle  AB'  lui-même  :  rabattoos-le  suivant  kmb^  et  menons-lui 
la  tangente  mP  qui,  étant  relevée,  rencontrera  le  plan  horizontal  en  P  sur  la 
charnière  AY;  alors  ce  point  P  appartiendra  à  la  trace  horizontale  du  plan 
tangent  de  la  sphère  S'A,  et  cette  trace  sera  la  droite  PT  menée  perpendicu- 
lairement sur  la  projection  OH  du  rayon  qui  aboutit  au  point  proposé  (H,  M'). 
Quant  à  la  sphère  variable  dont  le  rayon  est  (  AM,  AM'),  elle  est  coupée  par 
le  plan  B'ÂV  suivant  un  grand  cercle  qui,  rabattu  sur  le  plan  horizontal  autour 
de  AVy  deviendra  le  cercle  décrit  avec  km  pour  rayon.  Menons-lui  la  tangente 
mQ  (laquelle  doit  aboutir  au  point  6),  et  relevons  cette  droite  avec  son  cercle, 
pour  trouver  sa  trace  horizontale  Q  sur  la  charnière  AV;  dès-lors  ce  point  Q 
appartiendra  à  la  trace  du  plan  tangent  de  la  sphère  variable,  et  cette  trace 
s'obtiendra  en  menant  QX  perpendiculaire  sur  la  projection  AM  du  rayon  cor- 
respondant. Cela  posé,  les  traces  QX  et  PT  des  deux  plans  tangents  allant  se 
couper  au  point  T,  la  droite  TM  sera  la  projection  horizontale  de  la  tangente  à 
Tepicycloïde  ;  et  la  projection  verticale  T'BI'  s  en  déduira»  en  projetant  le  point 
T  sur  la  ligne  de  terre. 
FfG.  100.  488.  Autre  méthode.  On  peut  obtenir  cette  tangente  d'une  manière  beau«- 
coupplus  simple,  par  le  procède'  du  plan  normal  (ti^  214),  car  ici  nous  con- 
naissons immédiatement  deux  normales  à  l'épicycloide  :  Tune  est  le  rayon  de  la 
sphère  constante,  mené  du  sommet  S' au  point  (M,  M');  Tautre  est  la  droite 
(MA,  M'A),  d'après  ce  que  nous  avons  prouvé  au  n»  470.  Par  conséquent,  si 
nous  faisons  passer  un  plan  par  ces  deux  normales,  la  tangentecherchée  devra 
lui  être  perpendiculaire,  et  ses  projections  seront  ainsi  déterminées.  Or^  la  pre- 
mière de  ces  normales  va  évidemment  percer  le  plan  vertical  en  S^,  et  la  se- 
conde en  A;  donc  S'A  est  la  trace  verticale  du  plan  normal.  Quant  à  rauti*e 
trace,  imaginons  dans  le  plan  normal,  une  droite  auxiliaire  parallèle  à  S'A;  ses 
projections  M'R%  MR,  donneront  le  point  R  où  elle  perce  le  plan  horizontal^ 
et  par  suite,  AR  sera  la  trace  horizontale  du  plan  normal.  Dès  lors,  la  tangente 
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à  rëpicjrcloîde  s'obtiendra  en  menant  MT  perpendiculaire  sur  ÂR,  et  M'T' 
perpendiculaire  sur  AS. 

489.  Il  importe  d'observer  qu'aux  points  de  rebrouêsement  D  et  F,  la  pro- 
jection horizontale  de  l'épicycloïde  a  pour  tangentes  les  rayons  OD  et  OF.  En 
effet^  la  droite  variable  (AM,  AM')  à  laquelle  la  tangente  dans  l'espace  est  tou- 
jours perpendiculaire,  étant  prolongée  indéfiniment,  est  une  sécante  par  rap- 
port au  cercle  mobile,  comme  on  le  voit  par  son  rabattement  km.  Or,  ses  deux 
points  de  section  A  et  m  se  trouvant  réunis  quand  le  point  de  contact  A  est 
arrivé  en  D,  la  droite  indéfinie  rabattue  suivant  Am  devient  alors  tangente  au 
cercle  mobile  dans  le  point  m,  et  par  suite  au  cercle  fixe  qui,  à  cette  époque 
du  mouvement,  touche  l'autre  en  D;  donc  la  tangente  au  point  D  du  cercle  fixe 
DA,  se  trouvera  être  précisément  la  trace  horizontale  du  plan  normal,  et  con- 
séquemment  la  tangente  de  répicycloide  sera  projetée  horizontalement  sur  le 
rayon  ODX'. 

Quant  à  la  projection  verticale  de  cette  même  tangente,  il  suffira  de  projeter 
son  pied  D  en  D'sur  la  ligne  de  terre,  et  d'abaisser  de  ce  dernier  point  une  per- 
pendiculaire sur  la  trace  verticale  du  plan  normal  relatif  au  point  D.  Or  cette 
trace  s'obtiendra  fort  aisément,  puisqu'elle  passera  évidemment  par  le  point 
S\  et  par  le  point  où  la  ligne  de  terre  rencontrera  la  seconde  normale  qui  est, 
comme  nous  venons  de  le  prouver,  confondue  avec  la  tangente  de  l'arc  DA. 

On  agira  d  upe  manière  toute  semblable,  pour  trouver  les  projections  de  la 
tangente  à  l'autre  extrémité  F  de  l'épicycloïde;  et  Ion  doit  apercevoir  que  cha- 
cune de  ces  tangentes  en  Dou  en  F,  coïncide  précisément  avec  la  tangente  du 
grand  cercle  verticale  de  la  sphère  constante  dont  le  rayon  est  S'A. 

490.  Pour  le  sommet  de  l'épicycloïde,  qui  est  projeté  en  G,  la  tangente  sera 
horizontale  et  perpendiculaire  au  plan  vertical  OKG;  car  ce  plan  contiendra 
évidemment  les  deux  normales  du  n*"  488 ,  quand  le  point  générateur  sera 
parvenu  à  l'extrémité  supérieure  B'  du  diamètre  mené  par  le  point  de  contact 
du  cercle  mobile. 

491.  Lorsque  nous  avons  cherché  (no487)  la  trace  QX  du  plan  tangent  à  Fig.  100. 
la  sphère  variable  dont  le  rayon  est  (AM,  AM'),   nous  nous  sommes  appuyés 

sur  ce  que  ce  plan  devait  contenir  la  tangente  rabattue  suivant  Qmb.  Or,  quand 
elle  sera  relevée  dans  le  plan  B'AY  du  cercle  mobile,  elle  ira  percer  le  plan 
vertical  en  B';  donc  B'Xest  la  trace  verticale  du  plan  tangent  à  la  sphère  va- 
riable :  en  outre,  cette  trace  doit  se  trouver  perpendiculaire  à  B'A,  car  c'est 
sur  cette  dernière  droite  que  se  projette  le  rayon  (AM»  AM')  mené  au  point  de 
contact  de  ce  plan  tangent. 
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492.  Observons  d'ailleurs  que,  dans  les  «diverses  positions  A,  A, ... .  que  prend 
le  point  de  contact  du  cercle  mobile ,  la  projection  AB'  de  ce  cercle  ,  sur  les 
plans  verticaux  correspondants  OA,  OA^f.  aura  toujours  la  mém^  grandeur 
et  la  même  inclinaison;  de  sorte  que  pour  tous  ces  plans,  le  triangle  rectangle 
AB'X  restera  invariable  de  grandeur,  et  par  suite,  les  traces  XB'  des  divers 
plans  tangents  aux  sphères  variables,  iront  toutes  rencontrer  la  verticale  OS' 
au  même  point  Z\  De  là  il  résulte  quesiTonavait  à  considérer  un  cône  dont  le 
sommet  fût  en  Z\  et  qui  eûtpôur  base  l'épicycloïde  sphérîque^  tous  les  plans 
tels  que  Z'XQ  lui  seraient  tangents,  puisque  chacun  d'eux  renfermerait  le  som- 
met et  une  tangente  de  la  base.  £a  outre»  tous  ces  plans  tangents  viendraient 
passer  successivement  par  la  droite  fixe  ZOC,  lorsque  le  cône  épioyclndiU .  ea 
tournant  autour  de  OZ^,  amènerait  eu  M  les  divers  points  M'^,  G|  N'",...«  Cette 
propriété  est  employée  dans  les  engrenages  coniques,  qui  serventà  faire  mou- 
voir les  roues  d'angle  :  Voyez  le  n"  883  (*). 


{*)  Gherchonsleséqaations  c|ai  déterinioeot  IVpîcycloide^phériqcie  (  fig.  100),  eo  raj^or- 
tant  cette  courbe  aux  trois  axes  recta nguiairea  0\\  OY',  OZ',  dont  le  premier  pas§e  par  le 
point  de  rebrouBsement  D.  Si  Ton  pose 

06'«:A,      OA=.»R,      C'A  =  B',    .iwyfaB'A6  =  #, 

on  aura  évidemment 

(1)  a?'2  -f.  y'^  1-  A»  —  ^zh  =  R* 

pour  réquation  de  la  sphère  constante,  snr  laquelle  est  située  Tépioyeloide  toai  entière  ;  de 
sorte  que  cette  courbe  retrouvera  complètement  définie,  en  joignant  à  IVqunlion  précédente 
celle  de  sa  projection  horizontale  DMGF.  Or,  si  nous  appelons  «  l'angle  DOA  ^  nous  en  con- 
clurons que 

Roc 

R.  «t=rAD=AiW;     d'où     nit^r/ls  Aem  = -^, ; 
et  alors ndus  aurons  pour  les  coordonnées  du  point  M  rapporté  d*abord  aux  axes  OX  et  OT» 

-r  =  OA  -f-  AH  =  R  -hT  R'  —  R'  cos^'j  cos  ., 

y=_MU=  -R'sin^. 

Mais  pour  revenir  de  ce»  aies,  qui  seraient  mobiles  avec  le  point  de  eantact  A,  ao%  axes  lises 
OX'  et  OY',  il  lâut  employer  les  formules  connues 

*'  =B  *  COS  01  --  f/  sin  « ,     y'  =  X  siu  «  -^  y  cos  «  j 
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495.  DÉVELOPPANTE  SPHÉRIQUE.  Lorsque  le  cône  mobile  acquiert  Fie.  101 
une  ourerUire  telle  que  l'angle  au  centre  ASB  (/?</.  99)  devient  égala  180*»,  ce 
cône  se  réduit  à  un  cercle  dont  le  rayon  égale  Tapothème  SA  du  cône  fixe  et 


donc  eD  sobstiliiant  ici  les  valeurs  précédentes  de  jp  et  y ,  îi  viendra 

R«  Rflc 

(2)  yss:  (R  +  R'  C08  •)  cos«  —  R'  C08  -=p  costf  cos«  -|-R'  sin  ^  sin  «, 

K  R 

(3)  y'=  (  R  4*  ^'  c^s  «)  sio  «  —  R'  cos  —7  cos  «  sin  »  —  R'  sin  -^,  cos  «. 

Il  resterait  maintenant  à  éliminer  l'arc  «  entre  ces  deux  équations  ,  pour  obtenir  celle  de  la 
courbe  DittGF  sur  le  plan  horizontal;  mais  celte  élimination  ne  pouvant  s^effectuer  que  quond 
on  aura  fixé  numériquement  le  rapport  des  rayons  R^  R',  et  que  ce  rapport  sera  un  nombre 
comniensurable,  nous  garderons  les  deux  équations  (2)  et  (3}  qui  suffiront  pour  calculer  les 
coordonnées  x^  et  y*  des  divers  points ,  en  attribuant  a  «  différentes  valeurs  successives. 

Four  passer  de  là  à  répicycloïde  plane,  il  suffira  de  poser  cos  #  =  d=  1  ;  selon  que  le  cercle 
mobile  roulera  au  dehors  ou  au  dedans  du  cercle  fixe;  et  si,  en  nous  arrêtant  a  ce  dernier  cas, 
Dous  supposons  d'ailleurs  que  R^  est  le  quart  de  A,  comme  dans  la  /Sjf.  5  de  la  planche  45,  les 
équations  (2)  et  (3)  deviendront 

(4)  ar'=s:  i  R  cos  «  -j"  T 1^  ^^^«  ^^*  ^*4*'  \  ^  *io  ***"  ^*» 

(ô)  y'=  j  R  sin  «  -}-  j  R  sin  «  cos  4»  —  i  R  cos  «  sin  4«; 

puis,  si  Ton  substitue  dans  ces  dernières,  les  valeurs  ccmnues 

cos  4cc  :=  I  —  8  sin*  «  cos'  «  ^   sin  4«t=:  4  sin  «  cos  «  (cos*  te  —  sin'it) , 

on  trouvera ,  en  supprimant  les  accents  qui  deviennent  inutiles  à  présent , 

07  =  R  cos*  «e,   y  =  Il  sin*  «. 

Maintenant  rëliminationde  «  est  facile  ;  car,  en  ajoutant  ces  équations  après  les  avoir  élevées 
à  la  puissance  |,  il  restera  pour  répicycloïde  représentée  dans  la  fig.  6  de  la  planche  45 , 

x~*+i*  =R'. 
Cest  donc  un  cai  particulier  de  la  développée  de  l'ellipse  qui  a  pour  équation 


œ^H-ay-'^ 


et  ces  deux  courbes  appartiennent  à  la  famille  des  storoides  qui  sont  représentées  généralement 

par 


(r)"+(D'=' 


31 


342  LIYHE  YI.-OI7S6TIONS  DlTBBSeS. 

doot  le  pian  est  tangent  à  ce  dernier  cône  ;  dans  ce  cas  particulier,  l'ëpieycloide 
décrite  alors  par  un  point  M  du  cercle  mobile ,  reçoit  le  nom  de  déveb^pafUe 
aphérique ,  attendu  que  la  question  revient  à  dire  simplement  que  l'on  fait  rou- 
ler sur  un  cône  fixe  S'AO  un  de  ses  plans  tangents  S'AV ,  comme  dans  la  fig.  9 
de  la  planche  45 ,  nous  avions  obtenu  la  spirale  développante  du  cercle  en  fai- 
sant rouler  sur  cette  circonférence  une  de  ses  tangentes. 
Fig.  KU  .  •*94.  Comme  la  courbe  en  question  est  tout  entière  sur  la  sphère  du  rayon 
S'A .  il  suffira  de  construire  sa  projection  horizontale.  A  cet  effet,  rabattons  le 
cercle  mobile  dont  le  centre  est  au  sommet  (S',  O),  autour  de  la  tangente  AV 
qui  lui  est  commune  avec  le  cercle  fixe;  et  sur  ce  rabattement  S"  prenons  un 
arc  km  égal  à  l'arc  AD,  si  l'on  adopte  D  pour  l'origine  de  la  développante, 
c'est-à-dire  pour  la  position  qu'occupait  le  point  ge'nérateur  lorsqu'il  se  trou* 
vait  en  contact  avec  le  cône  fixe.  Alors  m  sera  le  rabattement  de  ce  point  géné- 
rateur quand  le  contact  est  arrivé  en  A  ,  et  sa  position  véritable  (M ,  M')  se  dé- 
duira aisément  de  là  ,  en  relevant  le  cercle  S''  dans  le  plan  tangent  S'AV  , 
autour  de  la  charnière  AV. 

Lorsque  le  cercle  mobile  aura  roulé  jusqu'à  toucher  le  cercle  fixe  en  A^ , 
on  imaginera  que  tout  le  système  tourne  simultanément ,  sans  rouler ,  autour 
delà  verticale  S'O ,  pour  amener  le  rayon  OA,  sur  la  ligne  de  terre  OA  ;  alors  , 
en  prenant  l'arc  An  »  DA  ^ ,  le  point  générateur  se  trouvera  rabattu  en  n ,  et 
projeté  en  N  et  N'  :  mais  ensuite ,  pour  reporter  le  cercle  mobile  dans  sa  vraie 
position ,  on  décrira  avec  le  rayon  ON  une  circonférence  sur  laquelle  on  pren* 
dra  Tare  NN^  =  11^.  On  trouvera  ainsi  la  courbe  DMN,....  pour  la  projection 
horizontale  de  la  développante  aphérique. 

495.  La  tangente  au  point  quelconque  (M  ,  M')  devra  être  menée  perpendi- 
culaire sur  le  plan  des  deux  normales  dont  nous  avon$  parlé  au  n®  488 ,  les- 
quelles août  les  droites  qui  réunissent  le  point  générateur  (  M  ,  M')  avec  le 
centre  (O,  S')  et  avec  le  point  de  contact  actuel  A.  Or  ce  plan  normal  coïn- 
cide évidemment  avec  le  plan  S'AV  où  est  situé  le  cercle  mobile  et  qui  est 
tangent  au  cône  fixe  ;  donc  il  suffira  de  tirer  MT  perpendiculaire  sur  AV  ^  et 
M'T'  perpendiculaire  sur  S'A. 

496.  On  doit  apercevoir  que  la  branche  DMPGQF  qui  sera  décrite  au  bout 
d'une  révolution  entière  du  cercle  mobile  ,  occupera  sur  la  base  du  cône ,  un 
a.rc  DAGF  égala  l'excès  de  la  circonférence  S''  sur  la  circonférence 0 :  mais  en 
outre ,  il  faut  bien  remarquer  que  cette  branche  se  composera  de  deux  parties 
réunies  par  un  rebroussement  au  point  G  milieu  de  DGF ,  lequel  est  la  pro- 
jection de  la  position  la  plus  élevée  du  point  générateur.  Pour  se  rendre  compte 
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de  cette  circongtance ,  il  suffit  d'imag^iner  la  nappe  supérieure  du  cône  S'AE 
prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  terminée  par  un  cercle  égal  à  celui  du  rayon 
OA ,  et  observer  que  le  cercle  mobile  S"  se  trouve  dans  un  plan  variable  qui 
touche  à  la  fois  les  deux  nappes  du  cône ,  suivant  une  génératrice  égale  au  dia- 
mètre de  ce  cercle  S"  ;  d'où  il  résulte  que  pendant  qu'un  certain  are  Am  de  la 
circonférence  mobile  roule  sur  la  base  inférieure  du  eône ,  l'arc  diamétrale-» 
ment  opposé  roule  en  même  temps  sur  la  base  supérieure  ;  et  donséquemment, 
lorsque  le  point  générateur  m  est  arrivé  au  milieu  de  sa  course  ,  il  se  trouve  en 
contact  avec  cette  base  supérieure ,  et  il  y  produit  un  rebroUssement  tout  a  fait 
identique  avec  celui  qui  avait  eu  lieu  au  point  de  départ  D  sur  la  base  inférieure 
du  cône.  Quant  aux  autres  lignes  que  renferme  cette  épure  ,  nous  en  parle- 
rons au  n<^  669. 


CHAPITRE  III. 

Sur  k$  sphère  et  leê  pyramides. 

497.  Trouver  f intersection  dû  trois  sphères  données.  Adoptons  pour  planho-*  Fie.    102. 
rizontaf  celui  qui  contient  les  centres  A,  6,  C^  des  sphères  proposées ,  et  dé- 
crivons les  grands  cercles  qui  sont  les  traces  horizontales  de  ces  surfaces.  Alors 

le  cercle  vertical  projeté  sur  DE ,  sera  évidemment  l'intersection  des  deux 
sphères  A  et  6 ,  tandis  que  les  sphères  A  et  C  se  couperont  suivant  un  autre 
cercle  vertical  FG  ;  par  conséquent  ces  deux  circonférences  auront  pour  inter- 
sections, les  deux  points  projetés  horizontalement  en  M ,  et  ce  seront  aussi  là 
les  seuls  points  communs  aux  trois  sphères  en  question.  Pour  achever  de  fixer 
la  position  de  ces  points  dans  Tespace,  projetons-les  sur  un  plan  vertical  quel- 
conque XY;  en  rabattant  le  cercle  DE  autour  de  son  diamètre  horizontal ,  et 
tirant  l'ordonnée  Mm,  cette  droite  mesurera  évidemment  la  hauteur  de  l'un 
des  points  cherchés  au-dessus  du  plan  horizontal  ;  donc^  en  prenant  au-dessus 
et  au-dessous  deXY  ,  les  distances  IM'  et  IM'^. égales  à  Mm ,  on  obtiendra  les 
projections  (M,  W)  et  (M,  M^)  des  deux  points  demandés. 

498.  Si  Ton  arait  cherché  Tintersection  des  deux  sphères  B  et  C^  on  aurait 
obtenu  un  cercle  vertical  dont  la  projection  HK  aurait  dû  nécessairement  pas- 
ser aussi  par  le  point  M  ;  d^où  Ton  peut  conclure  ce  théorème  de  géométrie 
plane  :  quand  trois  dfconfhrences  tracées  dans  un  même  plan  ^  se  coupent  deuûf  d 
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deux ,  le»  points  de  section  correspondants  se  trouvent  situés  sur  des  cordes  qui 
passent  toutes  trois  par  un  même  point  du  plan. 

FiG.  102.  499«  Construire  unepyramide  triangulaire  dont  les  six  arêtes  sont  connues  de 
grandeur.  On  tracera  d  abord ,  sur  le  plan  horizontal ,  une  des  faces  ABC  de  la 
pyramide ,  au  moyen  des  trois  arêtes  données  qui  se  rapportent  à  cette  face  ; 
ensuite ,  on  déterminera  le  quatrième  sommet  (M,  M')  en  cherchant,  comme 
dans  le  problème  précédent ,  l'intersection  de  trois  sphères  qui  auraient  pour 
centres  les  points  A,  B,  C ,  et  pour  rayons  les  longueurs  des  trois  autres  arêtes 
assignées  par  la  question.  11  y  aura  évidemment  deux  pyramides  symétriques 
l'une  de  lautre^  puisque  le  dernier  sommet  peut  être  placé  en  (M,  Af)  ou  en 
(M  ,  M")  ;  et  d'ailleurs  on  trouvera,  par  les  méthodes  du  livre  I*' ,  tout  ce  qui 
peut  intéresser  sur  les  angles  plans ,  les  angles  dièdres ,  etc. ,  de  chacune  de  ces 
pyramides. 

FiG.  103.  500.  Circonscrire  une  sphère  d  une  pyramide  triangulaire  donnée.  Soient 
(A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C),  (S,  S')  les  projections  des  quatre  sommets ,  sur  deux  plans 
rectangulaires  dont  un  renferme  la  face  ABC  ;  si  ces  projections  n'étaient  pas 
données  immédiatement,  elles  se  détermineraient  comme  au  problème  précé- 
dent. Le  centre  de  la  sphère  cherchée ,  devant  être  à  égale  distance  de  ces 
quatre  sommets ,  se  trouvera  à  la  fois  dans  les  deux  plans  verticaux  FO  et  GO  , 
élevés  perpendiculairement  sur  les  milieux  desarétes  AB  et  AG  ;  donc  ce  centre 
sera  quelque  part  sur  la  verticale  (O,  TO^)  intersection  de  ces  plans.  De  même, 
il  doit  être  contenu  dans  le  plan  élevé  perpendiculairement  sur  le  milieu  d'une 
troisième  arête  appartenant  à  une  autre  face  ,  telle  que  (SA  ,  S'A')  ;  donc  si 
Ton  prend  la  peine  de  construire  les  traces  de  ce  plan ,  ainsi  que  le  point  où  il 
ira  couper  la  verticale  (0 ,  10') ,  on  obtiendra  le  centre  demandé  :  mais 
comme  ces  dernières  opérations  seraient  un  peu  longues  ,  à  moins  qu'on  n'ait 
eu  le  soin  de  choisir  le  plan  vertical  parallèle  à  l'arête  (SA ,  S'A'),  on  pourra 
les  remplacer  par  la  construction  suivante. 

En  traçant  avec  le  rayon  OB  ,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  ,  cette 
circonférence  qui  appartiendra  à  la  sphère  demandée ,  sera  coupée  par  le  plan 
vertical  SD  parallèle  à  la  ligne  de  terre ,  en  un  point  (D,  D')  ;  donc  la  droite 
(SD,  S'D')  sera  une  corde  de  la  sphère ,  parallèle  au  plan  vertical^  et  dès  lors  le 
centre  de  cette  surface  devra  être  situé  dans  le  plan  KL'  élevé  perpendiculaire- 
ment sur.  le  milieu  de  cette  corde.  Or  ce  plan  va  couper  la  verticale  (O ,  FO') 
point  (0,  0');  donc  c'est  là  le  centre  de  la  sphère  en  question. 
Quant  au  rayon  de  cette  sphère ,  qui  est  évidemment  (OB,  O'BO  ,  on  ob«- 
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tiendra  sa  Téritable  longueur  en  le  rabattant  parallèlement  au  plan  yertical 
suÎTant  (06,  O'A')  ;  donc  si  des  points  O  et  0',  avec  un  rayon  égal  à  0'b\  on 
décrit  deux  cercles,  ce  seront  les  contours  apparents  de  la  sphère  demandée, 
qai  estainsi  complètement  déterminée  de  grandeur  et  de  position. 

501.  Inscrire  une  sphère  clans  une  pyramide  triangulaire  donnée.  Prenons  Fig.  104 
encore  le  plan  d'une  des  faces  ABC  pour  le  plan  horizontal,  et  soit  (S,  S')  le 
sommet  situé  hors  de  ce  plan.  Si  par  l'arête  AB  nous  menionsun  plan  qui divi« 
sât  en  deux  parties  égales,  Tangle  dièdre  formé  par  les  faces  SAB  et  CAB,  ce 
plan  bissecteur  renfermerait  évidemment  tous  les  points  de  l'espace  qui  sont  à 
égaie  distance  de  ces  deux  faces;  donc  la  sphère  demandée  qui  doit  toucher 
chacune  de  celles-ci,  aurait  son  centre  situé  nécessairement  dans  ce  plan  bis- 
secteur.  De  même,  deux  autres  plans  bissecteurs  menés  suivant  les  arêtes  AC 
etBC,  de  manière  à  diviser  en  deux  parties  égales  les  angles  dièdres  qui  ont 
ces  droites  pour  arêtes,  contiendraient  aussi  le  centre  cherché;  par  conséquent 
ce  centre  est  à  Fintersection  de  ces  trois  plans  bissecteurs,  c'est-à-dire  au  sommet 
de  la  pyramide  intérieure  qu'ils  forment  avec  la  base  primitive  ABC  :  ainsi  la 
question  est  ramenée  à  trouver  le  sommet  de  cette  nouvelle  pyramide,  ou  bien 
les  trois  arêtes  qui  y  aboutissent. 

Pour  cela,  mesurons  d'abord  l'angle  dièdre  S  ABC,  en  le  coupant  par  un  plan 
rerticalSD  perpendiculaire  à  AB,  et  rabattons  sur  le  plan  vertical  la  section 
ainsi  faite,  laquelle  deviendra  évidemment  l'angle  S'D//H  ;  construisons  de 
même  les  angles  S'Ë"H  et  S'F'^H  qui  mesurent  les  angles  dièdres  AC  et  BC; 
puis ,  divisons  ces  trois  angles  plans  chacun  par  moitiés  ,  au  moyen  des 
droites  D^I,  E"L,  F"K  ;  alors  ces  trois  droites  ramenées  dans  les  plans  ver- 
ticaux SD,  SE,  SF,  appartiendraient  aux  faces  de  la  pyramide  intérieure  qui 
a  aussi  pour  base  le  triangle  ABC.  Par  conséquent,  si  l'on  coupe  ces  droites 
par  un  plan  horizontal  quelconque  X'Y^,  on  obtiendra  trois  points  d*\  e\  <f\  qui 
ramenés  en  (^,  e,  ^,  appartiendront  à  la  section  triangulaire  abç  faite  par  le  plan 
X'Y'  dans  la  pyramide  intérieure;  donc  ce  triangle  abc  est  maintenant  facile 
à  tracer,  puisque  ses  trois  côtés  doivent  être  évidemment  parallèles  à  ceux 
de  ABC.  Alors  si  l'on  tire  les  droites  Aa,  B6,  Ce,  ce  seront  les  arêtes  latérales 
de  la  pyramide  intérieure,  et  elles  devront  aller  se  couper  en  un  point  uni- 
que O ,  qui  sera  la  projection  horizontale  du  centre  de  la  sphère  de-* 
mandée. 

Quant  à  la  projection  verticale  0'  de  ce  même  centre,  elle  s'obtiendra  en 
projetant  le  point  O  sur  l'arête  0&  de  la  pyramide  intérieure;  et  le  rayon  oe 
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pliquer  plus  bas ,  il  n  y  aura  plus  qu'à  chercher ,  par  la  méthode  du  n*  288,  la 
courbe  d'intersection  du  cylindre  A  avec  le  cylindre  B ,  puis  celle  des  cylin- 
dres A  et  C  ;  et  ces  deux  courbes ,  qui  pourront  se  couper  au  plus  dans  huit 
points,  attendu  que  les  trois  surfaces  sont  évidemment  du  second  degré  , 
feront  connaître  par  leurs  rencontres  les  diverses  positions  que  peut  avoir  le 
point  demandé  œ.  Toutefois,  observons  que  pour  obtenir  les  points  vraiment 
communs  aux  deux  courbes  dans  l'espace ,  il  ne  faudra  prendre ,  parmi  les 
sections  des  deux  projections  horizontales ,  que  les  points  qui  correspondront 
exactement  à  des  sections  sur  le  plan  vertical  ;  c'est-à-dire  que  ces  points 
devront  être  deux  à  deux  sur  des  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre.  D'ail- 
leurs on  pourra,  comme  vérification ,  construire  aussi  la  courbe  d'intersection 
des  cylindres  B  et  C  ^  laquelle  devra  encore  passer  par  les  points  communs 
aux  deux  premières  courbes. 
Fie.  lOiS.  505.  Quant  à  la  manière  de  trouver  la  trace  horizontale  de  chaque  cylindre, 
représentons  sur  deux  plans  de  projection  ,  l'axe  de  l'un  d'entre  eux  par  (AF, 
A'F').  En  faisant  tourner  cette  droite  autour  de  la  verticale  A ,  pour  la  rabattre 
parallèlement  au  plan  vertical,  elle  deviendra  (  A/\  A/*');  et  alors  la  section  cir- 
culaire du  cylindre  se  projettera  suivant  une  droite  GH'  égale  à  2a  et  per-* 
pendiculaire  sur  A'/^.  Donc  le  contour  apparent  du  cylindre  sera  fourni  par 
les  droites  G  K'^  H'L' ,  parallèles  à  A'/^ ,  et  la  trace  horizontale  de  cette  sur- 
face dans  la  position  actuelle ,  sera  une  ellipse  ayant  évidemment  pour  grand 
axe ,  la  distance  L^K\  Par  conséquent ,  si  ion  ramène  les  point  K'  et  L^  en  a  et 
d^  la  droite  ad  et  sa  perpendiculaire  bke^=^  %(, ,  seront  les  axes  de  Tellipse  sui- 
vant laquelle  le  cylindre  primitif  coupait  le  plan  horizontal  ;  de  sorte  que  cette 
courbe  sera  maintenant  facile  à  construire. 

506. «  Un  ingénieur  {*)parcourantun pays  demontagnes,  esttnunid'une  carte 
topographiqtie  sur  laquelle  sont  marquées  exactement  les  projections  des  différents 
points  du  terrain^  ainsi  que  les  cotes  qui  indiquent  les  hauteurs  de  ces  points  au^-' 
dessus d'uneméme  surface  de  niveau.  1 1 rencontre  un  poifitremarquablequi  n'est 
pas  marqué  surlaoarte,  et  il  ne  porte  avec  lui  d^autre  instrument  propre  dmê^ 
surer  les  angles,  qu'un  graphomètre  garni  d^un  fil-à'plomb.  On  demande  que 
sans  quitter  la  station  ^  Vingénieur  construise  sur  la  carte  le  point  où  il  est ,  et 
quil  trouve  la  cote  qui  convient  à  ce  point,  c'est-à-dire  sa  hauteur  au-dessus 
de  la  surface  de  niveau. 

»  Parmi  les  points  du  terrain  marqués  d'une  manière  précise  sur  la  carte,  et 


(*)  Cet  article  et  le  suivant  8ont  extraits  de  la  Géométrie  descriptive  de  Mongs, 
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qui  seront  les  plus  voisins,  l'ingénieur  en  distinguera  trois,  dont  deux  au  moins 
ne  soient  pas  à  la  même  hauteur  que  lui;  puis,  il  observera  les  angles  formés 
par  la  verticale  et  les  rayons  visuels  dirigés  à  ces  trois  points,  et  d'après  cette 
seule  observation,  il  pourra  résoudre  la  question. 

»  En  effet,  nommons  A,  B,  C,  les  trois  points  observés  dont  il  a  les  projec- 
tions horizontales  sur  la  carte,  et  dont  il  pourra  construire  les  projections  ver- 
ticales au  moyen  de  leurs  cotes.  Puisqu'il  connaît  l'angle  formé  par  la  verticale 
et  par  le  rayon  visuel  dirigé  au  point  Â ,  il  connaitaussi  l'angle  formé  par  le  même 
rayon  avec  la  verticale  élevée  au  point  A;  car  en  négligeant  la  courbure  de  la 
terre,  ce  qui  est  convenable  ici,  ces  deux  angles  sogt  alternes-internes,  et  par 
conséquent  égaux.  Si  donc  il  conçoit  une  surface  coniqueà  base  circulaire,  dont 
le  sommet  soit  au  point  A,  dont  Taxe  soit  vertical,  et  dont  l'angle  formé  par 
l'axe  et  par  la  droite  génératrice  soit  égal  à  l'angle  observé,  ce  qui  détermine 
complètement  cette  surface,  elle  passera  par  le  rayon  visuel  dirigé  au  point  A, 
et  conséquemment  parle  point  de  la  station  :  ainsi,  il  aura  une  première  sur- 
face courbe  déterminée,  sur  laquelle  se  trouvera  le  point  demandé.  En  raison- 
nant pour  les  deux  autres  points  B,  C,  comme  pour  le  premier  »  le  point  de- 
mandé se  trouvera  encore  sur  deux  autres  surfaces  coniquesà  bases  circulairesi 
dont  les  axes  seront  verticaux,  dont  les  sommets  serontaux  points  B,C,  et  pour 
chacune  desquelles  l'angle  formé  par  Taxe  avec  la  génératrice ,  sera  égal  à 
l'angle  formé  par  la  verticale  avec  le  rayon  visuel  correspondant.  Le  point  de- 
mandé sera  donc  en  même  temps  sur  trois  surfaces  coniques,  déterminées  de 
forme  et  déposition,  et  par  conséquent  dans  leur  intersection  commune.  Une 
s'agit  donc  plus  que  de  construire,  d'après  les  données  de  la  question,  les 
projections  horizontales  et  verticales  des  intersections  de  ces  trois  surfaces, 
considérées  deux  à  deux  (*)  ;  les  intersections  de  ces  projections  donneront  les 
projections  horizontale  et  verticale  du  point  demandé ,  et  par  conséquent  la 
position  de  ce  point  sur  la  carte,  et  sa  hauteur  au-dessus  ou  au-dessous  des 
points  observés,  ce  qui  déterminera  sa  cote. 

>  Cette  solution  doit  en  général  produire  huit  points  qui  satisfont  à  la 
question  ;  mais  il  sera  facile  à  l'observateur  de  distinguer  parmi  ces  huit 


(*)  Llntersection  dedeax  de  ces  côneaseconstroiraparla  méthode  dan* 297; ou  mieux  en- 
oore,  en  les  coupant  par  divers  plans  horizontaux;  car  les  sections  seront  des  cercles,  dont  les 
centres  se  projetteront  au  même  point  que  le  sommet,  et  dont  les  rayons  se  trouveront  mar- 
qués sar  le  plan  Tertical. 

32 
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points,  celui  qui  co'iacide  avec  le  poiat  de  la  statioD.  D  abord,  il  pourra 
toujours  s'assurer  si  le  point  de  la  station  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan 
qui  passe  par  les  trois  points  observes  :  supposons  que  ce  point  soit  au«-des« 
sus  du  plan  des  sommets  des  cônes,  il  sera  autorisé  à  nég^liger  les  bran« 
ches  des  intersections  des  surfaces  coniques  qui  existent  au-dessous  de  ce 
plan,  et  par-là  le  nombre  des  points  possibles  sera  réduit  è  quatre  :  ce  serait 
la  même  chose  si  le  point  de  la  station  e'tait  au  contraire  place  au  «dessous 
du  plan.  Ensuite,  parmi  ces  quatre  points,  s^ils  existent  tous,  il  reconnaîtra 
facilement  celui  dont  la  position  par  rapport  aux  trois  sommets,  est  la  même 
que  celle  du  point  de  la  station  ,  par  rapport  aux  points  observés.  » 

507.  <  Leê  circonstances  étant  les  mêmes  que  dans  la  question  précédente^ 
avec  cette  seule  différence  qtie  l'instrument  n  est  pas  garni  de  fiM-plomb^  de  ma^ 
nière  que  les  angles  avec  la  verticale  ne  puissent  pas  être  mesurés^  on  demande 
encore  que  Fingénieur^  sans  quitter  la  station^  détermine  sur  la  carte  la  position 
du  point  où  il  est  et  qtiil  trouve  la  cote  de  ce  point ^  c'est-à-dire  son  élévation  au- 
dessus  de  la  surface  de  niveau  à  laquelle  tous  les  points  de  la  carte  sont  rapportés. 

7>  Après  avoir  choisi  trois  points  du  terrain  qui  soient  marqués  d'une  ma- 
nière précise  sur  la  carte,  et  tels  que  le  point  de  station  ne  soit  pas  avec  eux 
dans  le  même  plan,  l'ingénieur  mesurera  les  trois  angles  que  forment  entre 
eux  les  rayons  visuels  dirigés  à  ces  trois  points  ;  et  au  moyen  de  cette  seule 
observation,  il  sera  en  ëtat  de  résoudre  la  question. 

»  En  effet,  si  nous  nommons  A ,  B ,  C ,  les  trois  points  observés ,  et  si  on 
les  suppose  joints  par  les  trois  droites  AB,  BC,  CA,  l'ingénieur  aura  les  pro- 
jections horizontales  de  ces  droites  tracées  sur  la  carte  ;  de  plus ,  au  moyen 
des  cotes  des  trois  points ,  il  aura  les  différences  de  hauteur  des  extrémités 
de  ces  droites;  il  pourra  donc  avoir  la  grandeur  de  chacune  d'elles. 
FiG.  106.  >  Cela  posé,  si  dans  un  plan  quelconque  mené  par  AB,  on  conçoit  un 
triangle  rectangle  BAD  construit  sur  AB  comme  base  ,  et  dont  l'angle  en  B 
soit  le  complément  de  l'angle  sous  lequel  le  côté  AB  a  été  observé ,  l'angle 
en  D  sera  égal  à  langle  observé,  et  la  circonférence  de  cercle  décrite  par  les 
trois  points  A,  B,  D,  jouira  de  la  propriété ,  que  si  d'un  point  quelconque  de 
l'arc  ADB  on  mène  deux  droites  aux  points  A  et  B  ,  Tangle  qu'elles  compren- 
dront entre  elles  sera  égal  à  l'angle  observé.  Si  donc  on  conçoit  que  le  plan 
du  cercle  tourne  autour  de  AB  comme  charnière,  l'arc  ADB  engendrera  une 
surface  de  révolution  dont  tous  les  points  jouiront  de  la  même  propriété  ; 
c  est-à-dire  que  si  d'un  point  quelconque  de  cette  surface  ,  on  mène  deux 
droites  aux  points  A  et  B ,  ces  droites  formeront  entre  elles  un  angle  égal  à 
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Tangie  obserTé.  Or  il  est  évident  que  les  points  de  cette  surface  de  rëYoIu-* 
tion  sont  les  seuls  qui  jouissent  de  cette  propriété;  donc  la  surface  passera 
par  le  point  de  la  station.  Si  l'on  raisonne  de  la  même  manière  pour  les  deux 
autres  droites  BC,  CA,  on  aura  deux  autres  surfaces  de  révolution,  sur  cha- 
cune desquelles  se  trouvera  le  point  de  la  station  ;  ce  point  sera  donc  en 
même  temps  sur  trois  surfeces  de  révolution  difiFérentes,  déterminées  de 
forme  et  de  position  ;  il  sera  donc  un  point  de  leur  intersection  commune. 
Ainsi ,  en  construisant  les  projections  horizontales  et  verticales  des  inter- 
sections de  ces  trois  surfaces  considérées  deux  à  deux,  les  points  où  les  pro- 
jections se  couperont  elles-mêmes  toutes  trois,  seront  les  projections  du  point 
qui  satisfait  à  la  question.  > 

508.  A  la  vérité ,  si  pour  efiFectuer  ces  constructions  par  la  méthode  du 
D®  333,  on  adopte  le  plan  du  triangle  ABC  pour  le  plan  horizontal  de  Tépure  , 
et  que  Ton  dirige  le  plan  vertical  perpendiculairement  à  un  des  côtés,  A6  par 
exemple,  on  obtiendra  ainsi  que  la  projection  du  point  demandé  sur  le 
plan  ABC  et  sa  hauteur  au-dessus  ou  au-dessous  de  ce  plan;  mais  comme  ce 
dernier  a  lui-même  une  position  connue  par  rapport  à  la  surface  de  niveau 
k  laquelle  tous  les  points  de  la  carte  sont  rapportés ,  il  sera  bien  facile  de 
retrouver  ensuite  la  projection  de  la  station  sur  le  plan  même  de  la  carte,  et 
sa  hauteur  au-dessus  de  ce  plan. 

509.  Observons  aussi  que  si  l'on  voulait  résoudre  ce  problème  analytique*- 
ment,  en  combinant  les  équations  des  trois  sur&ces  de  révolution  décrites  par 
les  arcs  ÂDB,  BEC  ^  CFA ,  on  obtiendrait  beaucoup  de  solutions  qui  seraient 
étrangères  à  la  question;  car  l'analyse  ne  séparerait  pas  la  nappe  décrite  par 
l'arc  ADB^  de  celle  que  décrirait  l'arc  AtfB;  mais  une  seule  équation  embras- 
serait ces  deux  nappes  à  la  fois.  Cependant,  puisqu'ici  les  angles  compris  entre 
les  rayons  visuels  sont  donnés  par  l'observation ,  on  sent  bien  qu'il  n'est  pas 
permis  d'adopter  indifféremment  l'angle  ADB,  ou  son  supplément  A^B.  Par 
conséquent  on  devra,  dans  les  opérations  gt*aphiqoes,  négliger  entièrement  les 
branches  de  courbes  et  les  points  qui  seraient  fournis  par  les  nappes  suppU^^ 
menUlireSf  engendrées  par  la  révolution  des  trois  arcs  Ai^B,  B«C  et  A/C. 
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CHAPITRE    PREMIER. 

Notions  généraleê  sur  les  surfaces  gauches. 

510.  Toutes  les  surfaces  qui  peuvent  être  engendrées  par  le  mouvement 
d'une  ligne  droite,  'sont  désignées  généralement  sous  le  nom  de  surfaces  bé- 
GLiES,  parce  qu^on  peut  évidemment  les  exécuter  sur  un  corps  solide,  au 
moyen  d'une  ràgle^  avantage  qui  en  rend  l'usage  très-fréquent  dans  les  arts; 
mais  on  doit  les  partager  en  deux  classes  bien  distinctes,  selon  que  la  loi  qui 
dirige  le  mouvement  de  la  génératrice  rectiligne,  satisfait  ou  non^  à  la  coq* 
dition  que  deux  positions  consécutives  de  la  droite  mobile  soient  situées  dans 
un  même  plan.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  la  surface  réglée  est  dbvs- 
LOPPABLE ,  et  un  même  plan  la  touche  tout  le  long  de  la  génératrice,  comme 
nous  Ta  vous  prouvé  aux  n^  175  et  177.  Or,  tout  ce  qui  regarde  la  déter^ 
mination  du  plan  tangent,  la  construction  des  génératrices  et  le  développement 
d'une  telle  surface,  ayant  été  suffisamment  expliqué  dans  les  livres  précédents, 
et  notamment  par  l'exemple  général  du  n*  465,  nous  ne  reviendrons  plus  sur 
ces  questions  ;  et  ici  nous  nous  occuperons  seulement  des  subfacbs  «aughbs, 
c'est-à-dire  des  surfaces  engendrées  par  une  droite  qui  se  meut  de  telle  sorte  que 
deuœpositions  consécutives^  quelque  rapprochées  qu'on  les  suppose,  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan. 
FiG.  107.  511.  Avant  d'indiquer  diverses  manières  de  réaliser  la  condition  précé- 
dente, nous  ferons  observer  qu'il  en  résultera  toujours  que  télément  super'^ 
/ïcfW  indéfini  en  longueur,  et  compris  entre  les  deux  génératrices  infiniment 
voisines  G  et  G' ,  sera  lui-même  gauche  ;  car,  pour  toutes  les  courbes 
A,  B,  C,....  que  Ton  tracera  sur  la  surface  ,  les  éléments  linéaires  LL',  MM' , 
NN',.*«-)  <iui  sont  des  droites  ayant  chacune  deux  points  communs  avec  G  et 
G',  ne  pourront  être  situés  dans  un  même  plan ,  dès  que  ces  deux  gêné- 
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ralrices  n'y  sont  pas.  En  outre ,  comme  les  tangentes  LL'T,  MM'U,  NN'V,...., 
qui  sont  les  prolongements  de  ces  éléments  linéaires ,  se  trouveront  ainsi  dans 
des  plans  différents,  il  arrivera  nécessairement  que  les  plan»  tangents  GLT  , 
GMU  ,  GNV, ,  relatifs  atiœ  divers  points  L,  M,  N  , d'une  même  généra- 
trice ,  seront  distincts  les  uns  des  autres ,  quoiqu'ils  renferment  tous  la  généra- 
trice GLMN. 

512.  De  là  il  résulte  encore  que,  dans  une  surface  gauche ,  chaque  plan  tel 
que  GLT,  quoique  yéritablement  tangent  en  L  ,  c'est-à-dire  renfermant  les 
tangentes  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  par  ce  point ,  devient 
sécant  dans  tous  les  autres  points  .qui  lui  sont  communs  avec  elle  ;  et  son  in- 
tersection se  composera  d'abçrd  de  la  géneVatrice  GLM  elle-même ,  puis 
d'une  seconde  branche  passant  par  le  point  L  ,  et  qui  peut  élre  rectiligne  ou 
curviligne ,  suivant  la  forme  de  la  surface  gauche  en  question. 

513.  Voyons,  maintenant,  de  quelle  manière  nous  pourrons  réaliser  la  con^ 
dition  (n<^  510)  qui  caractérise  les  surfeces  gauches.  Si  nous  assujettissons  la 
droite  mobile  à  glisser  seulementsur  tine^  ou  même  ^urdeux  courbes  directrices 
A  et  B  ,  invariables  de  forme  et  de  position ,  le  mouvement  de  cette  droite 
ne  sera  pas  complètement  déterminé  ;  puisque  pour  chaque  point  L  choisi  à 
volonté  sur  A  ,  la  génératrice  rectiligne  pourra  prendre  une  infinité  de  posi- 
tions ,  situées  toutes  sur  le  cône  qui  aurait  pour  base  6  et  pour  sommet  le 
point  L.  Deux  courbes  ne  suffisent  donc  pas  pour  diriger  le  mouvement  d'une 
droite  \  à  moins  qu'on  n'impose ,  en  outre,  la  condition  que  la  surface  engendrée 
soit  développable ,  comme  on  l'a  vu  n°  180  ;  mais  cette  condition  est  précisé- 
ment celle  que  nous  voulons  écarter  ici. 

Assujettissons  donc  la  droite  mobile  à  glisser  constamment  sur  trois  courbes  Fie.  10^. 
directrices  A ,  B ,  G ,  et  nous  allons  voir  que  ces  conditions  suffisent  pour  régler 
complètement  le  mouvement  de  cette  génératrice.  En  effet ,  si  Ton  imagine 
deux  cônes  qui  auraient  pour  sommet  commun  le  point  L  pris  à  volonté  sur  A, 
et  pour  bases  l'un  la  directrice  B ,  l'autre  la  directrice  C,  on  pourra  aisément 
construire  les  traces  de  ces  surfaces  coniques  sur  un  des  plans  de  projection  ; 
et  en  joignant  les  points  de  section  de  ces  deux  traces  avec  le  sommet 
commun  L  Y  on  obtiendra  une  ou  plusieurs  droites,  mais  en  nombre  fini^  qui 
comme  GLMN,  s'appuieront  évidemment  sur  les  trois  courbes  A,  B,  G, 
puisqu'elles  seront  les  intersections  des  deux  cônes  passant  par  B  et  par  C. 
Ces  droites  seront  donc  les  positions  déterminées  que  doit  prendre  la  géné- 
ratrice mobile,  lorsqu'en  glissant  sur  A ,  elle  arrive  au  point  L  ;  et  pour  d'au- 
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lies  poiats  L',  L",...«  on  conslruirà  semblablemetit  les  positions  de  cette  gé« 
nératrice. 

Au  lieu  d'employer  deux  surfeces  coniques  dont  il  faut  chercher  les  traces^ 
il  sera  souvent  plus  commode  de  construire  Tintersection  du  premier  cône 
LBM ,  avec  le  cylindre  vertical  qui  projettera  la  directrice  C  sur  le  plan  hori- 
zontaU  Par-là ,  on  obtiendra  une  courbe  auxiliaire  dont  la  rencontre  avec  la 
projection  verticale  de  C,  fera  connaître  le  point  qu'il  faut  joindre  avec  L  , 
pour  avoir  une  position  de  la  génératrice. 

514.  D  ailleurs  ,  la  surface  ainsi  engendrée  sera  gauche  ,  en  général;  car  , 
lorsque  la  droite  mobile  passera  d'une  position  GLMN  à  une  autre  GX'H'N' 
infiniment  voisine ,  elle  pourra  être  censée  glisser  sur  les  trois  tangentes  LT, 
MU,  NV  ,  qui  ont  avec  les  directrices  les  éléments  communs  LL',  MM',  NN'  ; 
donc ,  si  ces  tangentes  ne  sont  pas  situées  toutes  trois  dans  un  seul  et  même 
plan ,  les  deux  génératrices  G  et  G'  n'y  seront  pas  non  plus.  Or ,  pour  que  ces 
tangentes  se  trouyassent  dans  un  même  plan ,  et  surtout  pour  que  la  même 
circonstance  se  reproduisît  à  chaque  système  de  points  (L,  M,  N) ,  (L',  M',  H') , 
(L",  M"|M'')v.  situés  trois  à  trois  en  ligne  droite,  il  est  clair  qu'il  faudrait 
faire  un  choix  tout  particulier  dans  la  forme  et  la  position  des  directrices 
A,  B,  C  ;  par  conséquent,  en  général,  la  surface  décrite  par  une  droite  mobiU 
qui  s'appuie  constamment  sur  trois  courbes  fiwos ,  est  gauche. 

Mais  une  telle  surface  peut  offrir  une  ligne  singulière ,  le  long  de  laquelle 
il  existera  un  élément /^Zan,  indéfini  en  longueur;  c'est  ce  qui  arriverait  dans 
le  cas  où ,  pour  un  certain  point  L ,  les  deux  cônes  dont  nous  avons  parlé  au 
numéro  précédent ,  auraient  leurs  traces  tangentes  l'une  à  l'autre.  Alors ,  la 
génératrice  menée  de  L  à  ce  point  de  contact  pourrait ,  sans  quitter  le  point  L, 
glisser  sur  la  tangente  commune  aux  deux  traces ,  et  elle  décrirait  ainsi  ua 
élément  particulier  qui  serait  plan.  Cela  revient  à  supposer  que  les  deux  tan-* 
gentes  MU  et  NY  sont  dans  un  même  plan  ;  et  à  plus  forte  raison  en  serait->il 
de  même,  si  les  trois  tangentes  en  L,  M,  N  se  trouvaient  dans  un  plan 
unique. 
FiG.  108.  51 5.  On  peut  encore  assujettir  la  droite  mobile  G  à  glisser  constamment  suf 
deux  courbes  fixes  AetH^  en  demeurant  toujours  parallèle  â  un  plan  donne  Pqoe 
Ton  nomme  le  plan  directeur.  Pour  construire  ici  les  positions  de  la  généra* 
trice,  il  suffira  de  couper  les  courbes  A  et  B  (n^  333)  par  divers  plans  parai- 
lèles  à  F  :  et  enjoignant  par  une  droite  les  .deux  points  de  section  de  chaque 
plan  ,  on  aura  des  lignes  GLM ,  G'LIM',.....  qui  satisferont  évidemment  aux 
conditions  imposées  à  la  génératrice.  La  surface  lieu  de  toutes  ces  droites  , 
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sera  encore  (jfauche  en  général,  parce  que  les  tangentes  LUT,  MM'U,  sur  les- 
quelles s'appuie  la  droite  G  lorsqu'elle  passe  à  la  position  infiniment  voisine 
G",  ne  se  trouveront  pas  ordinairement  dans  un  même  plan. 

Au  reste,  ce  genre  de  surfaces  gauches  rentre  dans  le  précédent,  lorsqu'on 
imagine  que  la  troisième  directrice  C  est  située  à  l'infini ,  dans  )e  plan  P. 

516.  Dans  toutes  les  surfaces  réglées,  on  peut  remplacer  les  courbes  di- 
rectrices par  des  surfaces  directrice  auxquelles  la  droite  mobile  devra  être  tan- 
gente. Par  exemple,  si  Ton  assigne  une  courbe  A  et  une  surface  S  pour  diriger 
la  géneVatrice,  avec  un  plan  P  auquel  cette  droite  mobile  devra  rester  parallèle, 
on  mènera  par  chaque  point  L  pris  sur  A,  un  plan  parallèle  à  P,  lequel  cou- 
pera la  surface  S  suivant  une  courbe  à  laquelle  on  conduira  des  tangentes  par- 
tant de  L;  ce  seront  bien  là  des  positions  de  la  génératrice  demandée,  et  la 
surface  réglée  ainsi  produite,  sera  en  général  gauche.  D'ailleurs,  elle  touchera 
S  tout  le  long  de  la  courbe  formée  par  les  points  de  contact  a,  f,  ^,....  des 
tangentes  dont  nous  venons  de  parler;  car,  pour  la  surface  gauche  comme  pour 
la  surface  S,  le  plan  tangent  renfermera  la  génératrice  rectiligne  et  la  tangente 
de  la  courbe  o£y  qui  est  commune  aux  deux  surfaces. 

Si  l'on  donnait  deux  surfaces  S  et  S' avec  un  plan  directeur  P,  on  couperait 
ces  fturfiaces  par  divers  plans  parallèles  à  P,  et  Ton  mènerait  une  tangente  com- 
mune aux  deux  sections  produites  par  chacun  de  ces  plans  sécants. 

517.  Lorsque  la  surface  réglée  n'admet  point  de  jo/an  directeur^  on  peut  en-* 
core  remplacer  une  ou  plusieurs  des  trois  courbes  directrices  A,  B,  C,  par  des 
surfaces  auxquelles  la  génératrice  devra  être  tangente.  Supposons,  en  efiFet» 
que  l'on  assigne  pour  diriger  le  mouvement  de  cette  droite,  les  courbes  A  et  B 
avec  une  surface  S;  pour  chaque  point  L  pris  sur  A,  il  faudra  construire  deux 
cônes  ayant  leurs  sommets  communs  en  L,  et  dont  Fun  aurait  pour  base  la 
courbe  B,  tandis  que  l'autre  serait  circonscrit  à  la  surface  S  (n"*  347);  les  in- 
tersections de  ces  deux  cônes,  qui  seront  nécessairement  des  droites,  fourni- 
ront les  positions  de  la  génératrice  lorsqu'elle  passe  par  le  point  L.  Quand  la 
surface  S  se  trouvera  développable  ,  il  sera  plus  court  de  lui  mener  un  plan 
tangent  qui  coupe  les  deux  courbes  A  et  B  en  des  points  que  l'on  réunira  par  une 
droite;  ce  sera  bien  là  une  position  de  la  génératrice. 

Si  Ton  donne  une  seule  courbe  A  avec  deux  surfaces  directrices  S  et  S',  il 
faudra  combiner  ensemble  deux  cônes  circonscrits  l'un  à  S,  l'autre  &  S\,  et  dont 
le  sommet  commun  serait  en  un  point  L  de  la  ligne  A. 

518.  Lorsqu'on  assignera  seulement  trois  surfaces  S,  S',  S",  auxquelles  la 
droite  mobile  devra  rester  constamment  tangente,  la  construction  des  diverses 
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positions  de  cette  génératrice  sera  beaucoup  plus  laborieuse;  mais  on  y  par- 
viendra en  ramenant  la  question  à  l'un  des  cas  précédents.  En  effet,  si  nous 
connaissions  une  droite  G  qui  touchât  la  surface  S  en  un  certain  point  a,  S' eo 
a.'\  et  S'^  en  a!\  puis ,  que  nous  fissions  glisser  cette  ligne  GoaV  sur  les  deux 
surfaces  S  et  S\  en  l'assujettissant  d'ailleurs  à  demeurer  parallèle  à  un  plan  di- 
recteur P,  nous  obtiendrions|par  la  méthode  du  n°  516,  une  surface  auxiliaire 
2  qui  couperait  S^  suivant  une  certaine  courbe  oi'Ç^'y'  passant  par  le  point  cl  ^ 
et  à  laquelle  la  droite  G  serait  nécessairement  tangente  en  ce  point;  car  G  se 
trouve  évidemment  dans  le  plan  tangent  de  S'^  et  dans  celui  qui  touche  la  sur- 
face gauche  2  au  point  a!\  Par  conséquent,  si  Ton  commence  par  construire  la 
surface  auxiliaire  2  qui  a  pour  directrices S^  S',  et  le  plan  P;  puis,  si  Ton  déter- 
mine son  intersection  aVy'avec  la  surface  S'\  il  n  y  aura  plus  qu'à  mener  à  la 
courbe  ol'fy\  une  tangente  qui  soit  parallèle  au  plan  P,  et  cette  tangente  sera 
la  position  d'une  génératrice  G  de  la  surface  demandée  qui  a  pour  directrice 
S,  S\  S'^  Pour  obtenir  d'autres  positions  de  cette  génératricCi  on  fera  varier 
la  direction  du  plan  P. 

5 1 9  •  On  peut  encore  diriger  le  mouvement  de  la  droite  qui  engendre  une  sur- 
face réglefe,  en  assignant  deux  courbes  directrices  A  et  B,  avec  la  condition  que 
la  génératrice  coupe l*une  (Telkg  êous  un  angle  constant ei  donné;  ou  bien,  que /a 
portion  de  cette  génératrice  comprise  entre  h,etB  conserve  une  longueur  fixe.  Ou 
peut  aussi  faire  glisser  la  droite  mobile  le  long  cTune  seule  courbe  A  tracée  sur  une 
surface  fixe  S,  à  laquelle  la  génératrice  devrait  rester  normale  etc  ,  etc.  Mais 
toutes  ces  variétés  de  surfaces  réglées,  pour  lesquelles  il  sera  facile  d'imaginer 
un  mode  de  construction  approprié  aux  conditions  que  chaque  problème  im- 
posera, n^offrent  pas  assez  d'intérêt  pour  que  nous  les  discutions  en  détail;  et 
d'ailleurs  elles  ne  forment  pas,  au  fond,  des  genres  vraiment  distincts,  puis- 
qu'on peut  toujours  les  concevoir  ramenées  à  cellesdu  n"*  513 ,  en  adoptant  pour 
directrices  de  la  droite  mobile,  trois  sections  faites  à  volonté  dans  la  surface. 

5â0.  Pour  compléter  ces  notions  générales ,  nous  ajouterons  que  Toa 
donne  le  nom  particulier  de  conoides,  aux  surfaces  gauches  qui  admettent  un 
plan  directeur  P  avec  deux  directrices  dont  une  est  rectiligne  :  l'autre  direc-* 
trice  peut  être  une  courbe  ou  une  surface.  Le  conoide  serait  dit  droite  sji  la 
directrice  rectiligne  était  perpendiculaire  au  plan  P  (voyez  n"  596). 

Lorsque  les  deux  directrices  sont  l'une  et  Tautre  des  droites,  le  conoîde 
prend  le  nom  de  parabohîde  hyperbolique  ou  de  conoide  du  second  dégré^ 
parce  que  c'est  le  seul  dont  l'équation  ne  s'élève  pas  au-dessus  de  cet 
ordre. 
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Enfio,  lorsqu'une  surface  réglée  qui  n  admet  pas  de  plan  directeur,  a  pour 
directrices  trois  droites  quelconques,  elle  reçoit  le  nom  d' hyper boloide  à  une 
nappe  :  cet  hyperboloïde  et  le  paraboloïde  dont  nous  venons  de  parler ,  se 
désignent  encore  simultanément  sous  le  nom  de  surfaces  gauches  du  second 
deyré^  parce  que  l'analyse  montre  que  ce  sont  les  seules  surfaces  de  cette  nature, 
dont  réquation  ne  s'élève  pas  au-delà  du  second  ordre.  Nous  allons  commen. 
cer  par  considérer  ces  deux  genres  particuliers ,  qui  offrent  des  propriétés 
fort  remarquables,  et  nécessaires  à  connaître  pour  étudier  les  autres  surfaces 
gauches. 


CHAPITRE  II. 

De  Thyperboloîde  à  une  nappe. 

SSl.  Nous  appellerons  ainsi ,  la  surface  particulière  engendrée  par  une  Fie.  109 
droite  mobiie  A  qui  s* appuie  constamment  sur  trois  droites  fixes  B,  B',  B'^,  non 
parallèles  à  un  plan  unique^  et  dont  deux  quelconques  ne  se  trouvent  pa^  dans 
un  même  plan;  parce  qu'il  sera  démontré  plus  loin  (n*  535)  que  cette  surface 
est  identique  avec  celle  que  nous  avons  déjà  désignée  sous  ce  nom  au  n^  83. 
La  construction  des  génératrices  s'efiFectuera  par  le  procédé  général  du  n*  51 5, 
qui  deviendra  ici  très-simple ,  puisque  les  surfaces  coniques  auxiliaires  se 
réduiront  à  des  plans  :  ainsi  ,  après  avoir  pris  un  point  arbitraire  L  sur  la 
directrice  B,  on  conduira  par  ce  point  deux  plans  dont  l'un  passe  par  B'  et 
l'autre  par  B'^  ;  puis ,  en  cherchant  Tintersection  de  ces  deux  plans,  on  ob» 
liendra  une  droite  ALMN  qui  s'appuiera  évidemment  sur  les  trois  directrices 
assignées.  On  arriverait  au  même  résultat ,  en  construisant  l'intersection  de 
la  directrice  B"  avec  le  seul  plan  mené  par  L  et  la  droite  B',  et  en  joignant 
ce  point  de  section  au  pointL.  Ce  procédé,  appliqué  successivementà  d'autres 
points  U  U\.. .  de  la  droite  B,  fournira  les  diverses  génératrices  A  «  A\  h!\  k'". . . . 
de  l'hyperboloïde  en  question;  et  comme  chacune  ne  peut  évidemment  occuper 
qu'une  position  unique,  lorsqu'elle  passe  par  un  point  donné  L  ou  L',  il  s'en- 
suit que  le  mouvement  de  la  droite  mobile  est  œmpl^iement  déterminé  pat  la 
condition  de  s'appuyer  sur  les  trois  directrices  assignées. 

522.  Cette  surface  est  nécessairement  gauche;  car  deux  génératrices  quel- 
conques A  et  A^  ne  pourraient  se  trouver  dans  un  même  plan,  qu'autant  que 
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les  droites  B,  B',  B",  dont  chacune  a  deux  points  communs  avec  A  et  A\ 
seraient  elles-mêmes  situées  dans  ce  plan  unique;  ce  qui  est  contraire  aux  con- 
ditions formellement  imposées  dans  la  définition  du  n»  521.  D'ailleurs ,  ce 
raisonnement  n'exigeant  pas  que  les  deux  droites  Â  et  Â^  soient  ici  infiniment 
Toisines,  comme  on  le  suppose  pour  une  Surface  gauche  générale  (n*  510)  <,  il 
en  résulte  que  dans  rhypei{)oloïde,  deux  génératrices  quelconques  ne  sont  ja^ 
mais  dans  un  tnéme  plan. 

Fie.  1 10.  525.  Si,  parmi  les  trois  directrices  B ,  B',  B",  que  Ton  suppose  n*étre  point 
parallèles  à  un  plan  unique ,  il  y  en  aTait  deua  qui  fussent  dans  un  même  plan 
B^GB^^,  la  droite  mobile  A  ne  pourrait  satisfaire  aux  conditions  imposées^  que 
des  deux  manières  suivantes  :  l<^en  passant  constamment  par  le  point  deseo- 
tion  G  et  en  glissant  sur  B,  ce  qui  lui  ferait  décrire  le  plan  GDB;  2*  en  tour- 
nant dans  le  plan  B'GB'^,  autour  du  point  D  où  il  est  rencontré  par  la  droite 
B.  Donc,  alors,  la  surface  décrite  serait  le  système  de  deux  plans  qui  se  coupe- 
raient. Mais  cette  yariété  de  Thyperboloide,  qui  est  analogue  au  cas  d'une  hy- 
perbole réduite  à  ses  asymptotes,  ne  présentant  aucune  recherche  nouvelle  ^ 
nous  continuerons  à  exclure  dorénavant  l'hypothèse  toute  particulière  que  deux 
des  directrices  soient  dans  un  ilaéme  plan. 

FiG.  109.  5S4.  L'hyperboloïde  à  une  nappe  jouit  d'ttnë  propriété  bien  remarquable, 
et  fort  imi  portante  pour  la  détermination  des  plans  tangents  aux  surftices  gauches 
générales  :  c'est  qu'il  admet  un  second  mode  de  géilération  par  la  ligne  droite, 
dans  lequel  les  premières  génératrices  deviennent  directrices ,  et  réciproque- 
ment. C'est-à-dire  que  si  Von  fkii  glisser  une  droite  mobile stif*  trois  quelconques 
des  droites  A,  A^  A^',  A'^^,.-  que  nous  venons  de  construire,  cette  nautelle  gé- 
nératrice qui  C(nncidera  évidemment  dans  trois  de  ses  positions,  avdc  B,  B'  et 
B^,  décrira  une  surface  identique  ai^eo  le  premier  h^perbohide\  tant  pour  la 
forme  que  pour  la  position.  Mais  avant  de  démontrer  cette  belle  propriété, 
nous  i^appellerons  deux  théorèmes  connus  de  ta  théorie  des  tranMerudes . 

FiG.  111.      5S5.  Liim  l^^".  Lorvque  dans  un  triangle  ABC ,  on  ttiène  une  transversale 
quelconque  PQR  qui,  en  coupant  1^  trois  côtés  ou  leurs  prolongements,  forme 
^ixee^m^nt^^hfnvdtiUd^tréts^mimtsHànùoh^ 
autres  segments  ;  c^si^à-dire  què  l'on  a 

AP.  Gfi.  BQ  =  AQ.  BR.  GP.  {x) 

En  effet,  menons  |a  droite  BH  ptifâlléle  à  PQB,  et  lAMrs  âurdtis  é^idenimeDi 


GHAfjiérw  it  -  mnwm^wt  4  <3ne  li^ppE.  s^o 


les  proportions 


AQ:.QB::ap;PH-  ^, 

CP.BR 


CR  :  BR::CP:PH  <^  -7—, 

ÇR 

puk|  €n  ëgalâfit  les  deux  Taleuf^s  de  PU ,  ou  obtiendra  la  formule  (or). 

526.  Lexhe  il  Si  dans  un  quadrilatère  gauche  ABCD  »  on  trai^  dwx  droites   Fig.  1 12 
MN  et  PQ  qui ,  en  s'appuyant  chacune  sur  deux  côtés  opposes,  ou  sur  leurs      ®*  ^*'*' 
prolongements ,  se  coupent  elles-mêmes  en  un  certain  point  0 ,  le  produit  de 
quatre  segments  non  contigus  sera  toujours  égal  au  produit  des  quatre  autres 
segments;  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

AP  ,  BN  .  CQ  .  DH^ AM  .  DQ  •  CN.  BP.  (y) 

D'abord ,  observons  que  si  les  deux  transversales  MN  et  PQ  se  coupent  efec^ 
tvreraeut^  elles  doivent  être  dans  un  même  plan ,  lequel  contiendra  les  droites 
PN«t  MQ  qui,  par  cposéquent,  iront  se  <;ouper  ^p  un  certain  point  II;  ntiai^ 
comme  ces  droites 'PN  et  MQ  se  tvpuvent,  Tune  dârps  le  plan  du  titiangle  ABC  , 
l'autre  dans  le  plan  du  triang^le  Af)C,  et  que  ces  priant  6e  ooupept  siiivont  la  dtar 
gonale  AO,  il  faudra -que  le  pc^int  de  renoontre  R  des  'lignes  PN  >6t  MQ ,  soit 
placé  précisément  sur  cette  diagonale.  D'où  il  suit  que  pour  obtenir ,  ^lans  un 
quadrilatère  gauohe^deux  transversales  opposëos  qui  se  coupent  réellement , 
on  peut  prendre  à  volonté  l'une  d'entre  elles  VN,  et  choisir  arlii^rairemeiit  le 
point  P  de  la  seconde  ;  mais  ensuite ,  on  devra  tracer  la  droite  PNB  qui  ira  cou* 
per  la  diagonale  AC  en  un  point  IB,  puis  tice/^RM  qui  déterminera  la  position 
du  point  Q  qu'il  faudra  joindre  avec  P. 

Cela  posé ,  les  triangles  ABC  et  ADC ,  coupés  par  les  transversales  PNB  et 
MQR ,  donnent ,  d'après  le  lemme  précédent , 

AP.BN.CR  — AR.  CW  .  BP, 
CQ.DM.  AR^CR.DQ  .  AM; 

m 

d'où,  en  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  et  supprimant  les  facteurs 
communs  ,  on  déduit  la  relation  annoncée , 

AP  .  BN  .  CQ  •  Ï)M=  AM  .  DQ  .  CN  .  BP;  (y) 
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laquelle  peut  s'ëcrire  ainsi  : 

AP.  ÇQ       AM.  C». 

PB    QD^^MD    tiB  ^' 

527.  Réciproquement ,  si  deux  droites  PQ  et  MN  coupent  les  côtés  op- 
posés d'un  quadrilatère  gauche  ABCD ,  de  telle  sorte  que  la  formule  (y)  soit 
vérifiée,  ces  deux  transversales  sont  dans  un  même  plan.  En  effet,  si  cela 
n'était  pas,  on  pourrait  mener  par  le  point  P  une  droite  PQ'  qui  couperait  MN; 
et  alors  on  aurait 

AP  .  BN  .  CQ' .  DM  =  AM  .  DQ' .  CN .  BP, 

équation  incompatible  avec  (y)  que  l'on  suppose  vérifiée,  puisque  si  CQ'  est 
plus  grand  que  CQ ,  nécessairement  DQ^  sera  moindre  que  DQ. 
FiG.  109.  5^.  Maintenant ,  revenons  au  double  mode  de  génération  que  nous  avons 
annoncé  au  n^  524  pour  l'hyperboloïde  à  une  nappe  ;  et  prouvons  que  toute 
droite  B'^'OD^D'"  qui  ê'appmera  sur  trois  génératrices  quelconques  A,  A' ,  A"^  du 
premier  mode ,  coupera  nécessairement  toutes  les  droites  de  ce  systèmes  ;  par  exem*- 
ple  ^  qu'elle  rencontrera  la  génératrice  A'^  en  un  certain  point  D''.  Il  s'ensuivra 
évidemment  que  tous  les  points  de  cette  ligne  B''^  se  trouveront  sur  le  premier 
hyperboloïde  déjà  construit  avec  les  trois  directrices  fixes  B,  B",  B'^ ,  et  qu'ainsi 
une  de  ces  dernières  peut  décrire  encore  cette  même  surface^  en  glissant  sur 
trois  droites  du  système  A. 

Or ,  puisque  d'après  le  premier  mode  de  génération ,  les  trois  droites 
A,  A',  Èi!''  coupent  B,  B',  B'',  le  quadrilatère  LNN''X'''  donnera  ,  en  vertu  de  la 
formule  {z) , 

mais ,  puisque  la  droite  A''  rencontre  les  trois  droites  B ,  B',  B^',  et  que  B"' 
coupe  aussi  les  droites  A ,  A',  A''" ,  le  même  quadrilatère  fournira  encore  , 
d'après  la  formule  (z) ,  les  deux  relations  suivantes , 


LL"     N'"N"        LM    N'"M'" 


W 


L"  L"    N" N  ~  MN    WV  ' 

W    D'"L'"~Lâ7'*   N'N  *  (^^ 

alors ,  les  seconds  membres  des  équations  (2)  et  (3)  étant  égaux  en  vertu  de 
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(1),  nous  en  concluroiig.  celte  nouvelle  é^Uté, 

DN-  D"i7^~L"L"'*  N"N  '  (4) 

laquelle  prouve  (n*  527)  que  les  deux  droites  A"  et  B'"  se  coupent  effective- 
ment en  un  point  D'', 

529.  Remarquons  ici  que  le  second  membre  commun  des  équations  (1)  et 
(2),  est  une  quantité  constante  k  qui  demeure  invariable,  dès  que  la  position 
des  cinq  droites  B,  B',  B",  A,  A"'  est  fixée;  d'où  il  suit  que ,  pour  une  nou- 
velle droite  quelconque  A""  qui  s  appuiera  sur  les  trois  premières,  on  aura  tou- 
jours 

LV       ,  NN^ 
L'L'"  "^  *  N'N""  (5) 

Or,  si  les  trois  droites  B,  B^,  B'\  se  trouvaientjoara//efe«  à  un  métne  plan  ^  on 
sait  qu'elles  diviseraient  A  et  k'^'  en  parties  proportionnelles,  de  sorte  qu'on 
aurait  A  =  1  ;  par  conséquent,  l'équation  (5)  qui  devient  alors 

LV       NN' 


'Ww  > 


W"      JN'N 

prouve  que,  dans  ce  cas,  les  trois  droites  A»  A',  A^'%  seraient  nécessairement 
aussi  paraOèks  à  un  plan  unique^  mais  différent  du  premier.  Nous  retrouve- 
rons plus  loin  cette  conséquence,  dans  le  paraboloïde  hyperbolique  (n*  553). 

530.  Du  plan  tangent.  Puisque  par  chaque  point  de  l'hyperboloide ,  il  Pi^.  t09. 
passe  deux  droites  (n'^  528)  l'une  du  système  A,  l'autre  du  système  B,  et  que 
ces  lignes  sont  elles-mêmes  leurs  propres  tangentes,  elles  devront  se  trouver 
toutes  deux  dans  le  pian  tangent  relatif  au  point  où  elles  se  coupent ,  et  par 
conséquent  elles  suffiront  pour  déterminer  ce  plan  et  pour  trouver  ces  traces. 
Ainsi,  lorsqu'on  définira  un  hyperboloïde  par  les  trois  directrices  B,  B^  B'^, 
et  qu'on  assignera  le  point  de  contact  D  sur  une  génératrice  donnée  A,  il  fau- 
dra construire  (n*  521)  au  moins  deux  autres  positions  A',  A"  de  cette  géné- 
ratrice; puis,  en  adoptant  ces  lignes  A,  A',  A^'  pour  directrices,  on  construira 
une  droite  DD'D"  qui  s'appuie  sur  ces  dernières,  et  qui  parte  du  point  D. 
Alors  cette  droite  DD'D''' sera  située  sur  l'hyperboloïde,  et  en  conduisant  un 
plan  par  les  deux  lignes  AD  et  DD^D'^,  ce  sera  le  plan  tangent  relatif  au 
point  D.  Cette  solution  est  trop  simple,  pour  que  nous  croyions  nécessaire  de 
la  construire  dans  une  épure  spéciale. 


531 .  Lorsque  les  doDDëes  d'm  hypeiix^kride  seront  assigptiëes  sur  deux 
plans  de  projection,  et  qu'on  citera  seulement  laprofeciion  horizontale  H^  par 
exemple,  d'un  point  de  cette  surface  peur  lequel  on  demandera  le  plan  tan- 
gent, il  ne  sera  plus  possible  de  mener  immédiatement  la  génératrice  AD, 
avant  d  avoir  trouvé  la  projection  verticale  du  point  D.  Pour  cela  il  faudra 
en  général,  conduire  par  ce  point  un  plan  vertical  quelconque  :  chercher  la 
section  qu'il  produira  dans  la  surface,  en  construisant  les  points  de  ren- 
contre de  ce  plan  sécant  avec  diverses  génératrices  qui  s  appuieraient  sur  les 
droites  données  B,  B\  B";  et  enfin  projeter,  sur  cetteseotion,  le  pointDassîgné 
sur  le  plan  horizontal.  Alors  ,  connaissant  les  deux  projections  du  point  de 
contact ,  on  pourra  aussi  construire  les  projections  de  la  génératrice  A  qui 
passe  par  ce  point,  et  l'on  rentrera  dans  le  cas  du  numéro  précédent. 

FiG.  114.  S52.  Do  CENTRE  de  ThyperboUnde.  Cette  surface  est  douée  d'un  centre,  c'est- 
à«*direqu'il  existe  unpoint  tel  que  toutee  te$  oordes  de  la  surface^  m  paeeewt  f>aroe 
point,  ê^y  trouvent  ditisée^  chacune  en  douaf  partieë  égahi*  -Pour  démoFUtrer ccHte 
proposition,  représentons  parB,  B',  B^'^  trois  direotrioes  primitives  qui  6atis«- 
fassent  aux  conditions  énoncées  dans  la  définition  du  n^  521  :  nous  pourrons 
alors,  par  les  droites  B^  et  B",  conduire  deux  plans  distincts  B^DC  et  B"CD, 
parallèles  l'un  et  l'autre  à  la  directrice  B,  et  ces  deux  plans  se  couperont  sui- 
vant une  droite  ACD  évidemment  parallèle  à  B;  de  sorte  que  cette  ligne  ACD 
sera  une  génératrice  de  Thyperboloide  proposé,  puisqu'elle  s'appuiera  sur  B' 
et  sur  B'',  et  qu'elle  ira  rencontrer  B  à  une  dislance  infinie.  De  même,  en  con- 
duisant par  B"  et  par  B,  deux  plans B"GHet  BHG  parallèles  à  B^  ils  secoupe- 
ront  suivant  une  droite  A^GH  qui  sera  encore  une  génératrice  de  l'hyperbo- 
loïde;  et  l'on  en  trouvera  une  troisième  A^KE  au  moyen  de  deux  plans  BHF  et 
B'DI  parallèles  à  B",  et  menés  par  B  et  B\  De  là  nous  conclurons  d'abord  que 
chaque  génératrice  d!un  système  a  9a  parallèle  dans  le  système  opposé;  car  ce  que 
nous  avons  dit  ici  deB,  s'appliquera  généralement  à  toute  autre  génératrice  B'^% 
W\.*..  laquelle  peut  être  prise  pour  directrice  au  lieu  de  B  (n'  5^).  Ensuite, 
les  six  plans  que  nous  avons  construits  ci-dessus,  forment  évidemment  un  pa- 
rallélipipède  qui  a  pour  arêtes  opposées  les  six  droites  B,rB',  B",  et  A,  A',  A''; 
et  je  dis  que  le  centre  0  de  ce  parallélipipède,  est  aussi  le  centre  de  Thyper- 
boloïde. 

Pour  le  démontrer,  je  mène  par  un  point  M  pris  arbitrairement  sur  la  direc- 
trice B,  une  droite  M'MU'^  qui  coupe  les  deux  autres  directrices  en  M' et  M", 
et  qui  sera  ainsi  une  génératrice  du  système  A;  puis,  je  la  compare  avec  une 
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gèoëratriee  da  système  B.,  qui,  s?»ppuyaHt9ur  Â,  A',  A'\ sérail  parallèle  àMli'N''. 
Poar  obtenir  ^eette  novvetle  |jféftëralrke,' je  preinld  les  distances 

IH?=HM,    GN'-=:E»r,    EN"=GM^ 

et  les  trois  pointsN,  N',  N'',  ainsi  détermines,  se  trouveront  en  ligne  droite.  En 
effet,  en  tirant  les  lignes  OM  et  ON,  les  triangles  OMH  et  OND  qui  sont  visi- 
blement égaux,  prouveront  que  les  côtés  OM  et  ON  sont  égaux  et  en  ligne 
droite;  la  même  conséquence  aura  lieu  pour  les  lignes  OM' et  ON',  OM"  et  ON", 
en  vertu  des  triangles  égaux  que  Ton  aperçoit  aisément.  Ensuite,  les  triangles 
MOM'  et  NON'  égaux  parce  qui  précède,  entraîneront  le  parallélisme  des  cô- 
tés MM'  et  NN';  et  en6n ,  MM"  sera  parallèle  à  NN"  en  vertu  des  triangles 
égaux  MOM"  et  NON".  Par  conséquent  les  deux  portions  N'N  et  NN"  ne  for- 
meront qu'une  seule  ligne  droite,  qui  sera  une  génératrice  du  système  B,  pa- 
rallèle à  la  génératrice  M'MM" choisie  à  volonté  dans  le  système  A;  d'ailleurs^ 
on  voit  par  là  que  deux  génératrices  parallèles  9e  trouvent  toujours  dans  unplan 
passant  par  le  point  O,  et  sont  également  éloignées  de  ce  point. 

Cela  pose,  si  par  un  point  arbitraire  P  delà  droite  M'MM",  on  tire  une  corde 
POQ  qui  passe  par  le  point  0,  elle  ira  nécessairement  percer  Thyperboloïde 
en  un  point  Q  situé  sur  N^NN",  et  d'après  les  relations  ci-dessus  établies,  on 
aura  évidemnient  OP  =  OQ;  donc,  puisque  cette  conséquence  est  vraie  pour 
tout  point  P  pris  sur  Thyperboloïde,  il  demeure  prouvé  que  le  point  0  est 
bien  k  centre  de  cette  surface  (*)• 


{*)  C'est  M.  J,  Binei  qui  a  fait  connaître  (  Journal  de  f  Ecole  polytechnique ,  16*  cahier  )^ 
parmi  d'antres  poirallélipipè^es  concentriques  avec  lliyperboloîde,  oeaz  qui  sont  ainsi  formés 
par  trots  gënéraftrices  quelconques  d*an  système,  jointes  a  leors  parallèles  dans  le  système 
opposé*  Ce  savant  géomètre  en  a  déduit  beanooap  de  conséquences  intéressantes  ;  m«ia  ici 
nous  ferons  seulement  observer,  l*'  que  chacun  de  ces  paraliélipipèdes  est  c»vo«ism<  à  Thy- 
perbolofde^  puisque  chaque  face  renferme  deux  génératrices,  et  devient  tangente  dansle  point 
où  se  coupent  ces  droites  ;  2**  qu'ils  offrent  une  construction  graphique  fort  élégante ,  pour 
troQTer  le  centre  de  la  surface  gauche  déCnîe  par  trois  directrices  rectilignes  ;  S»  qu'ils  ne 
sont  pas  moins  utiles  sous  le  rapport  analytique,  puisqu'on  adoptant  ce  centre  pour  orîgine 
des  «ses  coordonnés,  choisis  parallèles  aux  trois  directrices  assignées,  réquâtioïk^e  la  sur* 
face  se  présentera  sous  la  forme  très-simple 

eii.effel, 4M«ac68 actuels 4taat<étîdemmeiit iboîs avAtes daeèae asymptotiqu», 8  doit Airîver 
que  chaque  plan^coordonné.  coupe  U  surAicesiUvant  utie  hyperbole  quiail.pour  asyipptQtes 
les  deux  axes  contenus  dans  ce  plan. 
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553«  Obserrons  que,  quand  il  s'agira  seulemeol  de  con^iruire  ce  centre^  on 
l'obtiendra  sans  tracer  le  parallëlipipède  dont  nous  Tenons  de  parler,  en  cher- 
chant l'intersection  des  trois  plans  menés  par  la  droite  donnée  B  et  sa  parallèle 
At  par  B'  et  sa  parallèle  A^  par  B"  et  sa  parallèle  A";  car  chacun  de  ces  plans 
diagonaux  passe  évidemment  parle  centre  du  parallëlipipède^  qui  est  celui  de 
l'hyperboloïde.  D'ailleurs,  on  peut  dire  que  ce  sont  là  trais  plans  asymptotiques 
de  la  surface,  comme  nous  l'expliquerons  au  n*  546. 

534.  En  résumant  les  propositions  précédentes,  on  voit  que  dans  l'hyperbo- 
loïde à  une  nappe,  1"*  il  existe  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes 

A,  A ,  A  ,  Â'  , •    et    B,  B ,  B",  B^'', , 


dont  chacune  coupe  toutes  lesdroitesdu  système  opposé (n"*  528);  cependant, 
chaque  génératrice  A'  a  sa  parallèle  dans  le  système  B  (no  532),  et  réciproque- 
ment; de  sorte  que  pour  ces  droites  comparées  deux  à  deux,  la  rencontre  n'a 
plus  lieu  qu'à  une  distance  infinie. 

2^  Deux  génératrices  du  système  A  ne  se  trouvent  jamais  dans  un  plan  uni- 
que (n*  522);  il  en  est  de  même  des  génératrices  du  système  B,  puisque  ces 
dernières  s'appuient  aussi  (n<^528)  sur  trois  droites  du  système  A,  lesquelles 
sont  dans  des  plans  différents. 

5^  Trois  droites  quelconques  du  système  A  ne  sont  jamais  parallèles  à  un 
même  plan;  car  si  cela  avait  lieu,  il  s'ensuivrait  par  le  n^  529  que  les  direc- 
trices B,  B',  B'^  sur  lesquelles  s'appuient  toutes  les  génératrices  du  premier 
mode,  seraient  aussi  parallèles  toutes  trois  à  un  même  plan,  ce  qui  est  con- 
traire à  la  définition  dun*  521.  Réciproquement  trois  quelconques  des  généra- 
trices du  système  B  ne  se  trou  vent  jamais  parallèles  à  un  même  plan,  car  cela 
entraînerait  aussi  (n**  529)  une  restriction  semblable  pour  les  droites  du  sys- 
tème A,  sur  lesquelles  s'appuient  ces  génératrices  du  second  mode. 

4"*  Le  centre  de  Thyperboloïde  est  placé  au  centre  du  parallélipipède  cons- 
truit avec  trois  droites  quelconques  du  système  A ,  jointesaux  trois  génératrices 

• 

du  système  B  qui  se  trouvent  respectivement  parallèles  aux  trois  premières 
(n*"  532);  ou  plus  simplement ,  il  est  donné  par  l'intersection  de  trois  plans 
asymptotiques  (  n*  533  ). 

5°  Une  droite  quelconque  D  ne  saurait  percer  Thyperboloide  en  plus  de  deux 
points;  car  si  elle  avait  trois  points  communs  avec  cette  surface,  la  droite  D 
s'appuierait  sur  trois  génératrices  de  l'un  ou  de  l'autre  système,  de  sorte  qu'elle 
coïnciderait  tout  entière  avec  la  suHace.  D'ailleurs ,  pour  obtenir  ces  points 
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d'ioterBectioD ,  il  feudra  construire ,  comme  au  n^  531 ,  la  sectton  teÀle  dans 
l'hyperboloïde  par  uo  plao  vertical  ou  horizontal ,  conduit  siMfant  la  droite  D. 

555.  La  surface gmtcke  engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur  trois  autres 
droites  fisses  non  parallèles  à  un  mémepian^  estwEf^TiiffjEavec  P  hyper  bolaide  aune 
nappe  que  nous  a^ons  décrit  au  n<^  83.  En  effet  «  cette  surfivce  gauche  est  d'a- 
bord du  second  degré ,  puisque  sans  effectuer  les  calculs^  il  est  aisé  de  voir  qiM 
les  conditions  par  lesquelles  on  exprimerait  que  la  droite  mobile  a  un  point  de 
commun  arec  chaque  directrice ,  ne  pourraient  conduire  qu'à  une  équation  du 
leoond  degré.  Easuite,  cette  surftiee  <^i»che  est  douée  d'un  oeoire  (  n<^  S32); 
donc ,  comme  elle  ne  saurait  être  évidemment  ni  un  cône,  ni  up  cylindre^ qui 
sont  développables  )  il  faut  qu'elle  soit  un  ellipsoïde  ou  l'un  des  deux  hyper* 
bololdes.  Or,  l'ellipsoïde  est  une  surfece  limitée  en  toits  sens(n'*  SI)  qui  ne 
saurait  admettre  pour  génératrice  une  droite  indéfinie;  djun  autre  côté^  l'hy* 
perboloîde  du  n^  85  présente  deux  nappes  séparées  par  un  intervalle  ima^ 
ginaire ,  de  sorte  qu'une  droite  indéfinie  et  continue  ne  saurait  évidemment 
s'appliquer  tout  entière  sur  cette  suriace;  par  conséquent  on  est  ramené  à  la 
proposition  énoncée  au  commencement  de  cet  article. 

536.  Pour  manifester  pius  clairementridentité  dont  il  s'agit,  et  qui  peiilpa*  Fia.  1 19. 
raitre  assez  étrange  au  premier  coup  d'o&il ,  nousailonsdétnontrer  sjothétique- 
ment  que  Thyperbcdoide  décrit  au  n''85  admet  en  effet  deu»  sysièmes  de  géni^ 
ratrices  rectilignes.  D'après  la  définition  de  cette  surlace,  toutes  les  sections  per- 
pendiculaires à  son  axe  imaginaire .  sont  des  ellipses  ^em6/a6/e«:  si  donc  nous  la 
coupons  par  trois* plans  horiiontaux  eV,  V'X%  Y^'X",  dont  le  premier  passe 
par  le  centre  et  dont  les  deux  autres  soient  à  égales  distances ,  au-dessous  et  au- 
dessus  de  ce  point ,  nous  obtiendrons  l'ellipse  de  gorge  {abef,  aV)  et  deux  au- 
tres ellipses  égales ,  projetées  horizontalement  sur  VOXYqui  a  ses  axes  parallè^ 
les  et  proportionnels  à  ceux  de  abef.  Cela  posé ,  en  rarenant  à  cette  <iernière  une 
tangente  quelconque  ADB  ,  on  sait  que  les  parties  ÂD  et  D6  seront  égales  (*)  ; 
si  donc  nous  joignons  le  point  (D,  D")  avec  (A ,  Â')  et  (B,  $") ,  nous  obtiendrons 
deux  droites  (AD,  ATy)et  (DB,  D'e')  qui  seront  nécessairement  le  prolonge- 
ment l'une  de  l'autre,  puisque  ce  sont  les  hypoténuses  de  deux  triangles  reo- 
tangles  évidemment  égaux ,  projetés  sur  DTA'  et  HfVff.  D'où  il 'résulte  que  U 
droite  totale  (ADB,  k!ïy&)  a  trois  points  de  communs  avec  t'hyperbolc»de ^ 


(^  Cette  proposition  se  démontre  aîsémeoty  pur  la  définition  pm^ment'gëenrétnqae  des 
diamètres  conjugués  et  des  courbes  semblables. 
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et  conséquemment  eUe  est  tout  entière  sur  cette  surface ,  attendu  que  celle-ci 
est  du  second  degré. 

Maintenant,  projetons  le  point  Â  sur  l'ellipse  supérieure  en  a  ,  et  le  point  B 
sur  l'ellipse  inférieure  en  B' ,  puis  joi{];nonsces  deux  points  dans  l'espace  avec 
(D ,  D');  nous  obtiendrons  encore  deux  droites  (BD,  B'D'  ),  (DA,  DV) ,  dont 
on  prouvera  de  même  la  coïncidence  ;  de  sorte  que  la  droite  totale  (BDÂ  ^ 
B'iy«  )  aura  trois  points  de  communs  avec  l'hyperboloïde  ,  et  par  suite ,  elle 
sera  située  tout  entière  sur  cette  surface  du  second  degré. 
Fia.  119*  537.  De  là  nous  pouvons  conclure  que  tout  plan  vertical  ADB  tangentà  l'el- 
lipse de  gorge  ^  coupe  Thyperboloïde  suivant  deux  droites  distinctes ,  qui  se 
croissent  en  (D ,  D')  sur  cette  gorge  ,  et  sont  inclinés  symétriquement  de  part 
et  d'autre  de  la  verticale  D.  Par  conséquent  cette  surface  peut  être  r^ardée 
comme  produite  par  le  mouvement  de  la  génératrice  (AD,  A'D^,  ou  de  lagéné'^ 
ratriceÇBDf  B'D"),  assufettieàglisserconstammentsurles  trois  ellipses  semblables 

(XYVU,  X'V)  {abef,  aV),  (XYVD,  X'T")  ; 

car  on  sait  (n^  513)  que  ces  conditions  règlent  complètement  le  mouvement 
d'une  ligne  droite.  Les  diverses  positions  de  ces  deux  génératrices  présenteront 
donc deuw systèmes  de  droites  indéfinies,  situées  toutes  sur  Thyperboloide  , 
savoir  : 

[à]  (AD,  A'DO,  (A.E,  A'.E'),(A.F,  A'.F'), 

[B]  (BD,B'D') ,  (B,E,  B'.E') ,  (B.F,B'.r), , 


et  les  unes  comme  les  autres  se  projetteront  verticalement  sur  des  tangentes  à 
l'hyperbole  X"  a'X' ,  VW  ,  contenue  dans  le  plan  vertical  VX.  En  eflfet ,  au 
point  (N,N')  où  Tune  de  ces  génératrices  vient  percer  ce  plan  YX,  le  plan 
tangent  de  la  surface  est  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  attendu  qu'il  con- 
tient la  tangente  à  l'ellipse  horizontale  qui  aurait  son  sommet  en  (N,  N')  ;  donc 
la  génératrice  (BND,  B^N^D^)  se  confond,  en  projection  verticale  ^  avec  la  tan- 
gente de  l'hyperbole  (X''aX,  aX)  qui  est  aussi  dansée  plan  tangent.  La  même 
circonstance  arrive  pour  la  droite  (ADN ,  Ai)^'")  dont  la  projection  verticale 
touche  cette  hyperbole  au  point  (N,  N");  et  les  asymptotes  seront  fournies  par 
les  génératrices  ( ibK,  OUf)^  (/B.^O'B',),  lesquelles  étant  parallèles  au  plan 
vertical  YX ,  ne  toucheront  plus  l'hyperbole  qu'à  l'infini. 

538.  Deux  génératrices  quelconquesdusystèmeknesontjamcUsdans  un  même 
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plan,  et  la  surface  est  gauche.  Considérons  ^  en  effet ,  les  droites  (AD,  A^D')  et 
(  A^G,  A\G')  ;  si  elles  se  coupaient  •  leur  point  de  section  serait  projeté  hori-* 
zontalement  en  M  :  mais ,  pour  la  première  de  ces  droites,  le  point  M  étant  au 
delà  de  D  qui  appartient  à  l'ellipse  de  gorge ,  devra  se  trouver  sur  la  nappe 
supérieure  en  M";  tandis  que  pour  la  droite  (  A^G,  A'^G'),  le  point  M  étant 
en  deçà  de  G,  appartiendra  nécessairement  à  la  nappe  inférieure,  et  sera  pro« 
jeté  en  M'.  Donc  les  droites  proposées  ne  se  coupent  pas ,  et  d'ailleurs  il  est 
bien  évident  qu  elles  ne  sauraient  être  parallèles. 

On  prouvera  de  même  que  deux  génératrices  du  système  B  ne  sont  jamais 
dans  un  plan  unique. 

539.  Au  contraire,  chetgue  génératrice  (  A^G,  A'^G)  du  premier  système 
coîspe  toutes  les  droites  du  second^  par  exemple  (BD,  BD').  Car  le  point  M  où  se 
rencontrent  les  projections  horizontales  de  ces  deux  droites,  est  place,  sur  Tune 
et  sur  Tautre,  en  deçà  des  points  G  et  D  qui  appartiennent  à  l'ellipse  de  gorge  ; 
donc  les  deux  points  projetés  en  M  sont  sur  la  nappe  inférieure  de  Thyperbo- 
loïde  ;  et  par  conséquent  ils  se  projettent  à  la  fois  en  M\  puisque  cette  nappe 
ne  peut  évidemment  être  coupée  par  la  verticale  M  qu'en  un  seul  point.  Obser- 
vais ,  cependant,  que  quand  on  choisira  une  génératrice  du  système  A  et  une 
du  système  B  qui  passeront  par  les  extrémités  d'un  même  diamètre  de  Tellipse 
de  gorge,  ces  deux  droites  se  trouveront  parallèles  ;  mais  du  moins  elles  seront 
encore  dans  un  plan  unique. 

On  démontrera  de  même  que  chaque  génératrice  du  système  B  coupe  toutes 
celles  du  système  A,  excepté  une  seule  qui  lui  est  parallèle. 

540.  Or,.ie  mouvement  d'une  droite  étant  complètement  détermine  (n**  52^1) 
par  la  condition  que  cette  ligne  mobile  s'appuie  constamment  sur  trois  droites 
fixes ,  il  en  résulte  que  si  l'on  lait  glisser  la  génératrice  (  AD,  A!D'  ) ,  sur  trois 
droites  quelconques  du  système  B ,  elle  ne  pourra  prendre  que  les  positions 
A.^  A„  A^,. . .  qui  toutes  rencontrent  ces  trois  directrices  (  n*  539  )  ;  de  même , 
la  génératrice  (BD,  B'IV)  en  glissant  sur  trois  droites  du  système  A,  viendra 
coïncider  nécessairement  avec  B, ,  B, ,  B^ ,. ..  Par  conséquent ,  l'hyperboloïde 
actuel  nous  offre  bien  toutes  les  propriétés  que  nous  avons  déjà  reconnues  dans 
la  surface  gauche  du  u*  521  ;  et  si  les  trois  ellipses  directrices  étaient  des  cercles, 
on  retomberait  sur  Fhyperboloide  de  révolution  dont  nous  avons  parlé  dans  les 
n- 140,  141,... 

541 .  Du  plan  tangent.  Lorsque  l'hyperboloïde  à  une  nappe  est  défini  par  les  Fio.    119. 
troia  ellipses  semblables  citées  n*  537  (  courbes  que  l'on  peut  aisément  con- 
struire, dès  que  les  trois  axes  Oa= O'a ,  Ob^  0'c\  de  la  surface  sont  assignés  ) , 
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il  6st  bien  fiieile  de  troayer  le  plan  tangent  relatif  à  un  point  donné  par  $a  pro- 
jection horizontale  M.  En  eff&t,  si  nous  tirons  par  le  point  M  une  tangente  AMB 
à  l'ellipse  de  gorge ,  ce  sera  la  projection  de  deux  génératrices  ^  représentées 
sm*  le  plan  vertical  par  A'D'  et  B'D",  et  sur  lesquelles  il  faudra  projeter  le  point 
donné  en  M"  ou  en  M'  ;  de  sorte  qu'il  y  aura  deux  positions  pour  le  point  pro- 
posé. Considérons  d  abord  le  point  (M,  MO  situé  sur  la  droite  (  ADM,  A'D'M^  : 
il  y  passe  une  seconde  génératrice  appartenant  au  système  B^  savoir  (B^GM , 
B'^G'M'Oi  laquelle  s  obtient  en  tirant  par  le  point  M^  la  nouvelle  tangente 
MGB^  à  l'ellipse  de  gorge.  Alors^  Tensemble  de  ces  deux  génératrices  détermi- 
nera complètement  (n^^  530)  le  pian  qui  touchera  Thyperboloïde  au  point 
(M, M") ^  et  les  pieds  de  ces  droites  fourniront  immédiatement  la  trace  hori- 
zontale AB^P  de  ce  plan  tangent.  Quant  à  sa  trace  verticale  PQ'^  on  Tob- 
tiendra  par  le  secours  de  l'horizontale  (HQ,  M''Q'')  menée  parallèlement 
àAB,. 

Pour  l'autre  point  (  M ,  M'  )  on  combinera  ensemble  les  deux  génératrices 
(BMD,  B'M'D')  et  (Â,MG,  A.MG  )  qui  s'y  coupent;  et  la  trace  horizonUle 
du  plan  tangent  relatif  à  ce  nouveau  point,  sera  la  droite  A^B  qui  se  trouvera 
évidemment  parallèle  à  AB^.  La  trace  verticale  s'obtiendrait  par  le  méoie 
moyen  que  préeédemmeot. 

543.  Pour  obtenir  une  symétrie  convenable,  dans  la  représentation  de 
rhyperbololde  au  moyen  de  ses  génératrices  rectilignes  ,  il  est  essentiel  de 
choisir  les  cordes  AB,  A,B, ,  A,B,  ,....sur  le  plan  horizontal,  de  manière 
qu'elles  reviennent  tôt  ou  tard,  aboutir  deux  à  deux  aux  mêmes  points  de lel- 
lipse  XyVU.  Or,  si  celte  courbe  était  un  cercle,  on  sait  (n**  12S0)  que  Ion 
remplirait  cette  condition  en  partageant  la  circonférence  en  un  certain  nombre 
de  parties  égales,  et  en  tirant  des  cordes  qui  soutendisseot  un  nombre  consiani 
de  ces  arcs  partiels  ;  d'ailleurs ,  ces  cordes  se  trouveraient  bien  tangentes  au 
eercle  de  gorge,  qu'elles  traceraient  par  leurs  seules  intersections  successives. 
Si  donc ,  en  supposant  cette  construction  ^Eeduée  pour  le  cercle  décrit  surVX 
comme  diamètre ,  on  imagine  qu'il  tourne  autour  de  YX,  d'une  certaine  quan* 
tité  angulaire  propre  à  lui  donner  pour  projection  l'ellipse  XYVU ,  il  arrivera 
bien  que  les  cordes  primitives  se  projetteront  sur  d'autres  cordes ,  qui  vien*-^ 
dront  nécessairement  aboutir,  deux  à  deux ,  aux  mêmes  p<Mats  de  cette  el* 
lipse  ;  et  en  outre,  ces  nouvelles  cordes  seront  évidemment  tangentes  à  l'ellipse 
intérieure  suivant  laquelle  se  projettera  le  cercle  de  gorge  primitif.  D'où  je 
conclus  qu'il  faut  choisir  les  points  A,  A.,  A, ,....  de  telle  sorte  qu'ils  répon^ 
dent  aux  oi*don  nées  qu  i  diviseront  le  cercle  Y X  en  arcs  égaux  ;  et  tracer  ensuite 
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cUas  Fellipfia  XYVUi  de$  corder AB,  Â.B,,....  qui aoutendeotiin  nombre  cons- 
ton*  d#eeaarca  d'ellipae^  quoique  eeux-»ei  ne  soie»!  plus  de  même  longueur. 
Uoe  Mb  que  les  géuërairices  aèrent  ainsi  délerminees  sur  le  plan  horizontal^  oti 
en  conclura  aise'ment  les  projections  yerticales,  en  projetant  les  extrémités  Â 
et  B  en  A'  et  S',  et  aussi  en  «'  et  B',  sur  les  deux  parallèles  VX'  et  V"X".  D'ail- 
leurs, les  interseelions  consécutives  de  toutes  ces  génératrices,  si  elles  sont  as- 
sez multipliées,  suffiront  pour  dessiner  par  eUesHSftèmes  le  contour  de  l'ellipse, 
de  gorge  sur  le  plan  horizontal,  et  les  deux  branches  de  l'hyperbole  parallèle 
au  plan  fertical. 

S43.  Du  côm  asymptote  de  l'hyperboMde.  Si  par  le  centre  (O,  CK)  de  Fie.  119. 
cette  dernière  surface ,  on  menait  des  droites  respectivement  parallèles  aux 
diverses  géne'ratrices  du  système  A,  elles  le  seraient  en  même  temps  aux  gé- 
nératrices du  système  B  ,  puisque  chaque  droite  d'un  système  a  sa  parallèle 
dans  Taotre  (  n*  532  );  et  l'on  formerait  ainsi  une  surface  conique  qui  serait 
oiympSêiê  de  f hyp«rboloiiée  proposé.  Pour  le  prouver,  cherchons  d'abord 
quette  sera  la  trace  horizontale  de  ce  cône  ;  en  considérant  l'arête  quelconque 
Om  et  les  deux  géne'ratrices  DA  et  HR  qui  lui  sont  parallèles,  ces  trois  droites 
seront  dans  un  même  plan  passant  par  le  diamètre  horizontal  (  DOH,  D'O'); 
donc  la  trace  de  ce  plan  sera  une  corde  RA  parallèle  à  DOH,  et  le  milieu  m  de 
cette  corde  sera  évidemment  le  pied  de  l'arête  Om.  En  raisonnant  de  même 
pour  une  autre  arête  et  pour  les  deux  génératrices  de  Thyperboloïde  qui  lui 
sont  parallèles,  on  verra  que  la  trace  horizontale  vmj/ûP  du  cône  en  question, 
sera  fournie  par  les  milieux  de  toutes  les  cordes  qui  soutendront,  comme  RA, 
un  mambre  confiant  de  divisions  dans  l'ellipse  YYX;  or^  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  au  numéro  précédent,  op  sait  que  toutes  ces  cordes  ont  pour  enve- 
loppe, une  ellipse  qu'elles  touchent  en  leurs  milieux,  et  qui  est  semblable  à 
YYX  ;  donc  la  trace  vmytv  est  effectivement  une  ellipse  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété, et  dont  le  demi-grand  axe  Ov  est  égal  à  bK. 

Maintenant,  le  eéne  que  bous  venons  de  construire  est  a9ywèpêote  de  Thy- 
perfaoloide  ;  car,  en  coupant  ces  deux  surfeces  par  des  plans  horizontaux  , 
les  sections  seraient  des  ellipses  respectivement  semblables  à  YYX  et  vyaf\ 
et  qui  t  comme  ces  dernières  ,  auraient  pour  différence  de  leurs  demi-axes  , 
une  quantité  variable  Yt;  égale  à  l'intervalle  Y'K^  qui  sépare  Thyperbole 
YVV  de  son  ai^ymptote  0'K^  Or,  cet  intervalle  approche  indéfiniment  de 
zéfo,  à  mesure  que  l'on  s'abaisse  davantage  au-dessous  du  centre  O';  donc 
aussî«  les  deux  sections  faites  dans  l'hyperboloïde  et  dans  le  cène  par  un  même 
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plan  horizontal  qui  s'éloigne  de  plus  en  plus  da  centre  ,  seront  des  ellipses 
semblablesquiapprocherontmciK^/fntmart^dese confondre,  quoique  la  première 
enveloppe  toujours  la  seconde  ;  donc  ces  deux  surfeoes  sont  bien  asymptotes 
Tune  de  l'autre. 

FiG.  109.      544.  Des  segtioks  planes  de  l'hyperhoUnde.  Pour   obtenir  l'intersection 
de  cette  surface  par  un  plan  donné  tt,  il  suffit  de  chercher  les  points  dans 

lesquels  ce  plan  va  couper  les  diverses  génératrices  A  ,  A',  A'^ que  l'on 

sait  construire  (  n*  521  )  d'après  la  connaissance  des  trois  directrices  B  y  B% 
B'';  puis,  de  réunir  tous  ces  points  par  un  trait  continu.  La  tangente  à  cette 
courbe  sera  donnée  par  l'intersection  du  plan  iravec  le  plan  tangent  de  l'hy-* 
perboloïde  pour  le  point  en  question ,  plan  que  nous  avons  enseigné  à  con* 
struire(n*530). 

545.  Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  donné  tt  passerait  par  une  généra- 
trice A  du  premier  système  ,  la  seconde  branche  d'intersection  serait  néees-- 
sairement  reciiligne,  puisque  lasurfece  est  du  second  d^^;  et  cette  droite  qui 
appartiendrait  au  système  B,  s'obtiendrait  en  cherchant  seulement  les  deux 
points  où  le  plan  77  coupe  deux  génératrices  A'  et  A''  du  premier  système.  D'ail- 
leurs, ce  planTT  serait  tangent  à  la  surface  dans  le  point  de  rencontre  des  deux 
génératrices  qu'il  renfermerait. 

546.  Lorsque  ces  deux  génératrices  se  trouveront  parallèles  entre  elles , 
le  plan  tt  devra  être  considéré  comme  asymptote  de  l'hy perboloïde,  ou  tan- 
gent dans  le  point  infiniment  éloigné  où  concourraient  ces  deux  droites;  alors 
le  plan  7;  passerait  nécessairement  par  le  centre  (n*  533)  delà  sui*face  ,  et  se- 
rait langent  au  cône  asymptote,  comme  on  l'a  vu  (  n**  543  )  pour  les  génératrices 
DA  et  HR  de  la  /fgr  «  1 19.  Ainsi,  tout  plan  tangent  au  cône  asymptote  coupe  Hhy" 
perboloïde  suivant  deux  droites  parallèles  à  Faréte  de  contact  de  ce  plan  avec 
le  cône. 

547 .  Pour  reconnaître  d'avance  la  nature  de  la  section  produite  par  un  plan 
donné  ir,  il  faudra  examiner  s'il  existe  quelque  génératrice  paraître  au 
plan  sécant;  parce  qu'alors  la  section  admettrait  une  ou  deux  branches  infi- 
nies* A  cet  effisti  on  construira  la  trace  du  cône  asymptote  sur  le  plan  hori- 
zontal, en.  menant  par  le  centre  O  de  l'hyperboloïde ,  déterminé  comme 
au  n'  533  (ou  même,  par  un  point  quelconque  de  Tespace),  des  parallèles 
à  un  nombre  suffisant  de  génératrices  A,  A',  A",....;  puis ,  on  conduira  par  le 
sommet  de  ce  cône  un  plan  n  parallèle  à  it ,  et  alors  il  pourra  se  présenter 
trois  cas  distincts. 
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1<»  Si  la  trace  horizontale  du  plan  tt' ne  rencontre  pas  la  base  du  cône  asymp- 
tote ,  il  n'existera  sur  ce  cône  aucune  arête  parallèle  à  tt;  et  il  en  sera  de 
même  des  génératrices  de  rhyperboloïde ,  qui  sont  (b""  543)  respectiyement 
parallèles  à  ces  arêtes.  Donc,  dans  ce  cas,  la  courbe  de  section  n'aura  aucuu 
point  situé  à  Tinfini,  et  elle  sera  une  ellipse. 

2*  Si  la  trace  horizontale  du  plan  tt^  coupe  en  deux  points  la  base  du 
cône  asymptote  ,  il  y  aura  sur  ce  cône  deux  arêtes  a  et  ce'  parcdlèles  nu 
plan  ir ,  et  aussi  dans  Thyperboloïde ,  deux  génératrices  de  chaque  mode 
(a  et  b^  a  et  b')  qui  rempliront  cette  condition  ;  par  conséquent  la  section 
laite  par  le  plan  tt,  admettra  deux  branches  infinies ,  et  sera  une  hyperbole. 
Pour  en  trouver  les  asymptotes ,  on  mènera  le  plan  P  qui  touche  le  cône 
asymptote  C)  1^  ^<^^S  ^^  l^^^^^t^  «  ;  et  comme  ce  plan  renfermerait  (n^  546)  les 
deux  génératrices  a  et  6  qui,  sur  l'hyperboloide ,  seraient  parallèles  à  a,  il  est 
tangent  à  cette  surface  pour  le  point  infiniment  éloigné  où  a  et  b  iraient 
rencontrer  le  plan  sécant  tt  :  donc  l'intersection  des  plans  P  et  tt  donnera 
l'asymptote  de  cette  branche.  L'autre  asymptote  sera  fournie  par  l'intersection 
du  plan  it  ayec  le  plan  P"  qui  touchera  le  cône  asymptote  suivant  l'arête  a;  car 
c'est  dans  ce  plan  F  que  seraient  contenues  les  deux  génératrices  a^  et  b'  qui 
sont  parallèles  à  a\ 

3"* Si  le  plan  tt'  mené  par  le  sommet  du  cône  asymptote,  touche  ce  cône 
suivant  une  arête  unique  a,  il  n'y  aura  sur  l'hyperboloïde  qu'une  seule  géné- 
ratrice (a  et  b)  de  chaque  système,  qui  soit  parallèle  à  a  :  donc  alors  la  section 
faite  par  le  plan  n  n'aura  qu'une  branche  infinie,  et  sera  une  parabole.  D  ail- 
leurs, «elle  n'admettra  pas  d asymptote  ;  car  c'est  le  plan  n  lui-même  qui, 
touchant  le  cône  asymptote ,  renfermerait  (n""  546)  les  deux  génératrices  a 
et  b  parallèles  à  a  :  donc  ce  plan  est  tangent  à  l'hyperboloïde  pour  le  point 
infiniment  éloigné  de  la  courbe  ;  mais  comme  il  se  trouve  ici  parallèle  au  plan 
sécant  TT,  leur  intersection  qui  serait  l'asymptote,  se  transporte  tout  entière  à 
rinfini  et  n'existe  plus  • 

548.  Par  les  constructions  précédentes^  on  saura  résoudre  le  problème 
suivant,  quand  il  sera  possible  :  trouver  sur  un  hyperboloide  donné ,  une  gé^ 
nératrioequi  soit  parallèle  à  un  plan  connu  it.  Car,  en  menant  par  le  sommet 
du  cône  asymptote,  le  plan  tt' parallèle  à  tt,  si  le  plan  n  coupe  ce  cône  suivant 


(^  Il  faut  ici  que  ce  oène  ait  été  coostrait  de  manière  que  son  sommet  suit  préciscmenl  au 
centre  0  de  l'hyperboloïde,  que  Ton  sait  trouver  par  le  a!"  58S. 
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uûe  OU  deuit  arêtes  a  et  «^,  les  pluns  tangents  au  même  otee  le  long  de  ces 
arêtes,  donneront  par  leurs  intersections  a^ec  l'hyperbolcnde,  leagénératrioes 
a  et  6  parallèles  à  «,  et  les  génératrices  a  et  V  parallèles  à  a\  lesquettea 
satisferont  touies  quatre  à  la  question  proposée. 


CHAPITRE  m. 

Du  paraboloide  hyperbolique. 

FiG.  115.  549.  Nous  appellerons  ainsi  la  surface  engendrée  par  tind  droite  mobih 
A  ^  qui  glisse  sur  deux  droites  fixes  B  et  B'  non  situées  dans  un  mêtnepUm^  et 
qui  demeure  en  outre  constamment  parallèleà  un  plan  donné  P,  que  Von  nomme 
le  plan  directeur  ;  car  il  sera  démontré  plus  loin  (Ue  558),  que  cette  snrflice 
est  identique  avec  celle  que  nous  avons  déjà  désignée  sous  ce  nom  au  ir>  80« 
Pour  construire  les  diverses  positions  de  la  génératrice,  il  suffira  de  mener 
par  chaque  point  M  pris  à  volonté  sur  la  directrice  B,  un  plan  parallèle 
à  P;  puis,  de  chercher  le  point  N  où  ce  plan  ira  couper  l'autre  directrice 
B',  et  de  joindre  ces  deux  points  par  une  droite  ÂMN.  On  voit  ainsi  que 
les  conditions  précédentes  règlent  complètement  le  mouvement  de  la  droite 
mobile,  puisque  pour  chaque  point  M  ,  elle  ne  peut  prendre  qu'une  position 
unique. 

550.  Le  paraboloïde  hyperbolique  est  une  surface  gauche;  car  deot  ^né-* 
ratrices  quelconques  A  et  A%  même  quand  elles  ne  sont  pas  infiniment  tiM*> 
sines,  ne  pourraient  se  trouver  contenues  dans  un  plan  unique,  qu'autant 
que  les  directrices  B  et  B^,  qui  ont  chacune  deux  points  communs  avec 
les  premières,  seraient  elles-mêmes  situées  dans  ce  plan  :  or,  Cela  est 
contraire  à  la  définition  donnée  au  numéro  précédent  ;  donc  la  sufAiee  eat 
gauche. 

551.  La  surface  qui  nous  occupe  admet,  comme  l^yperboloïde  gauche, 
un  second  mode  de  génération  inverse  du  premier,  et  dans  lequel  deux  dea 
génératrices  A,  A^  A",....  deviendront  les  directrices.  Pour  le  prouver,  dé~ 

FiG.  115.  montrons  que  tout  plan  DUV  parallèle  aux  deux  directrices  B  et  B',  coupe  lu 
paraboloide  suivant  une  droite;  ce  qui  se  réduit  à  faire  voir  que  les  trois  points 
D,  ly,  D"^,  où  ce  plan  rencontre  trois  génératrices  quelconques  A,  A',  A*"^  êm 
trouvent  en  ligne  droite. 
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Projelons  la  Bgure  entière  sur  un  plan  QOX  parallèle  auâgi  aux  deux  di- 
rectrices B  et  B',  et  employons  pour  lignes  projetantes  des  droite  obliques  (*), 
mais  parallèles  toutes  à  une  ligne  PO  menée  arbitrairement  dans  le  plan 
directeur  FOX-  Alors ,  B  et  B'  deyiendront  deux  lignes  quelconques  bel  b'; 
maïs  les  droites  MDN,  M'DTîï',  M"D"N",  ayant  leurs  plans  projetants  parai- 
lèlea  à  F,  se  projetteront  suivant  des  droites  mdn^  m'cCn\  m'd'n'^  nécessaire* 
ment  parallèles  à  l'intersection  OX  des  deux  plans  F  et  Q.  Cela  posé,  on  aura 
évidemment 


'f^rf  9 


mais,  d'un  autre  côté,  le  plan  DUV  étant  parallèle  aux  deux  lignes  B  et  B', 
on  peut  regarder  les  droites  A ,  A',  A",  comme  coupées  par  trois  plans  paral- 
lèles; et  d'après  un  théorème  connu  de  la  géométrie  ordinaire,  on  aura  les 
rapports  égaux 

MD        M'D'  _  M"D" 

qui  I  en  vertu  des  égalités  précédentes,  donneront  encore 

dn  ~  d^W  ~  <r'« 


f^f»  • 


(*)  Noos  avions,  jo8<|u'à  présent,  démontré  cette  proposition  en  conservant  les  projections 
orthogonales  ,  et  employant  un  plan  QOX  perpendiculaire  au  plan  directeur  P;  ce  qui  laisse 
salisister  tous  les  raisonnements  et  lescalculs  du  texte.  Mais  la  marche  actoelle  ofFre  Tavan- 
tage  de  mettre  sous  les  jeux  du  lecteur,  le  second  plan  dîrecteor  Q  qu*admetle  paraholoide 
fajperbolique. 

55 


^. 


Or,  puisque  ces  rapports  égaux  subsistent  entre  des  droites  mn,  mn\  ni'ri\  qui 
wntparalUleM  entre  elles  ^  il  en  résulte  nécessairement  que  les  trois  points  dyd\d\ 
sont  sur  une  même  droite  qui  convergerait  avec  betK  vers  un  point  unique  ; 
d^où  il  suit  que  les  points  de  l'espace  D,  D',  \^\  se  irouyeai  dans  le  plan proje-- 
tant  passant  par  la  droite  cbi^if ';  et  comme  ils  sont  d'ailleurs  dans  le  plan  DUV 
qui  esi  distinct  de  ce  plan  projetant,  il  en  résulte  que  ces  trois  points  D,  ly,  D'^ 
sont  effectivement  en  ligne  droite* 

552.  D*après  cela,  si  Fon  faU glisser  sur  deuœ génératrices  k  et  A/ du  premier  Fie .    115, 
mode,  une  droite  mobile  B''  assufettie  en  outre  à  demeurer  paraUàk  au  plan  Q,  elle 
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engpTufrera  le  même  paraboloick  qiie  ci*-deft9U9  ;  car ,  lorsqnéB"  passera  par  le 
point  D  par  exemple,  elle  ne  pourra  manquer  de  coïncider  avec  la  droite 
DCKD'^  qui  est  située  (  n"*  551  )  sur  ce  paraboloide,  et  qui  reixiptit  déjà  les  con- 
ditions imposées  à  B^^  Ainsi ,  voilà  un  second  mode  de  génération  où  le  nou- 
veau plan  directeur  Q  est  parallèle  aux  deux  directrices  B'  et  B'  de  Tanden 
mode ,  et  où  les  directrices  nouvelles  sont  deux  génératrices  quelconques  du 
premier  système  A . 

553.  Maintenant,  essayons  de  faire  mouvoir  une  droite  B^' de  manière  quelle 
s'appuie  constamment  sur  trois  droites  quelconques  A.A^A'',  du  premier  sys- 
tème^ sans  lui  imposer  la  restriction  d'être  parallèle  à  un  plan  directeur.  Ces 
conditions  suffiront  pour  régler  complètement  (n"*  521)  le  mouvement  de  cette 
génératrice;  et  quand  elle  passera  par  le  point  D,  par  exemple,  elle  devra  en- 
core coïncider  avec  DD'D"  qui  remplît  déjà  les  conditions  énoncées;  donc  B" 
va  ainsi  décrire  le  même  paraboloide  que  précédemment.  Par  conséquent,  voilà 
un  troisième  mode  de  génération,  dans  lequel  cette  surface  est  produite  par  le 
mouvement  d'une  droite  W^  qui  glisse  constamment  sur  trois  droites  fixes  A ,  A^  A'% 
lesquelles  sont  parallèles  à  un  mène  plan;  car  ici  ces  trois  directrices,  au  lieu 
d'être  tout  à  fait  quelconques,  se  trouvent  par  la  définition  du  n^  549,  parai* 
lèles  toutes  au  plan  P;  de  sorte  que ,  sous  ce  point  de  vue ,  le  paraboloïde  hy- 
perbolique est  un  cas  particulier  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  (n*^  521  ). 
D'ailleurs,  quoique  on  n'ait  pas  imposé  à  la  droite  mobile  B'^  la  restriction  de 
demeurer  parallèle  à  un  plan  fixe ,  elle  ne  laissera  pas  de  remplir  cette  condi- 
tion ,  puisque  les  positions  qu'elle  prendra ,  comme  DD'iy',  sont  déjà  toutes 
parallèles  au  plan  Q  ;  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  du  n"*  520. 

U  est  aussi  évident  que  ce  mode  de  génération  admet ,  pour  réciproque,  un 
quatrième  mode  dans  lequel  on  ferait  mouvoir  la  droite  A  sur  trois  quelconques 
des  génératrices  du  système  B,  car  cette  droite  A  ne  pourrait  prendre  (n**'521) 
que  les  positions  A',Â^V--  qui  remplissent  déjà  cette  condition,  et  elle  demeu- 
rerait ainsi  parallèle  au  plan  P,  quoique  on  ne  lui  eût  pas  imposé  cette  res- 
triction. 
FiG.  115.  ^S^-  Il  résulte  évidemment  de  là  :  1"*  que  par  chaque  point  D  pris  à  vo-> 
lonté  sur  le  paraboloïde,  il  passe  deux  droites  situées  tout  entières  sur  la  sur- 
face, et  appartenant  l'une  au  système  A,  l'autre  au  système  B;  2*  que  deux 
génératrices  appartenant  au  même  mode,  ne  sont  jamais  dans  un  plan  unique, 
puisque  cequi  a  été  prouvé  n"  550  pour  les  droites  A,  A',  A",.*-  s'applique  évi- 
demment aussi  aux  droites  B,  B',  B'',. ..;  S'^que  chaque génératriced  un systèaie 
coupe  toutes  les  droites  de  l'autre  mode,  sans  qu^il  y  en  ait  deux  (k parallèles  : 
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car,  SI  cette  circonctaoce  ayaitlieu  pour  k!"  etB' ,  par  exemple,  it  s'ensuivrait 
que  ces  droites  seraient  aussi  parallèles  à  l'intérsecUon  OX  des  deux  plans  di- 
recteurs ,  ce  qui  est  impossible ,  à  moins  qu'on  ne  les  regarde  comme  placées  à 
une  distance  infinie  ;  k"  une  droite  quelconque  ne  peut  traverser  le  parabo- 
loïde  qu'en  deux  points  ;  car ,  si  elle  avait  trois  points  communs  avec  cette  sur- 
face ,  elle  s'appuierait  sur  trois  génératrices ,  et  par  consëquent  (n"  553)  elle 
coïnciderait  tout  entière  avec  le  paraboloïde.  D'ailleurs,  pour  obtenir  les  points 
d'intersection ,  il  iaudra  construire  la  section  faite  dans  la  surface  par  un  plan 
vertical  ou  horixontal ,  conduit  suivant  la  droite  donnée. 

555.  Enfin ,  puisque  dans  le  premier  mode  de  génération ,  les  diverses  posi- 
Uons  A ,  A',  A", ....  de  la  génératrice  sont  fournies  par  des  plans  parallèles  à  P , 
qui  coupent  les  directrices  B  et  B'aui  points  M  et  N,  M'  el  N',...,  on  sait  par  la 
géométrie  ordinaire ,  que  ces  plans  diviseront  les  droites  B  et  B'en  parties  pro- 
portionnelles ,  c'est*4i-dire  que  l'on  aura 

MM'      WW'      W  W"  __ 

d  OÙ  il  résuite  qu'au  lieu  d'un  plan  directeur ,  on  pourrait  assigner  deux  posi- 
tions primitives  A  et  A'de  la  droite  mobile  :  puis ,  exiger  que  celle-ci  glissât  sur 
^^l^'dèmanièreà%ntereepieriwj<nir8  des  parties  proportionnelles  avec  WA'et 
NN'.  Cette  marche  sera  d'un  usage  fort  commode  pour  l'exécution  en  relief  du 
parabololoîde  hyperbolique  ^  car,  après  avoir  construit  un  quadrilatère ^aî«?Ae, 
tel  que  MNN'M'",  dont  les  côtés  et  les  angles  soient  invariables,  il  suffira  de  di- 
viser les  côtés  opposés  HM/#f  et  MN//  en  un  même  nombre  de  parties  égales  ; 
puis,  en  joignant  les  divisions  correspondantes  par  des  fils  tendus  en  ligne  droite^ 
on  obtiendra  une  représentation  fidèle  de  cette  surface.  Pour  y  introduire  en 
même  temps  les  génératrices  du  système  B ,  il  n'y  aura  qu'à  diviser  aussi  les 
deux  autres  côtés  MN  et  M'^'N'"^  en  un  même  nombre  de  parties  égales,  et  join- 
dre les  points  de  division  correspondants ,  par  d'autres  fils  qui  devront  alors 
s'appuyer  d  eux-mêmes  sur  les  premiers ,  et  ne  former  qu'une  seule  et  même 
surface,  où  les  deux  modes  de  génération  se  trouveront  exprimés  d'une  ma- 
nière bien  sensible  (voyez  n*  566  ,  et  la  fig.  120). 

556*  Du  plan  tangent.  Lorsque  le  point  de  contact  G  sera  donné  sur  u  ne  gé-  Fw .    115. 
oératrice  connue  AMGN,  il  suffira  de  construire  seulement  une  seconde  gêné* 
ratrice  A'  du  même  mode,  en  employant  le  procédé  du  n""  549  si  le  paraboloïde 
est  défini  par  un  plan  directeur  P,  el  s'il  l'était  par  trois  directrices  6 ,  B' ,  B'\ 
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parallèles  à  ua  même  plan ,  on  emploierait  la  marche  du  a«  531  •  Quand  une 
foison  connaitra  les  deux^énëratrioes  A  et  A',  on  les  coupera  par  uaplan  mené 
du  point  G  parallèlement  aux  directrices  B  et  B',  et  la  droite  GH  qui  réunira 
les  points  de  section,  sera  située  (n""  551)  sur  le  paraboloïde;  donc  le  système 
des  deux  droites  AG  et  GH ,  qui  sont  elles-mêmes  leurs  propres  tangentes,  dé- 
terminera le  plan  tangent  de  la  surface  pour  le  point  donné  G. 

557.  Si  Ton  assignait  seulement  la  projection  horizontale  g  du  point  de  coih 
tact,  sans  donner  la  génératrice  qui  le  contient,  il  faudrait  chercher  d'abord  la 
seconde  projection  de  ce  point.  Pour  cela ,  on  ferait  passer  par  (/  un  plan  ter- 
tical  quelconque  dont  on  déterminerait  les  intersections  avec  diverses  généra<- 
trices  ,  et  la  suite  de  ces  points  fournirait  la  projection  verticale  de  la  section 
faite  dans  lasurfieice  ;  alors ,  on  projetterait  le  point  jf  sur  oelte  courbe^  et  ayant 
ainsi  les  deux  projections  jf  et  g^  du  point  de  contact ,  il  serait  bien  facile  de 
mener  la  génératrice  qui ,  passant  par  ce  point ,  s'appuierait  sur  B  et  B^  ;  de 
sorte  que  Ton  serait  ramené  au  cas  précédent* 

558.  La  surface  gauche  qui  nous  occupe ,  esi  identique  aven  le  paraboloide 
hyperboltque  que  nous  avons  décrit  au  n®  89.  En  eflPet ,  cette  surfiice  gauche  est 
du  second  degré;  car,  sans  effectuer  les  calculs ,  il  est  facile  de  voir  que  les  con- 
ditions par  lesquelles  on  eiprimerait  que  la  droite  mobile  A  a  toujours  un  poiut 
de  commun  avec  B  et  avec  B' ,  et  demeure  parallèle  au  plan  P  choisi ,  si  Ton 
veut ,  pour  un  des  plans  coordonnés ,  conduiraient  à  une  équation  qui  ne  dé«* 
passerait  par  le  second  degré  ^  et  cette  conséquence  s'accorde  avec  la  dernière 
remarquedu  n*  554.  Ensuite,  cette  surface  gauche  n'àdmeiaucunêêecUonpla9èe 
qui  soit  une  cour berigKuiB,  comme  nous  allons  le  démontrer  (n^"  564);  d'ailleurs 
elle  ne  peut  être  un  cylindre  à  base  hyperbolique  ou  parabolique ,  attendu 
qu'elle  est  gauche  ;  il  faut  donc  qu'elle  coïncide  avecie  paraboloide  hyperbo- 
lique (n""  89) ,  puisque  toutes  les  autres  surfaces  du  second  degré  admettent , 
par  leurgënération  même ,  des  sections  elliptiques.  (  Voyez  livre  II,  cfaapit.I*'.) 

FiG.  1 15.  559.  Sections  plahbsci^  paraboloide  hyperbolique.  On  obtiendra  la  courbe 
d'intersection  de  cette  snrfeceaTec  un  plan  donné  n ,  en  construisant  les  points 
Ou  ce  plan  coupe  les  diverses  génératrices  A ,  A\  A",.. . .  ;  et  la  tangente  à  cette 
courbe  en  un  point  donné,  résultera  de  l'intersection  du  plan  n  avec  le  plan 
langentau  paraboloide,  pour  le  point  en  question,  plan  qui  se  construira  comme 
au  n*  550.  Quant  à  la  nature  de  la  section,  on  peut  la  prévoir  d'avance  par  les 
règles  suivantes. 

560.  D'aboi*d.  si  le  plan  sécant  9r  passe  déjà  par  une  droiteAdu  paraboloide. 
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l'auti^  braBehe  d'ialeraection  sera  encore  rectiligne  ^  puisque  cette  surfece  est 
du  second  degré;  on  lobtiendra  en  cherchant  seulement  les  points  D''  etD^\  où 
77  Ya  rencontrer  deux  autres  génératrices  Â'  et  A'\  du  même  mode  que  A  ;  et  la 
section  totale  se  composera  des  deux  droites  A  et  DD'D'\  de  sorte  que  le  plan 
it  setrouTcra  tangent  en  D^  et  sécant  partout  ailleurs» 

561.  Dans  le  cas  plus  particulier  encore,  où  le  plan  it  qui  passe  par  Â ,  se 
trouverait  parallèle  au  plan  directeur  P  qui  correspond  à  cette  génératrice^  il 
ne  couperait  plus  les  autres  génératrices  du  même  mode^  de  sorte  que  la  se^ 
conde  branche  d'intersection  qui  était  tout  à  Theure  DD'D'',  s'éloignerait  tout 
entière  à  Tinfini.  I>onc  alors  la  section  se  réduirait  à  la  droite  unique  A;  mais  le 
plan  n  de?rait  toujours  être  considéré  comme  tangent  au  parabololde  dans  le 
point  infiniment  éloigné  situé  sur  A«  ou  bien  comme  un  plan  MtftnpMe  de  la 
surfece« 

562.  Généralement  I  soit  ir  un  plan  quelconque  qui  n'est  pas  parallèle  &  l'in^ 
tersection  OX  des  deux  plans  directeurs  \  il  coupera  ceux-ci  Miitant  des  droites 
iet^  non  parallèles  à  OX,  et  alors  il  existera  dans  chaque  système  une  géné- 
ratrice parallèle  à  7r«  En  effist,  conduisons  par  la  directrice  B  un  plan  BCE  pa-- 
railèle  à  la  trace  cï;  ce  plan  coupera  nécessairement  la  directrice  B^  en  un 
certain  point  N'%  et  en  menant  par  ce  point  la  droite  N'^M'^A'"  parallèle  à  ^, 
elle  ira  rencontrerla  directrice  B,  et  sera  évidemment  une  génératrice  parais 
lèle  au  plan  n.  Si  Ton  opère  d  une  manîèi*e  semblable  pour  la  trace  d'^  en  me- 
nant par  la  génératrice  A  un  plan  parallèle  à  (^y  il  coupera  une  autre  droite  A' 
du  même  système  en  un  point  D%  par  lequel  on  pourra  conduire  une  autre 
génératrice  B''  qui  sera  parallèle  à  ^  et  au  plan  n.  De  là  on  doit  conclure  que 
la  section  feite  par  ce  plan  it,  présentera  deux  btunches  ouvertes,  qui  conver« 
geront  vers  les  pointa  infiniment  éloignés  où  tt  irait  rencontrer  les  deux  généra"» 
triées  A" et  B";  ainsi  cettesection  sera  tméAypsr^o/s  dont  nous  albnsconstruire 
les  asymptotes* 

Menons  par  la  génératrice  h!\  un  plan  it  parallèle  à  P  :  ce  plan  it  sera  tan-- 
gent  (n«  561  )  au  paraboloide  dans  le  point  situé  à  l'infini  sur  A'';  donc  Tinter-*- 
section  de  ce  plan  tangent  avec  le  plan  tt  de  la  courbe,  fournira  l'asymptotede 
la  branche  qui  converge  vers  A'',  et  cette  asymptote  sera  évidemment  parallèle 
à  cette  génératrice.  L'autre  asymptote  sera  donnée  semblablement,  par  Tinter- 
section  du  plan  ir  avec  un  plan  n  mené  suivant  B^'  parallèlement  au  second 
plan  directeur  Q,  et  elle  sera  parallèle  à  B^'. 

565.  Enfin,  supposons  que  le  plan  sécant  tt  soit  parallèle  à  Tin  tersection  OX 
des  deux  plans  directeurs,  auquel  cas  ses  deux  traces  ^et  y  sur  ces  derniers , 
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se  ti-ouveront  elles*mêmes  parallèles  à  OX.  Alors,  si  l'on  veut  essayer  d'obleoir 
uBe  ge'ne'ratriee  parallèle  à  tt,  il  faudra  encore  mener  par  B  un  plan  BCE  pa- 
rallèle à  (^;  mais  ici  ce  plan  ne  coupera  plus  aucune  desgénératrices  B^,  &",.••• 
puisqu'il  deviendra  évidemment  parallèle  à  Q;  donc  la  génératrice  parallèle  à  n , 
dans  le  système  A)  est  transportée  toutentiereaunedistanceinfinie.il  en  sera 
de  même  de  la  génératrice  qui ,  dans  le  système  B ,  serait  parallèle  à  tt  ;  de 
sorte  que  la  section  faite  par  le  plan  tt  sera  encore  ouverte  ,  puisqu'il  y  aura 
des  génératrices  de  plus  en  plus  éloignées  qui  approcheront  indéfiniment  d'être 
parallèles  à  n  ;  mais  cette  courbe  rCaura  pltss  da^ympiote.  En  effet,  cette  der- 
nière ligne  serait  donnée,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  précédent,  par  Tinter- 
section  du  plan  TT  avec  un  plan  tt'  outt"  parallèle  à  P  ou  Q ,  et  mené  suivant  I9 
génératrice  parallèle  à  tt  :  or  cette  génératrice  est  ici  transportée  tout  entière  à 
l'infini;  donc  aussi  le  plan  tt^  s'éloigne  indéfiniment,  et  ne  fournit  plus  d'asymp- 
tote. Par  conséquent  la  section  relative  au  cas  actuel  est  U9M  parabole. 

564.  En  résumant  celte  discussion,  on  voit  :  1"*  que  tout  plan  n  parallèle  à 
rintersection  OX  €les  deux  plans  directeur»  (*),  donne  une  sbctioh  pararoliqub; 
et  «» ,  en  outre,  tt  est  parallèle  à  l'un  de  ces  plans  directeurs ,  cette  parabole  se  réduit 
à  une  droite  unique  (  n"*  56 1  )• 

2"  Si  le  plan  sécantn  n'est  point  parallèle  à  Pintersection  OXdes  deux  plans  di- 
recteurs, la  section  est  une  hyperbole  ;  mais  elle  dégénère  en  deux  droitbs  qui 
SE  GouPBNT,  si  le  plan  sécant  contient  déjà  une  génératrice  de  la  surface  (  n**  560  ) . 

S""  Dans  aucun  cas,  la  section  faite  par  un  plan  qtulconqueizdans  leparaboloîde, 
ne  peut  être  une  gourbb  fbbmée. 

565.  Observons  aussi  que  les  constructions  indiquées  au  n^^6%  serviront  a 
résoudre  ce  problème  :  trouver  sur  un  paraboloide  donné,  unegénércUrice  qui  soit 
parallèle  à  un  plan  connu  tt.  Il  y  aura  deux  solutions  quand  ce  plan  ir  ne  sera 
point  parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans  directeurs;  et  le  problème  sera 
impossible,  lorsque  tt  se  trouvera  parallèle  à  cette  intersection,  à  moins  qu'il  ne 
le  soit  en  même  temps  à  l'un  des  plans  directeurs,  auquel  cas  il  existera  unein- 
finité  de  solutions,  fournies  par  toutes  les  génératrices  parallèles  à  ce  plan  di- 
recteur. 

PROBLÈME.  Représenterunparaboloîdeengendréparunedroitemobile  kqui 


{*)  On  verra  aa  n°  572  qaeceUe  droite  OX  e8tra.r0pftfictpa/du  paraboloide,  ou  du  moins, 
lui  est  parallèle  ;  car  les  deux  plans  directeurs  ne  sont  pas  déterminés  quant  à  leur  position 
absolue  ,  mais  seulement  quant  à  leur  direction. 
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glisse  sur  deux  droites  fixesh  et  B,\  en  demeurant  parallèle  à  un  plan  directeur 
donné  P;  et  comtruire  lepla^i  tangent  de  cette  surface^  pour  un  point  connu. 

566.  Afin  de  donner  à  notre  ëpurê  toute  la  symétrie  qu'on  devrait  chercher 
à  obtenir  dans  la  construction  d'un  modèle  en  relief,  nous  ferons  observer  qu'un 
plan  Q  parallèle  aux  droites  données  B  et  B^,  serait  le  plan  directeur  du  se«- 
cond  mode  de  gfénération  (u?  552)  du  paraboloïde  cherché;  et  conime  ce 
plan  Q  est  évidemment  de'terminé,  au  moins  en  direction^  par  les  données  ac- 
tuelles du  problème^  il  nous  sera  toujours  permis  d'adopter  les  dispositions 
suivantes  : 

1^  Nous  choisirons  notre  plan  horizontal  de  projection ,  perpendiculaire  Pic.  120. 
aux  deux  plans  directeurs  P  et  Q,  lesquels  seront  alors  représentés  par  leurs 
traces  horizontales  op  et  oq. 

^  Nous  dirigerons  le  plan  vertical  de  projection ,  de  manière  qu'il  soit 
parallèle  à  la  droite  oy  qui  divise  en  parties  égales  l'angle  poq;  puis,  nous  tra- 
cerons les  projections  (CD,  Cfiy)  de  la  droite  donnée  B  ,  et  les  projections 
(EF,  CF')  de  l'autre  directrice  B,,  en  faisant  attention  que  les  deux  projec*- 
tions  horizontales  CD  et  EF ,  devront  être  nécessairement  parallèles  entre 
elles,  d'après  la  condition  1"*,  puisqu'elles  le  seront  à  la  trace  oq  du  plan  di- 
recteur Q. 

3*"  Nous  pouvons  encore  élever  ou  abaisser  notre  plan  horizontal,  de  telle 
sorte  que  la  ligne  de  terre  VY'  passe  par  le  point  C  où  se  croisent  les  deux  pro- 
jections verticales  des  directrices  B  et  B,;  et  alors  les  traces  horizontales  C 
et  E  de  ces  droites,  se  trouveront  sur  une  même  perpendiculaire  CE  à  la  ligne 
de  terre. 

4* Nous  limiterons  ces  directrices  aux  deux  points  (D,  D'),  (F,  F*),  où 
elles  Tont  rencontrer  le  plan  vertical  DOF  mené  perpendiculairement  sur  le 
milieu  CE;  de  sorte  que  la  figure  CDEF  sera  un  losange  ,  dont  le  centre 
0  sera  la  projection  de  Vawe  du  paraboloïde,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus 
loin  (n"*  572),  pourvu  cependant  que  les  directrices  B  et  B,  soient  également 
inclinées  sur  le  plan  horizontal  actuel.  À  la  vérité,  cette  dernière  condition  pour- 
rait bien  ne  pas  être  remplie  par  les  directrices  que  la  question  assigne  ;  mais 
noMis  admettrons  qu'elle  est  vérifiée  ici^  et  par  suite  que  les  points  (D,  D'), 
(F,  F'),  sont  à  la  même  hauteur ,  attendu  que  dans  tous  les  cas,  nous  sau- 
rons retrouver  (n''572)  parmi  les  génératrices  du  paraboloïde,  deux  droites 
qui  seraient  également  inclinées  sur  la  verticale,  et  qui  dès-lors  pourraient 
ttre substituées  aux  directrices  données  (CD,  CD'),  (EF,  CT'),  si  ces  dernières 
ne  remplissaient  pas  cette  condition. 
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FiG.  120.  567.  Cela  posé  ,  la  droite  qui  réunira  les  points  (D,  D')  et(E,  C),  sera 
évidemment  parallèle  au  plan  direeteur  P,  puisque  sa  projection  horizontale 
DE  se  trouvera  parallèle  à  la  trace  op  de  oe  plan  vertical  P,  d'après  les  con- 
ditions ^  et  4**  du  numéro  précédente  Donc  (DE,  D'C')  est  une  position  de 
la  géneVatrice  mobile  Â;  et  comme  il  en  sera  de  même  de  la  droite  (CF^  CF'), 
on  voit  que  si  l'on  divise  en  un  même  nombre  de  parties  égales,  les  deux 
directrices  données  (CD,  CD'),  (EF,  CF^;  puis,  que  l'on  joigne  les  points 
de  division  0  et  16, 1  et  IS,  2  et  14,  5  et  13,....,  on  obtiendra  ainsi  les  di« 
verses  génératrices  du  système  A,  savoir 

(DE,  D'C'),....,  (GH,  G'H'),....,  (CF,  CT'); 

et  d'ailleurs^  toutes  ces  droites  seront  projetées  horizontalement  sur  des  paral- 
lèles à  la  trace  op  du  plan  directeur  P. 

968.  Quant  aux  projections  verticales  de  cca  mêmes  génératrices ,  elles 
formeront ,  par  leurs  intersections  successives ,  une  courbe  D'OT'  enve- 
loppe  de  toutes  ces  droites ,  et  qui  sera  une  parabole.  Car  chaque  généra* 
trice  G'H'  fournissant  évidemment  la  proportion  TG'  :  G'C  ;  :  G  H'  :  WD' , 
il  en  résulte  que ,  dans  la  courbe  enveloppe  ,  deux  tangentes  menées  du 
même  point  sont  coupées  par  une  troisième  tangente  en  parties  réciproque- 
ment proportionnelles  ;  ce  qui  est  une  propriété  connue  de  la  parabole 
du  second  degré.  D'ailleurs  ,  puisque  la  courbe  D'OT  forme  le  contour  ap* 
parent  de  la  audace  sur  le  plan  vertical ,  il  faudra  ponctuer  les  parties  des 
génératrices  qui  se  trouveront  au-delà  de  ce  contour  apparent  ;  ainsi  la  droite 
(GMH,  G'M'H')-,  par  exemple,  sera  visible  sur  le  plan  vertical  dans  la  por- 
tion GH'»  et  invisible  dans  la  portion  M'H';  en  outre,  le  point  de  contact  II' 
qui  sépare  ces  parties,  se  trouvera  nécessairement  projeté  ea  M  sur  la  dia- 
gonale DF*  En  effet ,  dans  la  parabole  D'OT,  on  aura,  par  le  principe  rap- 
pelé ci^dessus, 


G'M':MTI'::crH':HT)'::ll:5; 
mais  dans  le  losange  CDEF,  on  aussi  évidemment 

GM:mH::GF:DH::11  :5; 

d'où  Ton  conclut  G1tt'  :  M'H'  ::  GM  :  MB  ,  et  par  conséquent  le  pcMut  M'  se 
projette  en  M.  Cette  circonstance  qui  se  reproduit  poar  toutes  les  génératrices. 
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prouve  que  la  parabole  D'CF  n'e^t  autre  chose  que  la  section  faite  par  le  plan 
vertical  DOF ,  dans  le  paraboloïde  en  question. 

569.  Maintenant ,  si  l'on  projetait  ce  même  parjiboloîide  sur  un  plan  Ter- 
ticiJ  YZ'^  parallèle  à  la  diagonale  CE ,  les  directrices  primitives  deviendraient 
les  droites  (CD,  CD"),  (EF,  E"D");  et  Ton  prouverait,  comme  ci-déssus, 
que  les  projections  des  génératrices  formeraient  par  leurs  intersections  suôces- 
sives  ,  une  autre  parabole  CCE"  qui  représenterait  la  section  faîte  dans  la 
surface  par  le  plan  vertical  COE.  Les  lecteurs  fatniffàrrsés  avec  l'application 
de  Tanalyseà  la  géométrie  des  trois  dimensions ,  reconnaîtront. dans  les  plans 
verticaux  OY  et  OZqui  fournissent  ces  paraboles ,  leè  tleuâf  plans  diamétraux 
principaux  du  paraboloïde  hyperbolique ,  lesquels  doivent  se  côtiper  (n^9f) 
suivant  Vom  unique  de  cette  surfece  ;  et  en  effet,  nfôu^  atlotis  dém<yntrer  (n""  572) 
que  cet  axe  est  la  droite  (O,  O'X'). 

570.  Le  paraboloïde  hyperbolique  admet,  comnié  nous  t'avons  vu  au  Uo  56 1 ,  Fie.  1 20. 
un  second  système  de  génératrices  rectilignes  qui  sotit  parallèles  au  plan  àïtet* 

teur  Q ,  déterminé  par  les  deux  directrices  primitives  B  et  B, ,  ou  (CD,C'D^) 
et  (EF  ^  CF)  ;  c  est  ici  le  plan  vertical  oq.  Par  conséquent  ce^  nouvelles  géné- 
ratrices seront  projetées  horizontalement  sur  des  paraHèles  à  la  trace  oq  ;  et 
comme  elles  doivent  en  outre  s^appuyer  sur  deux  droites  du  premier  systèdae  A  ^ 
par  exemple  sur  (DE,  IXC)  et(CF,  CF)  dont  les  extrémités  correspondent 
déjà  (n*566)  à  des  plans  verticaux  DC  etEF  parallèles  à  oq  ,  on  voit  qu'il  suf- 
fira de  diviser  en  un  même  nombre  de  parties  égales ,  ces  deux  nouvelles  direc- 
trices (DE,  D'C^,  (CF,  CT') ,  puis  de  joindre  ensemble  les  points  de  division 
0  et  10,  1  et  15,  2et  14,  3  et  16,.....;  pur-là,  on  obtiendra  les  diverses  gfé" 
nératriee»  du  système  B ,  davoir  ; 

(CD,  CD'),.,..,  (gVLh,  GT^TH') ,(Y% F'C). 

571.  Ces  droites  du  système  Bse  confondront  eo  projection  verticale  avec 
celles  du  système  A  déjà  Gonsin»les;  car  dans  le  tosangeCDEF,  il  est  évident 
que  les  poinits  G  et^r^  H  et  A,  se  trouveront  deux  i  deux  sur  de)»  perpendiculaires 
à  la  ligne  de  terre;  ainsi  lee  profectious  verticales  de  ces  génératrices  B,  seront 
encore  lan^ntes  à  la  parabole  principale  D'O^F^  ;  mais  les  parties  visibles  , 
comme  (114^  M'H"),  tomberaieM  sur  led  parties  ponctuées  des  génératrices  A| 
et  réciproquement.  C'est  pourquoi ,  afin  de  laisser  subsister  pour  Feeil  la  £s- 
tinclioii  des  deux  nappes  antérieure  et  poéUrieure  aA  plan  Vertical  DOF,  fiO'us 
n'avons  pas  voulu  représenter  les  génératrices  du  système  B  comme  réellenaént 
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existantes ,  mais  nous  les  ayons  marquées  seulement  eu  lignes  mixtes  sur  le 
plan  horizontal. 

Une  coïncidence  analogue  aura  lieu  sur  le  plan  vertical  VZ'' ,  où  les  généra- 
trices du  système  B  se  trouveront  aussi  tangentes  à  la  parabole  principale 
C'O'E". 

572.  Pour  trouver  le  sommet  et  Yaae  du  paraboloïde  hyperbolique ,  il  faut 
emprunter  à  lanalyse ,  ou  bien  admettre  comme  des  définitions  qu'il  est  loisi- 
ble de  poser ,  les  relations  suivantes  :  L'axe  du  parabotoide  est  une  droiteparaU 
lèle  atiûs  deux  plans  directeurs  Vet(X,et  tellequelle  coupe  la  surface  en  unpoint 
par  lequelpasjent  deus  génératrices  qui  sont  Fune  et  F  autre  perpendiculaires  à  cit 
axe:  ce  point  est  d^ ailleurs  appelé  sohhet  (n^  91).  D'après  cela  ,  on  voit  que 
pour  des  données  quelconques ,  il  faudra  généralement  mener  un  plan  tt  per- 
pendiculaire à  P  et  Q,  puis  chercher  par  le  n^^SCS  ,  les  deux  génératrices  qui 
sont  parallèles  à  tt.  Alors  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  sera  le  som- 
met demandé  ;  et  une  perpendiculaire  à  tt  menée  par  ce  point,  sera  l'axe  de  la 
surface. 
FiG.  1 20.  Mais ,  ici  où  nous  avons  adopté  (n""  566  )  les  données  les  plus  symétriques ,  il 
est  clair  que  l'axe  du  paraboloïde  est  vertical ,  et  que  par  le  point  (0,  O")  il 
passe  deux  génératrices  horizontales  (K'O'r,  KOI)  et  (K'O^I%  AOt);  donc  le 
point  (O,  0')  est  le  sonunet  demandé,  et  par  suite  l'axe  est  la  droite 
(0,COX). 

Parmi  les  conditions  admises  aun**  566 ,  il  y  en  a  une  seule  qu'on  ne  sera  pas 
toujours  maître  de  remplir  ;  c'est  celle  qui  suppose  que  les  deux  directrices 
données  sont  également  inclinées  sur  le  plan  horizontal,  choisi  comme  nous  l'a- 
vons fait.  Lorsque  cette  relation  ne  sera  pas  vérifiée ,  il  en  résultera  seulement 
que  les  points  D'  et  W  ne  se  trouveront  plus  à  la  même  hauteur,  et  que  le  cen- 
tre O  du  losange  CDEF  formé  comme  il  a  été  dit  (n**  566)  ,  ne  sera  plus 
la  projection  du  sommet  de  la  surface  ;  niais  alors  on  obtiendra  ce  sommet  par  la 
méthode  générale ,  ou  plus  simplement ,  en  menant  à  la  parabole  D'O'F ,  une 
tangente  horizontale.  D  ailleui*s ,  on  pourra  aussi  se  procurer  deux  directrices 
telles  que  nous  les  avonsadmises,  en  conduisante  cette  paraboledeux  tangentes 
également  inclinées  sur  la  verticale  ^  et  en  regardant  ces  droites  comme  deux 
génératrices  du  paraboloïde,  on  retrouvera  aisément  leurs  projections  horizon- 
tales, qui  serviront  alors  à  forooer  le  losange  dont  le  centre  répondra  exacte- 
ment au  sommet  de  la  surface. 

573*  Pour  manifester  clairement  la  forme  inverse  des  deux  nappes  du  para- 
boloïde, qui  sont  Tune  au-dessus,  l'autre  au-dessous  du   sommet  unique  (0,0  ' 
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Quelles  se  réunissent  sans  discontinuité,  coupons  cette  surface  par  divers  plans 
perpendiculaires  à  Taxe  (0,CO'X^).  Soit  UR^un  de  ces  plans;  il  rencontre 
les  projections  verticales  des  génératrices  que  nous  avons  construites  ,  en  des 
points  que  l'on  projettera  sur  le  plan  horizontal ,  et  qui  formeront  une  courbe 
composée  de  deux  branches  indéfinies,  mais  séparées,  LM/,  RNr.  Cette  courbe 
est  nécessairement  une  hyperbole  (n*  562)  dont  l'axe  réel  est  ici  (MN ,  M'N'  ); 
mais  si  le  plan  sécant  était  au-dessous  du  sommet,  comme  T'W\  alors  la  sec- 
tion qui  serait  encore  (n°  562)  une  hyperbole  TUW,  tuto^  aurait  pour  axe  réel 
la  droite  (Ut/,  U');  et  si  ce  plan  sécant  passait  précisément  par  le  sommet 
(O,  O') ,  la  section  se  réduirait  aux  deux  droites  (KOI,  KT)  et  (*0t,  KT) , 
dont  les  projections  horizontales  sont  les  asymptotes  coilimunes  aux  deux  sec- 
lions  précédentes. 

574.  Le  plan  tangefit  pour  un  point  quelconque  du  paraboloïde,  donné  par 
sa  projection  horizontale  }.,  s'obtiendra  en  menant  les  génératrices  Xa  etX^, 
respectivement  parallèles  à  DE  et  DC:  puis  ,  si  Ton  projette  sur  le  plan  verti- 
cal ,  les  deux  points  où  chacune  de  ces  droites  ira  couper  les  côtés  opposés  du 
losange  CDEF,  on  trouvera  ainsi  les  projections  yerticales  de  ces  génératrices, 
et  il  restera  à  laire  passer  un  plan  par  ces  deux  droites.  Nous  n'efiFectuerons  pas 
ici  ces  constructions ,  dans  la  crainte  de  rendre  l'épure  un  peu  confuse;  mais 
elles  n'oSFiîront  aucune  difficulté  pour  le  lecteur. 


CHAPITRE  IV- 

Des  plans  tangents  auœ  surfaces  gauches  générales. 

L'hyperboloïde  à  une  nappe  et  le  paraboloïde  hyperbolique  sont,  parmi  les 
surfaces  gauches,  les  plus  simples  que  l'on  puisse  concevoir,  ipuisc^xe  toutes  leur  s 
directrices  sont  rectilignes;  aussi  ce  sont  les  seules  dont  Téquation  ne  s'élève  pas 
au-delà  du  second  degré,  et  pour  celte  raison, on  les  appelle  les  deux  surfaces 
gauches  du  second  degré.  Comme  la  construction  de  leurs  plans  tangents  est  fa- 
cile, on  a  cherché  à  y  ramener  la  solution  des  questions  semblables  pour  les 
surfaces  gauches  générales,  et  Ton  y  est  parvenu  au  moyen  du  lemme  suivant. 

575.  Lbume.  Lorsque  deux  sur  fades  gauches  S  et  S' ont  une  génératrice  corn-  Fjg.   116, 
mune  GLM?)^  et  quelles  se  touchent  en  trois  points  L,  M,  N  de  cette  droite^ 
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alors  ces  deua  êurfacei  sb  eaggohpbnt  compléiêmeni  tout  le  long  de  cette  généra- 
triœ^  c'est-à-dire  que,  pour  chaque  point  de  cette  droite,  le  plan  tangent  est 
commun  à  l'une  et  à  l'autre  surface. 

Puisqu'eu  L  les  deux  surfaces  ont  un  plan  tangent  conmiun ,  et  qu'il  en  est 
de  même  aux  points  M  et  N ,  trois  plans  quelconques  menés  par  ces  points , 
couperont  les  surfaces  S  et  S'  suivant  dea  courbes  respectivement  tangentes, 

Aa,  B*,  Gj,  et  AV,  Vb\  Cc\ 

dont  les  trois  premières  pourront  être  adoptées  pour  directrioes  de  la  droite 
mobile  G,  quand  elle  décrit  la  surface  S,  tandis  que  les  trois  autres  courbes 
seront  les  directrices  relatives  à  S\  Gela  posé ,  je  fais  glisser  la  génératrice  G 
sur  les  trois  directrices  A/i^  B^,  Ccy  et  je  lamène  dans  une  position  infiniment 
yiwiïxeglmn  :  oette  droite  mobile  n'aura  pas  cessé  d'être  en  même  temps  sur  la 
ae<;Qpde  surfaee  S\  parqe  <|iAe)  les  courbes  directrices  de  celle-ci,  qui  sont  tan- 
gentes aux  autres ,  ont  de  commun  avec  e&es  les  éléments  linéaires  L^,  Min« 
Nu  ;  don^  les  droites  G  et  j^,  ainsi  que  toutes  les  positions  intermédiaires  de  la 
génératrice ,  sont  comnciunes  aux  surfaces  S  et  S',  ce  qui  permettrait  déjà  de 
conclure  que  ces  surfaces  ayant  de  commun  Vêlement  superficiel  compris  entre 
G  eig,  et  indéfini  en  longueur,  elles  se  Juchent  bout  le  long  de  la  droite  G. 
Mais  pour  établir  encore  plus  clairement  cette  conséquence ,  coupons  les  sur- 
faces S  et  S' par  un  quatrième  plan  arbitraire,  mené  par  le  point  quelconque  H: 
alors  les  sections  seront  deux  courbes  Hd  et  H'iï  qui  passeront  nécessairement 
par  les  deux  points  H  et  A  où  ce  plan  sécant  rencontrera  les  droites  G  et  j^  ; 
donc  les.courbes  Hd  et  D'cT  ayant  deux  points  communs  infiniment  roisins, 
se  toucheront  suivant  l'élément  Hk ,  ou  bien  elles  auront  la  même  tangente 
HAT.  Par  conséquent  les  plans  tangents  de  S  et  de  S' au  point  H,  coïncideront 
bien  l'un  avec  l'autre,  puisque  chacun  d'eux  devra  passer  parles  droites  GH 
et  HT. 

576.  Si  les  surfaces  gauches  S  et  S'  sont  du  genre  de  celles  qui  admettent 
unplan  directeur^  il  suffira,  pour  qu'elles  se  raccordent  tout  le  long  d*une  gé* 
nératrice  commune  G,  qu'elles  aient  seulement  efeui?/'/aiM  tangents  commuttsen 
deux  points  de  cette  droite ,  et  qu'en  outre  le  plan  directeur  soie  le  même  pour 
Tune  et  l'autre  surface.  Cette  proposition  se  démontrera  précisément  comme  la 
précédente  ,  et  l'on  doit  voir  tout  de  suite  pourquoi,  dans  le  cas  actuel,  oa 
n'exige  que  deux  plans  tangents  communs  ;  car  dès  lors  que  les  directrices 
ka  et  A!a\  Bb  et  h'b\  sont  respectivement  tangentes ,  et  qu'en  outre  le  plaa 
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directeur  est  le  même,  cela  suffit  éyidemmeot  pour  que  la  droite  G  qui  glisse 
sur  Aa  et  hb  parallèlement  à  ce  plan  directeur,  ne  cesse  pas  de  se  trouver  à  la 
fais  sur  les  deux  surfaces ,  quand  elle  passe  de  la  position  G  à  la  position  infini- 
ment Toistne  g* 

Les  deux  théorèmes  prëoédenls  sur  le  contact  des  surfaces  gauches ,  sont 
non-seulement  utiles  dansplusieurs  questions  de  stéréotomie  où  Ton  veutrac* 
corder  de  pareilles  surlaces;  mais  ils  serventaussi  de  base  à  la  méthode  par  la«- 
quelle  on  construit  leurs  plans  tangents  ou  leurs  normales,  dont  la  détermina- 
tion est  encore  nécessaire  pour  former  les  joints  des  Toussoirs  de  certaines 
Toutes. 

577.  Du  PLAN  TANGRNT  dotit  hpotut  de  contact  est  donné.  Soient  Aa,  B6,  Ce  ,  Pi^.  \  17 
les  trois  directrices  d'une  surface  gauche  quelconque  S ,  et  H  le  point  d'une 
génératrice  GLMN,  pour  lequel  on  demande  le  plan  tangent.  Je  mène  les  tan- 
gentes LT,  MU,  NY,  aux  directrices  données,  et  en  faisant  glisser  la  droite  G 

sur  ces  trois  tangentes  fixes,  j'obtiendrai  (  n^  5â  1  )  un  kyperboloîde  à  une  nappe 
qni  afora  éTÎdemment  en  L,  H,  N,  les  mêmes  plans  tangents  que  S.  Donc  ces 
deux  suffaces  se  toucheront  (n""  575)  dans  tous  les  points  de  la  génératrice 
GLMVi;  et  par  suite,  la  recherche  du  plan  tangent  de  la  surface  S  au  point  H, 
sera  ramenée  à  celle  du  plan  tangent  de  cet  hyperboloïde  en  ce  même  point. 
problème  dont  la  solution  a  été  indiquée  au  n""  530  :  mais  nous  allons  donner 
une  méthode  encore  plus  simple  au  n""  579. 

578.  Observons  d'abord  que  pour  construire  un  hyperboloide  de  raccordement 
le  long  de  la  génératrice  G,  il  n'est  pas  nécessaire  d'employer  précisément  les 
trois  tangentes  LT,  MU,  NV:  il  suffirait  d'adopter  pour  directrices  trois  droites 
quelconques  ,  situées  respectivement  dans  les  plans  GLT  ,  GMU,  GNY  qui 
toudient  la  surface  S  aux  points  L,  M,  N;  car  l'hyperboloïde  ainsi  formé  au- 
rait encore  évidemment  trois  plans  tangents  communs  avec  la  surface  S.  Par 
conséquent  Tkyperboloîde  de  raccordement  est  susceptible  d'une  infinité  de 
formes;  aussi,  parmi  tous  ces hy perboloïdes  tangents,  il  y  en  aura  un  qui  of- 
frira HU  contact  plus  intime  avec  la  surface  S,  et  qu'on  appelle  hyperboloïde 
oêcula^eur  ;  mais  comme  sa  construction  ne  nous  est  pas  utile  à  présent,  nous  en 
parlerons  en  traitant  de  la  courbure  des  surfaces  (  voyez  n*"  744). 

579.  Un  paraboloide  de  r€U)cordememtoSreldi  méthode  la  plus  simple  pour 
construire  le  plan  tangent  d'une  surface  gauche  générale  S.  En  effet,  dans  le 
plan  tangent  de  S  en  N,  lequel  est  déterminé  par  GN  et  N  V,  on  peut  toujours 
tracer  une  droite  NR  qui  soitparallèie  au  même  plan  que  LT  et  MU;  car  cela  se 
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réduit  à  couper  le  plan  taDgeaiGNV  par  un  plan  parallèle  à  LTet  MU.  Alors . 
si  j'adopte  les  trois  droites  LT,  MU,  NR,  qui  se  Irouyent  parallèles  à  un  plan 
unique^  pour  diriger  le  mouTement  de  la  génératrice  G,  j'obtiendrai  (n**  553) 
un  paraboloide  qui  aura  encore  trois  plans  tangents  communs  avec  la  sur- 
feice  S  y  dans  les  points  L,  M,  N  ;  donc  le  plan  qui  touchera  S  en  H,  sera  le 
môme(n''  575}  que  le  plan  tangent  du  paraboloide  ainsi  formé  ;  or  ce  dernier 
plan  se  construira  par  la  méthode  très-simple  du  n*"  556.  Nous  oflFrirons  bientôt 
un  exemple  de  ces  constructions  dans  le  problème  du  n«  608. 

580.  Lorsque  la  surface  S  admettra  elle-même  un  plafi  directeur  P,  il  suf- 
fira alors  d'adopter  les  tangentes  LT  et  MU  aux  deux  courbes  directrices, 
pour  faire  glisser  la  génératrice  GLM  parallèlement  au  plan  P  ;  par-là  cette 
droite  décrira  immédiatement  un  paraboloide  qui  aura  bien  detue  plans  tan- 
gents communs  avec  S  et  le  même  plan  directeur.  Donc(n'  576)  ce  parabo- 
loide touchera  la  surface  S  tout  le  long  de  GLM  ;  de  sorte  qu'en  construisant 
le  plan  tangent  de  ce  paraboloide  pour  le  point  H  (n**  556),  ce  sera  aussi  le 
plan  qui  touchera  la  surface  S  en  ce  point.  (Voyez  l'exemple  du  n'  598). 

581 .  Si  une  des  directrices  linéaires  était  remplacée  par  une  surfece  direc- 
trice 2,  à  laquelle  la  géne'ratrice  de  S  devrait  demeurer  tangente  (n"*  516),  la 
courbe  aaV\...  formée  par  la  suite  des  points  de  contact  des  génératrices  Ga  ^ 
GV,  G'V,....  avec  2  ,  serait  au  fond  la  troisième  directrice  linéaire;  mais 
sans  construire  cette  courbe,  ni  sa  tangente,  il  n'y  a  qu'à  observer  que  le  plan 
tangent  de  la  surface  2  au  point  a,  est  le  même  que  le  plan  tangent  delà  sur- 
face gauche  proposées,  puisque  l'un  et  l'autre  doivent  renfermer  la  droite Ga 
et  la  tangente  de  la  courbe  ««'«"....Donc  il  suffira  de  tracer  dans  le  plan  ian^' 
gent  de  2,  relatif  au  point  a,  une  droite  quelconque  aK  ,  laquelle  jointe  aux 
tangentes  des  deux  autres  directrices  linéaires^  servira  encore  à  former  une  sur- 
face auxiliaire  du  second  degré,  qui  aura  trois  plans  tangents  communs  avec  S^ 
et  dont  on  tirera  le  même  parti  qu'au  n'  577.  Cette  méthode  trouvera  des  ap- 
plications utiles  dans  les  épures  relatives  aux  escaliers  en  pierre  ou  en  bois; 
voyez  aussi  l'exemple  du  n"  604. 

582.  Enfin ,  il  peut  arriver  que  la  définition  de  la  surface  gauche  S  ,  ne 
fasse  pas  connaître  immédiatement  trois  directrices  ,  comme  nous  en  avons 
cité  des  exemples  au  n**  519;  ou  bien,  que  ces  directrices  étant  données,  oa 
ne  sache  pas  construire  leurs  tangentes.  Dans  ce  cas ,  désignons  par  G  la. 
génératrice  sur  laquelle  est  situé  le  point  H  où  Ton  veut  trouver  le  plai^ 
tangent,  et  construisons  plusieurs  génératrices  voisines...  G,,  G,,  et  G',  G",.., 
qui  précèdent  et  qui  suivent  la  proposée.  Alors ,  un  plan  n  mené  arbitrai^^ 
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remenl  par  la  droite  G,  coupera  ces  génératrices  voisines  en  des  points  a,, 
a,,  a',  a"",  qui  fourniront  une  courbe  a^a^aôc\..  dont  la  rencontre  a  avec 
Gt  fera  connaître  le  point  dans  lequel  le  plan  n  touche  la  surface  S;  en  effet, 
ce  plan  n  renfermant  la  droite  Ga  et  la  tangente  de  la  courbe  cuxa\..^ 
sera  bien  tangent  à  L  dans  le  point  a.  De  même,  en  conduisant  par  la  droite 
G  un  autre  plan  n\  on  trouvera  le  point  S  où  il  sera  tangent  à  S;  puis,  un 
troisième  plan  t:"  mené  par  G,  touchera  cette  surface  en  un  certain  point  y* 
Cela  posé  .  dans  les  trois  plans  tangents  tt,  it%  n\  on  tracera  des  droites 
quelconques  aR^  ffT,  ^Y,  que  Ton  adoptera  pour  directrices  d'une  surface 
gauche  du  second  degré  ,  laquelle  touchera  bien  la  surface  proposée  S  tout 
le  long  de  la  droite  G  (n""  578);  donc  la  recherche  du  plan  tangent  de  S  au 
point  H,  sera  réduite  à  trouver  le  plan  tangent  de  la  surface  auxiliaire  du 
second  degré,  pour  ce  même  point;  pmblème  qui  se  résoudra  comme  au 
n<*  530  ou  556,  selon  que  les  trois  directrices  rectilignes  auront  été  choisies 
parallèles  ou  non,  à  un  même  plan. 

583.  Il  résulte  de  là  q  ue  tout  plan  n  mené  par  une  droite  G  d'une  furface  gau^ 
che,se  trouve  en  général  tangent  à  cette  surface  dans  un  certain  point a^  qui  se 
détermine  en  construisant,  comme  ci-dessus  ,  la  courhe  a^a^a </"....  suivant 
laquelle  ce  plan  coupe  la  surface  proposée.  Cependant,  le  plan  n  deviendrait 
asymptote  de  la  surface,  si  la  courbe  a,a,aV..,  ne  rencontrerait  la  droite  G 
qu  a  rinfini,  ainsi  qu'il  est  arrivé  dans  l'byperboloïde  au  n^  546;  ou  encore,  si 
ce  plan  ne  coupait  pas  les  génératrices  voisines  de  G,  comme  dans  le  cas  du 
paraboloîde  examiné  au  n^  561 . 

584.  Ce  qui  précède  nous  permet  de  résoudre  un  problème  intéressant,  du 
moins  sous  le  rapport  de  la  théorie  :  cVsl  de  construire  la  tangente  à  une  courbe 
D  tracée  arbitrairement^  et  tout  à  fait  inconnue  quant  à  ses  propriétés  géomé- 
triques, mais  données  par  ses  deux  projections. 

Pour  cela  {*),  faisons  passer  par  cette  courbe  une  surface  gauche  S  qui  ait 
pour  directrices  la  courbe  D  et  deux  droites  A  et  B  prises  à  volonté.  Après 
avoir  construit  la  génératrice  Ga  qui  passera  par  le  point  a  donné  sur  la 
courbe  D,  on  saura  trouver  par   le  n""  582 ,  le  plan  tangent  de  S  pour  le 


(*)  Cette  méihode  ingénieuse  est  due  à  91.  Hachette,  Mais  il  faut  avouer  que,  dans  la  pra- 
tique ,  la  multiplicité  des  opérations  qu'elle  entraîne  ,  ne  produira  pas  un  résultat  plus  cer- 
tain que  si  Ton  se  contentait  de  mener  cette  tangente  au  moyen  de  la  régie ,  en  lui  donnant 
un  petit  arc  de  commun  avec  la  courbe  proposée. 


tss  uvas  m.  —  bes  snsrAGES  gauches. 

point  a  sans  employer  la  tangente  inconnue  de  la  direcUiae  D.  De  même,  eM 
foi*mâot  une  seconde  surface  gauche  S\  dont  les  directrices  seraient  ia  courbe 
D  et  deux  droites  A",  B',  très-diffërentes  des  premières,  on  saura  construire 
aussi  le  plan  tangent  de  &  pour  k  point  donné  et.  Or,  puisque  la  courbe  D  est 
en  même  temps  sur  les  deux  surfaces  S  et  S'^ ,  sa  tangente  au  point  a  deTra 
étresituëe  dans  les  deux  plans  tangents  dont  nous  Tenons  déparier;  et  par  eon-> 
séquent  elle  sera  fournie  par  l'intersection  de  ces  plans. 

Pour  simplifier  les  opérations  graphiques,  on  pourra  former  les  deux  sur- 
faces gauches»  S  et  S\  avec  deux  seules  directrices  D  et  Â ,  D  et  A',  en  y  joi<« 
gnant  d'ailleurs  un  plan  directeur  common  P.  Une  seule  surface  S  suffirait  éfi* 
demment.  si  la  courbe  D  était  plane,  puisque  le  plan  de  cette  courbe  devrait 
renfermer  la  tangente  demandée. 

585.  Das  plans  TAiiacirrs  dont  le  point  de  contact  n'est  pas  Anne.  On  peut 
appliquer  aux  surfaces  gauches  les  méthodes  ge'nérales  indiquées  pour  ces 
sortes  de  problèmes  dans  le  livre  Y;  mais  ici,  elles  sont  susceptibles  de  quelques 
simplifications  notables. 

Si  le  plan  tangent  à  la  surface  S,  est  assujetti  seulement  à  passer  par  un 
point  donné  Y,  le  problème  admettra  une  infinité  de  solutions  (n*"  348),  le%* 
quelles  seront  fournies  toutes  par  la  ligne  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  la 
surface  S,  et  ayant  son  sommet  en  Y.  Pour  obtem'r  cette  courbe,  il  suffira 
de  mener  par  le  point  Y  et  pardiacunedes  diverees  génératrices  G,  G',  G",..,, 
des  plans  qui  seront  tangents  à  la  surface  S,  en  des  poinlsa,  y^  ?,...«..  que  Ton 
saura  construire  (n""  583),  alors  la  courbe  a?/.....  qui  réunira  tous  ces  points, 
sera  la  ligne  de  contact  cherchée. 

586.  Cette  marche  sera  fort  commode,  si  la  surface  S  est  du  second  degré  ; 
car  la  ligne  auxiliaire  cl^ol^clol  du  n""  S82,  qui  sert  à  trouver  le  point  de 
contact  a  du  plan  mené  par  la  génératrice  G,  se  réduira  à  une  droite  dont  il 
suffira  de  construire  deux  points;  et  la  courbe  définitiveoC);...  sera  elle-même 
plane  et  du  second  degré  (n**  353). 

On  pourrait  ramener  au  cas  actuel  le  problème  du  numéro  précédent»  eu 
construisant  le  paraboloide  de  raccordement  le  long  de  chaque  génératrice  G 
de  la  surface  quelconque  S. 

587.  Lorsque  le  plan  tangent  à  la  surface  S,  devra  être  parallUe  à  une 
droite  donnée  D,  on  conduira  par  les  diverses  génératrices  G,  G',  G'',.... 
des  plans  parallèles  à  D;  et  en  déterminant  (n""  583)  leurs  points  de  con- 
tact a,  ^i;^  •.••••  avec  la  surfaces,  la  courbe  a6y...,  ^va  la  ligne  de  contact  cTuncy^ 
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lindrê  oiromicrii m  S  etparaliàle à  D;  |nr  coosijqinmt  eef te eowbe  ^.. , .  four- 
nira toutes  les  soluliims  cb  |Mioblèaie proposé  {o""  378)^ 

588.  Si  la  suHaee  S  est  du  seeood  degré ,  on  retroUTera  les  mftmes  sim- 
plifications qui  ont  été  indiquées  au  n*  S86  ;  «t  Ton  pourra  aussi  ramener 
au  cas  actuel ,  le  problème  analogue  pour  une  surface  quelconque  S. 

589.  Lorsque  le  plan  tangent  à  ta  surface  gauche  quelconque  S  de^ra 
passer  par  une  droite  donnée  D ,  il  n'y  aura  qu'à  suivre  (a  marclie  générale  indi- 
quée n*395  ,  laquelle  consiste  à  chercher  les  points  communs  aux  courbes  de 
contact  de  deux  cônes  qui  sont  circonscrits  à  S  ,  et  qui  ont  leurs  sommets  placés 
sur  la  droite  D. 

590.  Hais  si  la  surface  gauche  est  du  second  degré  ,  oq  résoudra  le 
problème  d'une  manière  beaucoup  plus  simple ,  par  les  considérations  sui- 
vantes. Le  plan  tangent  cherché  dçyra  contenir ,  outre  la  droite  D ,  les  deux 
génératrices  de  T  hyperboloîde  (ou  du  parabolo'ide^  qui  se  coupent  au  point 
de  contact  inconnu;  donc  une,  au  moins,  de  ces  génératrices  ira  riencon- 
trer  D  en  un  point  M ,  dans  lequel  cette  dernière  droite  traversera  Vby- 
perboloïde. 

D'après  cela ,  si  l'on  commence  par  chercher  (q°  ^34 1  5"*  )  le9  deux  points 
M  et  W  où  la  droite  donnée  D  coupera  généralement  la  surjace  ;  pui9  ^  si 
l'on  construit  les  quatre  génératrices  MA  ^t  MB^  M'A' et  M'B',  qui  pas3ent 
par  c^  deux  points ,  il  n  y  aura  plus  qu'à  conduire  par  les  droites  D  et  MA  « 
Det  H6,  deux  plans  qui  satisferont  au  problème^  puisqu'ils  seront  tangents 
quelque  part  à  la  surlace  (n**  545).  D'ailleurs ,  comme  le  plan  DMA  renfer** 
mëra  évidemment  la  génératrice  M'B'  qui  a  un  point  M'  dans  ce  pifin  et  qui 
nécessairement  rencontre  MA.  et  que  l'autre  plan  DMB  contiendra  semblable- 
menl  lagéioiératriee  M'Â'i,  on  voit  que  les  points  de  contact  a  et  $  de  ces  plans 
tangente,  seront  fournis imwédiatemçAt  par  U  rencontre  de  MA  avec  M'B', 
et  de  MB  avec  M'A'. 

591 ..  Il  résulte  de  le  que  le  problème  en  question  sera  impassible  »  toutes 
les  ibis  que  la  droite  D  ne  rencontrera  pas  Thyperbololde.  Cependant ,  il  ne 
faut  pas  comprendre  dans  cette  exclusion ,  le  cas  oâ  cette  droite  venant  à 
ccflncider  avec  une  arête  du  cdne  asymptote ,  se  trouverait  elle-même  asymp- 
tote de  la  surface  :  alors  le  plan  tangent  demandé  serait  celui  qui  toucfhe  ce 
cône  le  long  de  la  droite  D. 

59%.  Considérons  enfin ,  le  cas  oA  le  plan  tangent  cherché  doit  être  paraU 
lèh  à  un  plan  donné  tt.  Si  la  surface  gauche  S  est  qnelconque^  il  laudra  encore 
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recourir  à  la  marche  générale  du  u"*  431  ;  mais  on  pourra  y  substituer  les  mé^ 
thodes  suivantes ,  lorsque  la  surfece  sera  du  second  degré. 

593.  Pour  un  hyperboloide  gauche,  on  cherchera  comme  au  n*  548 ,  les 
ge'nératrices  A  et  B,  A'  et  B\  qui  dans  les  deux  systèmes  ,  se  trouvent  parai* 
lèles  au  plan  n  ;  on  sait  que  les  deux  premières  seront  parallèles  entre  elles  , 
et  que  les  deux  autres  offriront  une  relation  semblable.  Alors,  le  plan  conduit 
par  les  droites  A  et  B\  ainsi  que  celui  qui  passera  par  B  et  A%  satisferont 
évidemment  au  problème,  puisqu'ils  renfermeront  chacun  deux  droites  paral- 
lèles à  77  et  qui  se  coupent.  D  ailleurs ,  les  points  de  contac^t  seront  immédiate* 
ment  fournis  par  la  rencontre  des  génératrices  A  et  B\  B  et  A'  ;  et  le  problème 
pourra  admettre  deux  solutions,  ou  une  seule,  ou  aucune,  suivant  la  discussion 
foite  au  n**  547. 

594.  Pour  un  paraboloîde  gauche ,  on  trouvera  encore  plus  facilement  par 
le  n""  565 ,  les  deux  seules  génératrices  A  et  B  qui ,  dans  les  deux  systèmes,  sont 
parallèles  au  plan  tt;  et  comme  ces  deux  droites  ne  sauraient  être  ici  parallèles 
entre  elles  (n"*  554 ,  S*»),  le  plan  conduit  suivant  ces  deux  lignes,  sera  bien  pa- 
rallèle à  TT,  et  fournira  la  solution  unique  du  problème  actuel.  Bailleurs,  le 
point  de  contact  de  ce  plan  tangent  sera  donné  immédiatement  par  la  ren* 
contre  des  génératrices  A  et  B. 

On  aurait  pu  se  contenter  de  construire  une  seule  A  de  ces  génératrices,  puis 
de  mener  par  celle-ci  un  plan  pai*allèle  à  77  ;  mais  alors  il  resterait  à  trouver  le 
point  de  contact  de  ce  plan  tangent,  en  cherchant  la  seconde  branche  de  son 
intersection  avec  le  paraboloîde ,  laquelle  serait  précisément  la  génératrice  B* 
Le  problème  peut  être  impossible  ou  indéterminé ,  selon  ce  que  nous  avons  dit 
au  n®  565. 

FiG.  118.      595.  THÉORÈME.  Dans  toute  surface  gauoheS^  les  diverses  normalesVOi , 

M'N  ,  M"N'', menées  par  tous  les  potntscTune  même  génératrice  G  ,  forment 

toujours  un  paraboloîde  hyperbolique. 

Si  Ion  désigne  par  2  la  surface  Ueude  toutes  ces  normales,  et  qu  on  lui  fosse 
faire  un  quart  de  révolution  autour  de  la  droite  G,  chaque  normale  MN  qui  est 
déjà  perpendiculaire  a  cet  axe  de  rotation ,  décrira  un  plan  et  se  rabattra  sui- 
vant une  droite  HT  qui  formera  des  angles  droits  avec  GM  et  MN  ;  par  consé- 
quent MT  se  trouvera  dans  le  plan  tangent  de  la  surface  S.  D'ailleurs ,  comme 
ce  déplacement  simultané  de  toutes  les  normales ,  altère  seulement  la  position 
de  la  surface  2 ,  et  non  sa  forme ,  il  suffira  d'examiner  quelle  est  la  surface  1' , 
produite  parles  diverses  droites  MT,  MT,  M'T' , qui  sont  tangentes  à  S  , 
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et  satisfont  en  outre  à  la  condition  d'être  toutes  perpend%ctdatre$  à  la  généra^' 
trice  G. 

Pour  cela,  je  lais  glisser  la  droite  G  sur  trois  quelconques  de  ces  tangentes, 
saToir  :  MT,  H'T',  M'V;  et  comme  ces  directrices  sont  évidemment  parallèles 
à  un  même  plan,  je  forme  ainsi  un  paraboloïde  (n**  553)  qui,  ayant  les  mêmes 
plans  tangents  que  la  surface  S  ans  points  H,  M\  M\  touchera  cette  surface 
(o*  575)  tout  le  long  de  GMM^  Or,  je  dis  que  les  autres  tangentes  M^^X'V-** 
sont  pareillement  situées  sur  ce  paraboloïde;  car,  si  je  le  coupe  par  un  plan 
perpendiculaire  à  GM  et  mené  par  le  point  M''^  on  sait  (  n'^SSl  )  que  la  section 
sera  une  droite  W*K  qui,  à  cause  du  raccordement  établi  entre  S  et  le  parabo- 
loïde, se  trouvera  contenue  dans  le  plan  tangent  de  la  surface  primitive  S,  c'estr 
à-dire  dans  le  plan  GM"T*^;  d'où  il  suit  que  les  deux  droites  M'"R  et  M""r' 
coïncideront  entièrement,  puisqu'elles  seront  runeetTautreperpendiculairesà 
GM'",  et  placées  toutes  trois  dans  un  même  plan  GM"T""  :  donc  M'"T'"  est 
bien  située  sur  le  paraboloïde  que  nous  ayons  construit  avec  les  trois  premières 
tangentes.  D'ailleurs,  comme  ce  raisonnement  s'appliquerait  à  toutes  les  autres 
tangentes  de  S,  perpendiculaires  à  la  géncfratrice  G,  il  demeure  prouvé  que  la 
surfece  2\  lieu  de  ces  tangentes,  est  un  paraboloïde  hyperbolique;  et  la  même 
conclusion  s'étend  à  la  surface  2  formée  par  les  normales  MN,  M'N',.*.,  puis- 
que celle-ci  ne  diffère  de  2'  que  par  sa  position  dans  l'espace  (*). 

Ce  théorème  remarquable  par  sa  grande  généralité,  puisqu'il  subsiste  pour 
toutes  les  surfaces  gauches,  servira  à  assigner  la  nature  des^omte  normaux  dans 
les  voûtes  où  la  dauelle  sera  gauche,  et  à  prévoir  aussi  la  forme  des  sections 
faites  dans  ces  joints  par  divers  plans. 


{*)  Cette  démoQstratioi)  fort  simple  et  purement  synthétique,  est  dae  à  H;  /.  Binêt, 
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EâPtfftpU»  dùren  Je  surfacei  gaucheê. 

F iG.  121 .  596.  Nou5  avons  dit  (  n""  520)  qu*un  conoide  était  la  surface  engendrée  par 
une  droite  mobile^  qui  s'appuie  conêtatnmeni  sur  UREDEOiis^f  itir  une  courbe  figes , 
endemeurantparallàleàunplandonné.  Ici^  nous  prendron»  ce  plan  directeur 
pour  hs  plan  horizontal  de  projection,,  et  pour  directrice»»  TeUiffie  (AZ'H^  AH) 
et  hr  verticale  (  01.',  O  );.  cette  dernière  étant  perpendiculaire  au  plaA  direc^ 
teur»  le  conoîde  sera  droit.  Les  diverses  génératrices  se  construirottt  bîeftaisé-» 
ment,  puisqu^îl  suffira  de  conduire  un  plan  horizonial  arbitraire  E'G',  ^ai 
coupera  Taxe  au  point  (0,  0'')>  et  Tellipse  auiL  poioU  {if,  B>,  (G'^  G)4  puis, 
ea  îoigpant  ces  points  »  cmx  trouvera  (0B«  0''B7  et(OGr  0''G7  pour  deux  g«« 
aëratricea  du  conoïde  ;  et  les  autres  s'obtiendront  d'une  manière  semblable. 

S97«r  II  est  certain  que  cette  surface  sera  ^fltfcAe;  car,  quelque  rapprochés 
cpie  soient  deux  points  B'  etC  prU  sur  la  directrice^  leê  g^ënéraCriees  oorres-* 
pondantes  (BO,.  B'O'')  et  (CX),  CCK")  ne  seront  poini  parattèksy  puisque  leurs 
projections  horizontales  se  coupent  en  O;  et  d'ailleurs  ces^génévatriées  ne  pour- 
ront se  couper  dans  l'espace^ attendu  qu'eltes-soat  situées  dans-des  plan»  beri'> 
zontaux  différents*  En  outre, il  £aut  observer  que  ces  droites^  prelongpéeéiad^ 
finiment ,  formeront  une  seconde  nappe  projetée  dans  l'espace  ao^piJaire  aOki 
et  que  la  verticale  (0,  O'Z')  suivant  laquelle  se  coupent  les  deux  nappes  de  la 
snrface^sera  ici  une  ligne  de  striction^  attendu  qu'elle  indiquera  Fa  direction  de 
la  plus  courte  distance  entre  deux  génératrices  quelcooqjuee^ 

598.  Le  plan  tangent  de  ce  conoide,  pour  un  point  (M,  M' )  donné  sur  une 
génératrice ,  s'obtiendra  en  appliquant  ici  la  méthode  générale  indiquée  au 
n*  580.  Je  trace  donc  la  tangente  B'T  au  point  de  l'ellipse  où  aboutit  la  géné- 
ratrice en  question  (0MB,  0''M^B'),  et  comme  l'autre  directrice  (0,  O'Z') 
est  une  droite  qui  est  elle-même  sa  propre  tangente  Je  la  conserve,  et  je  fais 
glisser  sur  cette  verticale  O  et  sur  la  tangente  B'T  ,  la  génératrice  (0MB  ^ 
O'^M'B')  toujours  horizontale  ;  par  là  j'obtiens  un  paraboloide  de  raccordement^ 
dont  une  seconde  génératrice  du  même  système  est  évidemment  la  droite  TO 
tracée  dans-le  plan  horizontal  de  projection.  Alors  je  coupe  les  deux  ge'néra* 
triées  OT  et  (OMB,  O'M'B'),  par  le  plan  vertical  MP  évidemment /Kira//^e 
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aum  dmx  dirçcirioei^  lequel  devra  donner  (n*  551)  pour  dection  dans  le  para- 
bolfiide,  une  dtaUé  au  second  syslkne  qdi  sera  (MP,  ITF  ).  CeU  posé ,  le  plan 
qai  passera  par  les  deux  dlt)ftes  (MF,  M'F)ei(MB^  AfB),  situées  l'une  e< 
raolre  sur  le  parabololde^  sera  bîetvkf  plan  langeiut  de  cfelfel  sutface  autiliaii^e , 
et  ausM  du  conoïde  proposé,  puisque  cfest  déui  surfedéis  se  rsiecordéùt  (n»576) 
toQt  le  long  de  la  ^oératriiJe  (OMÔ,  O^lll'B').  Oi*  il  êël  facile  de  Toif  que  ce 
plan  aura  pour  trace  horizontale  ladrorléPA  paraittèle'à  MB,  et  pour  trace  ter-' 
tîcale  la  droite  «B'  qui  doit  se  trouver  aussi  parallèle  à  M'F;  ainsi  PaB  est  le 
plan  taugent  du  conoïde  pour  le  point  (Ml,  Rf). 

599.  Si  Ton  voulait  avoir  le  plan  tangent  relatif  à  un  autre  point  (N,  N") 
situé  SUT  la  Même  générairic^e,  te  parabofoîde  déjà  Construit  servirait  encore  ; 
if  suftraif  de  le  couper  par  te  plan  vertical  NQ  parallèle  aux  deux  directrices , 
et  la  section  qui  serait  la  droite  (NQ,  N'Q'),  combinée  avec  la  génératrice 
(WB,  N'B7,  fournirait  fe  plan  Qgft'  pour  celui  qui  touche  fe  conoïde  en  (N ,  N'). 
On  reconnaît  ici  que  (es  divers  plans  tangents  de  cette  surface ,  le  long  de  la 
fjkaémMce  (OB,  0^B7i  ^^^  h\en  distincts  les  uns  des  autres  ,  quoiqu'ils 
etMItiétftùeiif  tous  (îette  génératrice  ;  e(  par  suite ,  leurs  traces  horizontales  sont 
tontes  parrallèles  à  OB.£nân,  si  I  on  assignait  le  point  de  contact  en  (0,  0''),  le 
plan  tangent  deviendrait  le  plan  vertical  OBB'. 

0Ofl.  Il  est  bon  d*ôbServer  que  toutes  les  droites  B'T,M'P',N'0'v-  doivent 
afiKei' rencontrer  ta  verticale  O^Z''en  un  même  point  quejappelerai  u^;  car  ce 
sont  fés  pi^jections  d'autant  de  génératrices  du  paraboloïde ,.  appartenant  au 
ii^xxmé  système,  et  qui  doivent  toutes  s'appuyer  sur  la  génératrice  du  premier 

tMàe  (OC,  (ù%  t)^ailfeurs,  comme  les  droites  M'P',  N'Q', seraient  évi- 

demmetït  les  tangentes  des  sections  faites  dans  le  conoïde  pïir  les  plans  verticaux 
MP^  NO*  •  ••  •  •  là  relation  précédente  s'accorde  bien  avec  la  nature  de  ces  courbes, 
qni  sotft  i<5i  Aei  ellipses  ayant  toutes  un  cuve  commun  (y1L\  et  qui  se  construi- 
raient aisément  en  projetaùt  sur  le  pfan  vertical,  les  points  où  chaque  plan  tel 
que  MP,  rencontre  les  diverses  drpites  OA,  OB,  OC,...  du  conoïde. 

^  2.  Conoîdé  circonscrit  à  une  sphère. 

801.  Imagfnens  unédtoite  mobile  qui,  restant  toujours  horizontale,  s  appuie  Fig.   1 25. 
SUT  une  dr(fitefiM(kBi^  A!ït)  et  sur  une  sphère  (Rî,  OTj  à  laquelle  elle  demeure 
iangenlé  >  h  sutiaccf  ainsi  décvitê  sera  encore  un  conoîde ,  dans  lequel  la  direc* 
tiite  cffrftifigtte;  sera  remplacée  par  une  surlace  que  devront  toucher  les  di- 
vreriM  génératrices,  ^vr  obtenir  ees  dernières,  on  mènera  un  plan  horizontal 
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quelconque  CS^,  qui  rencontre  la  droite  fixe  au  point  (  C,  C } ,  et  eoupe  la 
sphère  suivant  un  cercle  du  rayon  K^S';  alors ,  en  conduisant  à  la  projection 
horizontale  de  ce  cercle ,  les  deux  tangentes  CM  et  Cm^  ce  seront  deux  gënëra- 
trice  du  conoïde,  qui  seront  projetées  Terticalemeut  suivant  la  droite  unique 
Cm\  D'ailleurs,  si  Ton  projette  sur  cette  dernière  droite^  les  points  de  ooBtaei 
M  et  m  en  M' et  m;  puis ,  si  l'on  répète  des  opérations  semblables  pour  loua 
les  plans  horizontaux  qui  peuvent  couper  la  sphère  donnée^  on  obtiendra  une 
courbe  fermée 

(RLMNPQRçpim/R,  R'L'M'NT'Q'RY;>VmrR') 

pour  la  ligne  de  contact  de  la  sphère  avec  le  conoïde  circonscrit  :  celle  courbe, 
si  elle  avait  été  connue  primitivement ,  aurait  pu  remplacer  la  sphère  direc^ 
trice. 

602.  Afin  d'obtenir  plus  de  netteté  dans  notre  épure^  nous  avons  supposé  ici 
que  les  génératrices  du  conoïde  étaient  terminées  k  leurs  points  de  contact 
avec  la  sphère ,  ce  qui  laisse  visible  toute  la  partie  de  cette  surfoce ,  située  au 
delà  de  la  courbe  de  contact  par  rapport  à  la  droite  (AH,  AU'  )  ;  mais  en  deçà 
de  cette  droite ,  il  existe  une  seconde  nappe  du  conoïde ,  dont  la  partie  supé^ 
rieure  et  visible  sur  le  plan  horizontal^  se  trouve  formée  par  les  prolongements 

BX,  C[JL^  Dy,....  des  génératrices  inférieures  B/,  Cm,  Dn^ de  l'autre  nappe , 

et  réciproquement.  D'ailleurs,  pour  compléter  le  contour  apparent  du  conoïde 
sur  le  plan  horizontal,  il  faudrait  tracer  les  courbes  enveloppes  des  droites  AR, 
6/,  Cm^....  et  GR,  FQ,  £P,....;  courbes  qui  seraient  fournies  immédiatement 
par  les  intersections  successives  de  ces  génératrices,  si  en  les  multipliant  davan- 
tage, nous  n'avions  pas  craint  de  jeter  quelque  confusion  dans  l'épure. 

603.  Ici,  la  droite  (AH,  Â^H')  n'est  plus  une  ligne  de  #^rtc/ton,  comme  cela 
arrivait  dans  l'exemple  du  n"  597  ;  mais,  par  les  raisons  citées  dans  cetarticle» 
on  verra  que  la  surface  actuelle  est  encore  gauche^  aussi  bien  que  tous  les  co- 
noîdes. 

604.  Cherchons  le  plan  tangent  relatif  à  un  point  quelconque  (Y,  Y')  situé 
sur  la  génératrice  (CM,  CM')  ;  et  comme  ici  la  seconde  directrice  est  une  sur- 
face ,  et  non  une  courbe,  employons  la  méthode  du  n""  S8i.  Je  construis  donc 
d  abord ,  une  tangente  de  la  sphère  au  point  (M,  M'),  et  pour  plus  de  simpli- 
cité ,  j'adopte  la  tangente  du  méridien  qui  est  évidemment  (  RHT,  Z'M'T  )  ; 
puis ,  en  faisant  glisser  sur  cette  tangente  et  sur  la  directrice  recliligne  (  AH , 
Â'H'  ),  la  droite  (CM,  C'M')  toujours  horizontale ,  je  forme  unparaboloïdequi 
raccordera  (n^  576)  le  conoïde  tout  le  long  de  cette  génératrice:  d'ailleurs. 
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une  seconde  position  de  cette  droite  mobile  sera  ëvidemment  la  ligne  TH  si- 
tuée dans  le  plan  horizontal  de  projection.  Cela  posé  ,  je  mène  par  le 
point  (V^V)  un  pian  parallèle  aux  deux  direcUices  (AH,  AH')  et  (MT,  MT'};  ce 
plan  quia  pour  trace  horizontale  la  ligne  XY  facile  à  trouyer,  doit  donner  daos 
le  parabololde  une  section  rectiligne  (n**  551),  laquelle  est  par  conséquent  ta 
droite  (aV,  «  V)  ;  alors  cette  droite  ,  jointe  à  (CVM ,  C'V'M'),  déterminera 
un  plan  aSy^  qui  sera  tangent  au  paraboloïde,  et  aussi  au  conoïde  primitif  dans 
le  point  (V,  V). 

605.  Ce  plan  ,  quoique  tangent  au  conoïde  ,  doit  couper  celle  surface 
(n*^  512  et  583)  ;  et  Tintersection  totale  se  composera  de  la  droite  (CVM^ 
C'Y'M')  et  d  une  courbe  passant  par  le  point  (V,  V)  laquelle  s'obtiendra  aisé- 
ment en  cherchant  les  points  de  rencontre  du  planai/  avec  les  diverses  géné- 
ratrices du  cono'ide  que  nous  avons  construites. 

§  3.  £e  Biais  paasé^  dit  :  Corne  de  vache» 

606.  Cette  surface,  employée  quelquefois  à  voûter  un  passage  biais  compris  Fui.  12*2. 
eotredeux  plans  verticaux  parallèles  AC  et  BD,  a  pour  génératrice  une  droite 
mobile  qui  s  appuie  constamment,  U  sur  le  cercle  vertical  (AZ'B,  AB);  1^  sur 
un  second  cercle  (CZ^D%  CD)  égal  et  parallèle  au  premier;  3*"  sur  une  droite 
O'OO"' perpendiculaire  aux  deux  cercles  précédents,  et  menée  par  le  centre  O 
du  parallélogramme  ABDC.  Pour  construire  les  diverses  positions  de  la  gêné» 
ratrice  mobile,  on  mènera  par  la  droite  00'  un  plan  quelconque  OOX  ;  il 
coupera  les  deux  cercles  aux  points  (K.\  K),  {L\  L),  et  en  les  joignant  par  une 
droite  (KL,  KX'),  ce  sera  une  génératrice  de  la  surface  en  question.  De  méme^ 
(M'N'O^,  MNO'O  sera  une  autre  position  de  la  droite  mobile,  et  quand  celle 
ligne  viendra  passer  par  les  deux  points  des  circonférences  qui  sont  projetés 
en  Z\  elle  se  trouvera  horizontale,  et  ne  rencontrera  plus  la  directrice  00^ 
qu'à  l'infini.  Au  delà  de  cette  position ,  la  génératrice  mobile  s'inclinera  en 
sens  contraire,  et  ira  couper  la  directrice  00'  derrière  le  plan  vertical  (*). 


{*)  Il  y  norait,  à  la  vérité,  un  autre  moyen  de  faire  remplir  à  la  droite  mobile  la  coDdition  de 
s'appuyer  coDstararaent  sur  les  trois  directrices  assignées.  Car,  si  cette  droite  passant  toujours 
par  le  point  ûxeO^  glissait  sur  le  demi-cercle  «upérteur  (  AZ'B,  ÂB)^  elle  rencontrerait  néces- 
sairement aussi  la  moitié  inférieure  du  second  cercle,  et  réciproquement;  de  sorte  que  la  sur- 
face ainsi  pr^idoite  serait  un  cône  du  second  degré.  Mais,  comme  on  aperçoit  bien  que  la  po- 
sition de  cette  surface  n*est  point  propre  à  former  une  Toûte  qui  recouvre  l'espace  ACD6  , 
nous  négligeons  ioi  ce  mode  de  génération. 
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607.  La  surlace  amsi  produite  est  gaïuohé^  piiiscpie  deu:(  fjpéoératrieM  qud^ 
conques  jse  trouvant  dans  des  plaoB  open^s  suivMt  DOS  oe  pourraient  »  cou«* 
per  que  sur  cette  droite;  or  elles  vont  la  rencontrer  en  des  points  différwt^^ 
comme  on  le  voit  par  las  projectiom  horûonUdeB  BD,  JCL^  MN,.«.  D'ailleurs , 
ces  diverses  projectiooii  formeront  par  leurs  interstections  successive,  une 
courbe  enveloppe  de  toutes  ces  droites,  et  qui  sena  le  eontour  apparent  de  la 
surfece  sur  le  plan  hoHbsontaL  Qu^nl  à  la  nature  de  celte  courbe,  et  à  Téqua*- 
tionde  la  surface  elle-même,  on  pourra  consulter  Tilna/y^e  appliquée  à  hg^o^ 
métrie.dei  trois  dimenH(m$^  chapitre  XY. 

608.  Construisons  le  plan  tangent  de  cette  surface  gauche,  pour  le  point 
(G,  G')  donné  sur  la  génératrice  (MN(y' ,  M'N'O');  et  pour  cela,  formons  d'a- 
bord un  paraboloïde  auxiliaire  ayant  pour  directrices  trois  tangentes  de  la  sur- 
face qui  soieniparallèles  àun  même  plan  (n®  579).  Deux  de  ces  directrices  se- 
ront les  tangentes  M'T'  et  (WV'^  NV)  ;  la  troisième  doit  être  une  droite 
parallèle  au  plan  vertical,  et  menée  par  le  point  0''  dans  le  plan  qui  touche  la 
surfoce  en  ce  point.  Or  ce  plan  tangent  devant  contenir  la  droite  0''0'  et  la 
génératrice  (MNO',  M'N'0%  est  prédsémeiit  le  plan  (yVM\  et  par  suite,  la 
troisième  directrice  du  parabotoSde  auxiliaire  eat  {Cfx/}'M^. 

Cela  posé,  je  fais  glisser  sur  ces  trois  directrices  la  droite  mobile  (MNO"", 
M'N'O),  et  je  cherche  la  position  qu'elle  prend  ,  lorsqu'elle  arrive  au  point 
(V,  V),  par  exemple.  Pour  cela^  je  conduis  par  ce  point  et  par  la  directrice 
O'V?  O'W),  un  plan  dont  la  trace  horizontale  est  évidemment  (y'Va,  et  la 
trace  verticale  une  droite  aff  parallèle  à  O'M^;  puis,^comme  ce  plan  rencontre 
la  première  directrice  M'T'  au  point  (ff'^  ff),  j'en  conclus  que  (CVy,  ff'V'y)  est 
une  seconde  position  de  la  génératrice  (MNO",  M^'N'O')  du  paraboloîde  auii- 
liaire.  Maintenant,  je  coupe  ces  deux  lignes  par  le  plan  vertical  GH  parallèle 
aux  trois  directrices,  et  la  droite  (GH,G'H')est  une  génératrice  (n*  551) 
appartenant  au  second  mode  de  génération  du  paraboloîde;  par  conséquent, 
le  plan  qui  passera  par  les  droites  (GH  ,  G'H')  et  MNO^,  (M'N'O') ,  savoir 
(y'Pll',sera  bien  lé  plan  tangent  du  paraboloîde,  et  aussi  delà  surface  gauche 
proposée,  pour  le  point  en  question  (G,  G'),  On  observera  que  la  trace  FM' 
doit  se  trouver  précisément  parallèle  ^  la  projection  verticale  G'H^  d'une  des 
droites  que  contient  ce  plan. 

609.  De  là  on  conclura  aisément  la  normale  de  la  surface  gauche  au  point 
(G,  GO;  et  en  construisant  de  même  les  autres  normales  pour  divers  points 
de  la  portion  (M'N%  MN)  de  la  génératrice ,  on  obtiendrait  un  paraboloîde 
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hyperbolique  (p9  595) ,  qui  serait  propre  à  former  le  joint  normal  de  celte  pe- 
tite Toûte. 

§  4.  Des  hélicoifieê  gauches, 

610.  Après  avoir  construit  une   hélice  à  base  circulaire  (ABCD ,  Fie.  124. 

A'B'CD'H'A"H"),  imaginons  une  droite  mobile  (AO,  AV)  qui  glisse  sur  cette  hè^ 
liceetsur  sonaœe  (0,  0'Z%  en  formant  d'ailleurs  un  angle  constantavec  cet  aote: 

nous  produirons  ainsi  un  hélicoide  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  rhélicoide 
développahle  déjà  considéré  au  n^  456  ;  car  celui  dont  il  est  ici  question  est 
gauche^  comme  nous  allons  le  démontrer,  après  avoir  appris  à  construire  les 
diverses  positions  de  sa  génératrice. 

61 1.  Pour  obtenir  celle  qui  passera  par  le  point  quelconque  (F,  F')  de  Thé- 
lice,  prenons  sur  l'axe  vertical  un  intervalle  a'f  égal  à  la  différence  de  niveau 
des  points  (F,.  F')  et  (A,  A'),  et  la  droite  (F'/^,  FO)  sera  la  génératrice  deman- 
dée; car  ell^  formera  avec  Taxe  et  le  rayon  du  cylindre  qui  aboutirait  au  point 
(F,  F'),  un  triangle  rectangle  évidemment  égala  AVO';  de  sorte  que  les  an- 
gles aux  sommets  de  ces  deux  triangles,  seront  bien  les  mêmes,  comme  Texige 
la  loi  de  mouvement  citée  plus  haut.  Mais,  pour  rendre  cette  ope'ration  plus  « 
uniforme  et  plus  simple,  on  observera  que  le  tracé  de  l'hélice  primitive  a  déjà 

conduit  (n*  451)  à  diviser  la  circonfe'rence  ABCH ellepasàe  rhélice  A' A", 

en  un  même  nombre  de  parties  égales  ,  ici  quatorze;  par  conséquent,  si  l'on 
commence  par  marquer  sur  Taxe  vertical ,  à  partir  du  point  a\  des  intervalles 
a'A',  l/c\  c'd\  d*e\  e'f , . . . .  tous  égaux  aux  divisions  du  pas  de  l'hélice,  il  n'y  aura 
plus  qu'àjoindre  par  des  droites,  les  points  correspondants  B'  et  6%  CI  et  d  ,  D' 

et  {f, pour  obtenir  les  projections  verticales  B'6',  Ce  ,  D'rf',....  des  diverses 

génératrices  projetées  horizontalement  sur  les  rayons  BO,  CO,  DO,.... 

612.  D'après  cette  construction,  il  est  évident  que  deux  génératrices,  quel- 
que rapprochées  qu'elles  soient,  ne  se  trouveront  jamais  dans  un  même  plan  ; 
puisque  leurs  projections  horizontales  se  couperont  toujours  en  O,  et  que  les 
points  situés  sur  la  verticale  O  ,  y  seront  placés  à  des  hauteurs  différentes  : 
donc  cet  hélicoide  est  une  surface  gauche. 

613.  Puisque  les  divers  triangles  rectangles,  formés  par  chaque  génératrice 
avec  l'axe  et  le  rayon  du  cylindre  qui  aboutit  au  point  correspondant  de  Thé- 
lice  ,  sont  (n"*  61 1  )  tous  égaux  à  MaO\  il  s'ensuit  que  la  portion  de  la  droite 
mobile  ,  comprise  entre  l'axe  et  l'hélice  directrice,  conserve  toujours  la  même 
longueur  ;  par  conséquent  on  peut  aussi  regarder  rhélicoide  gauche  qui  nous 
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occupe  ,  comme  engendré  par  par  une  droite  de  longueur  constante  (AO,  k'a') 
qui  glisse  sur  une  hélice  à  base  circulaire  et  sur  son  axe. 

614.  Dans  ce  mouvement,  où  la  longueur  de  la  génératrice  et  son  inclinai- 
son sur  l'axe  demeurent  invariables ,  il  est  évident  qu'un  point  quelconque 
(a,  af)  de  cette  droite  mobile,  reste  à  une  distance  constante  aO  de  l'axe  ver- 
tical (  0,  O'Z' } ,  c'est-à-dire  que  ce  point  se  meut  sur  le  cylindre  droit  qui  a 
pour  base  le  cercle  a^/ En  outre,  comme  les  deux  extrémités  de  la  généra- 
trice s'élèvent,  à  la  fois,  d'une  quantité  égale  a'jb^  ou  aV,  owad\.,.^  il  en  sera 
de  même  du  point  (a,  a) ,  dont  les  ordonnées  verticales  comptées  à  partir  du 
plan  horizontal  a!  a>',  seront  toujours  égales  aux  ordonnées  du  point  (À,  A')  au- 
dessus  du  plan  A'O'.  Or  celles-ci  sont ,  par  la  nature  de  l'hélice  que  parcourt  le 
point  (A,  A'),  proportionnelles  aux  arcs  AB,  AC,  AD,i....ou  bien  aux  arcs 

o£^  ocy^oàf ;  donc  aussi  ces  derniers  sont  proportionnels  aux  ordonnées 

des  positions  qu'occupe  le  point  (a,  a)  au-dessus  du  plan  horizontal  au' , 

lorsqu'il  se  projette  successivement  en  C^y^  c^, ;  par  conséquent  (n*"  446) 

la  courbe 

(  a&yiù .la'&y'i'^U'aSYr  ) 

décrite  par  un  point  quelconque  (a,  a)  de  la  génératrice,  pendant  son  mouvement, 
est  une  hélice  de  même  pas  que  Fhélice  primitive ,  mais  tracée  sur  un  cylindre 
concentrique  au  premier. 

Pour  construire  cette  hélice,  il  suffirait ,  après  avoir  décrit  le  cercle  du  rayoa 
Oa,  de  projeter  les  points  6^  /,  â^....  en  &  ^y\  i'  ,••••  sur  les  génératrices  déjà 
tracées  ;  mais,  afin  d'éviter  la  rencontre  de  lignes  très-obliques ,  il  vaudra  mieux 
couper  ces  génératrices  .par  des  horizontales  élevées  au-dessus  de  aui  ,  de 
1,  2,  3, fois  l'intervalle  àb\ 

615.  D'après  cette  propriété,  on  pourrait  aussi  définir  l'héticoïde  gauche  , 
commeengendré  par  une  droitequi  glisse  constamment  sur  deux  hélices  concen- 
triques, de  rayons  inégaux,  mais  de  même  pas,  et  sur  taxe  commun  de  ces  deuw 
courbes.  Par  là,  on  assignerait  trois  directrices  à  la  surface,  et  les  autres  condi- 
tions énoncées  aux  u^  610  et  613  se  trouveraient  remplies  d  elles-mêmes. 

6 1 6 .  Il  est  évident  que  l'hélicoïde  gauche  admet  encore  une  nappe  supérieure ^ 
laquelle  serait  engendrée  par  le  prolongement  a  U^  de  la  droite  {aA\  OA)  qui 
a  déjà  décrit  la  nappe  inférieure.  Cette  dernière  est  la  seule  que  nous  ayons 
voulu  représenter  ici ,  afin  d  en  laisser  voir  plus  distinctement  la  forme  ; 
toutefois ,  nous  ferons  observerquenon-seulement  les  deux  nappes  auraient  de 
commun  la  droite  (0, 0'Z'} ,  mais  qu'elles  se  couperaient  encore  suivant  une  ou 
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plusiewrs hiliceê  de  mémepas  que  thélice  (ABCD.... ,  A'B'C'D^.•.).  En  effet ,  si 
l'on  compare  deux  positions  de  la  génératrice  qui  soient  situées  dans  le  même 
méridieu  ,  telles  que  (ÂO,  AVUO  et  (OH  ,  A'H'},on  Toit  qu'elles  se  coupent 
en  un  pointu'  commun  aux  deux  nappes,  et  qui  restera  constamment  sur  lune 
et  ftur  l'autre,  lorsqu'il  sera  entraîné  par  le  mouyement  simultané  de  ces  deux 
droites  autour  de  Taxe.  Or  nous  ayons  démontré  (n""  614)  que  dans  ce  mouye- 
ment ,  un  point  quelconque  «ou  ti'dé  la  génératrice  décriyait  une  hélice  con- 
centrique ayec  (ABCD....  ,  A'B'CD'....)  et  de  même  pas  que  celle-ci  :  donc  , 
c'est  bien  une  telle  courbe  qui  formera  l'intersection  des  deux  nappes  de  Tbé- 
licoîde;  et  il  existerait  d'autres  sections  analogues,  si  l'on  prolongeait  les  géné- 
ratrices assez  loinpourque  A  VU' rencontrât  A"H",  A'"H'",.—  «n  des  points  ti" , 
u" ,....  qui  décriraient  encore  des  hélices  communes  aux  deux  nappes. 

617.  Représentation  graphique  de  la  êurface.  Elle  est  donnée  par  l'ensemble  Fig.    124, 
des  génératrices  successiyesque  nous  ayons  construites  ;  et  si  l'on  restreint  l'hé- 
licoideà  sa  nappe  inférieure ,  et  que  Ton  termine  les  génératrices  aux  points 

où  elles  s'appuient  sur  l'hélice  directrice  (A.BCD ,  A'B'CD'....) ,  le  contour 

apparent  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal  se  réduira  au  cercle  ABCHLA. 

Quant  au  plan  yertical  de  projection ,  le  contour  apparent  se  composera 
d'abord  des  portions  A'B'C'D'G'H'L'  et  FQ'A'B X "F  'H"L"  de  l'hélice  di- 
rectrice  ;  puis,  de  diverses  courbes  symétriques  X'Y'B',  a?  y'L',  X'^^B",...  qui 
seront  \e^  enveloppes  des  projections  verticales  des  génératrices.  En  effet,  les 
droites  k'a\  B'i' ,  CV,  D'd\  formant  avec  l'axe  O'Z'  des  angles  qui  vont  tou- 
jours en  diminuant,  produiront  par  leurs  intersections  successives  un  polygone 
dont  la  convexité  sera  tournée  vers  Taxe  ;  et  si  Ton  conçoit  ces  génératrices 
multipliées  indéfiniment,  ce  polygone  deviendra  une  courbe  XT'B'  tangente  à 
chacune  de  ces  droites ,  et  qui  aura  i^ouv asymptote  la  génératrice  particulière 
a' A'  dont  l'inclinaison  sur  l'axe  est  maximum  en  projection  verticale.  Cette 
courbe  touchera  aussi  l'axe  O'Z',  qui  est  lui-cnême  la  projection  d'une  généra- 
trice de  la  surface ,  en  un  certain  point  X'  situé  entre  d' et  e  ;  puis,  elle  conti- 
Duerait  à  avoir  pour  tangentes  les  prolongements  des  génératrices  EV  ,  Y'P  , 
Gy ,  H'A' ,  dont  la  dernière  serait  une  nouvelle  asymptote.  Mais ,  comme  ici  la 
Dappe  supérieure  de  l'hélicoïde  n'existe  pas ,  la  courbe  enveloppe  des  généra«> 
trices  se  réduira  à  la  partie  comprise  depuis  le  point  X^)  jusqu'au  point  (situé 
vers  B')  où  la  génératrice  de  l'hélicoïde  se  trouve ,  en  projection  verticale  , 
tangente  à  la  sinusoïde  A'B^CD';  seulement,  dans  cette  dernière  partie  ,  l<i 
courbe  enveloppe  se  confondra  sensiblement  avec  la  droite  B'6\ 

De  même,  la  branche  aiy'V  du  contour  apparent,  se  tracera  en  la  rendant 
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tangente  à  Taxe  entre  les  points  rip'  ,  et  tangente  aussi  aux  génératrice  n'N' , 
m'M' ,  TL' ,  jusqu'à  ce  qu'elle  touche  la  sinusoïde  HX'M'  ;  et  si  l'on  devait  la 
prolonger  plus  loin ,  elle  aurait  pour  atymptote  la  génératrice  KIBl.  Enfin ,  on 
opérera  semblablement  pour  les  autres  branches  X"Y"B",  a?"y"L"  (*). 

61 8«  Sections  remarquables.  Si  l'on  coupe  Thélicoïde  gauche  par  un  plan 
mené  suivant  l'axe  (0 ,  0'Z%  on  aura  évidemment  pouh  section  des  lignes 
droites ,  qui  seront  autant  de  positions  diverses  de  la  génératrice  ;  et  si  Ton 
employait,  pour  couper  la  surface  ,  un  cylindre  vertical  aSyàh:  concentrique 
avec  l'hélice  directrice,  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  prouvé  au  n'*614  , 

que    la    section  serait   une   autre  hélice  a^'yi^Yi:  de  même  pas  que 

A'B'CD'L'P'. 

619.  Maintenant ,  coupons  l'hélicoïde  par  un  plan  horizontal  quelconque 
G"a".  Il  suffira  de  projeter  sur  le  plan  horizontal,  les  points  G",  W"^  e'',S",.-- 
où  le  plan  sécant  rencontre  les  projections  verticales  des  génératrices  de 
la  surface ,  et  Ton  obtiendra  la  spirale  OlKSeWG....  qui  s'étendrait  indé- 
finiment, si  l'on  prolongeait  assez  loin  les  génératrices  suivantes  h'^B!\  t'U',.,. 
D'ailleurs,  si  la  nappe  supérieure  (n**  616)  formée  par  le  prolongement  des 
droites  RV,   Q^v***   existait  ici,   elle  serait   coupée  par  le  même  plan 

C/'a'\  suivant  une  autre  branche  Oihi appartenant  à  la  même  spirale, 

et  ces  deux  branches  auraient  pour  tangente  commune  le  diamètre  AOH  ; 
car  les  rayons  OKG  ,  OIB ,  sont  des  sécantes  ,  dont  les  deux  points  de  sec- 
tion avec  la  spirale  se  réunissent  en  un  seul  0  ,  quand  on  arrive  à  la  posi- 
tion OÂ. 

620.  La  section  que  nous  venons  d'obtenir  est  tine  spirale  d'Archimède.  Eu 
effet,  d'après  la  manière  dont  nous  avons  construit  (n**  611}  les  génératrices  de 
l'hélicoïde,  chacune  de  ces  droites  a  pour  différence  de  niveau  entre  ses  deux 
extrémités  ,  un  intervalle  constant  égal  à  OV  qui  comprend  ici  six  divi* 


(*)  Nous  conseillons  ici  de  tracer  les  courbes  X^Y'B^ ,  jr^y^L' , en  les  rendant  simple- 
ment tangentes  à  la  sinusoïde  et  aux  projections  des  génératrices,  parce  que  ce  procédé  of- 
finra  toute  la  précision  graphique  que  Ton  peut  désirer,  en  multipliant  suffisamment  les  gé- 
nératrices qui  sont  très-faciles  à  construire.  Cependant,  si  Ton  voulait  déterminer  Us  poinU 
de  contact  de  celte  courbe,  il  n'y  aurait  qu'à  mener  par  chaque  génératrice  un  plan  perpen- 
diculoireou  plan  vertical;  puis,  chercher  le  point  oh  ce  plan  serait  tangent  à  VhéUcoide,  en  em- 
ployant la  méthode  que  nous  exposerons  au  no  627;  alors,  la  suite  de  tous  ces  points  de  con- 
tact appartiendrait  rigoureusement  au  contour  apparent  X'Y'B'  de  la  surfoce  ;  mais*  cette 
marche  serait  très-laborieuse. 
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sioDS  du  pas  derhélice;  puis,  comme  les  points  F'\  E'^  D^V**  ^ont  au-dessous 
du  plan  G" a"  de  1 ,  2 ,  3,....  de  ces  divisions ,  il  en  résulte  éyidemment  que, 
dans  l'espace,  on  a 

rw  =  i  F/s    E"e"=îE''e",    D"S"  =  I DV', 

Or  les  projections  horizontales  de  ces  droites  devant  être  divisées  dans  le  même 
rapport,  on  aura  aussi 

FW  =  iFO,    Ee=|EO,    DS=iDO, 

ou  bien 

OI-ïOB,    OK==fOC,     OS  =  fOD, 

D'après  cela,  on  voit  que  pour  un  point  quelconque  W  de  la  spirale,  on  aurait 
ia  relation  générale 


OW_AF  £_  u 


en  appelant  p  le  rayon  vecteur  de  ce  point,  u  Tangle  correspondant  mesuré 
dans  le  cercle  qui  a  pour  rayon  l'unité,  et  R  le  rayon  donné  OA.  Ainsi,  puis- 
que Véquation  précédente  prouve  que  ^o  et  w  croissent  proportionnellement, 
la  courbe  est  bient^ne  spirale  cTArchimède;  mais  pour  y  introduire,  suivant 
l'usage,  le  rayon  vecteur  constant  R'qui  correspond  à  la  première  révolution 
totale,  il  n'y  aura  qu'à  prendre 


»'   u 


K  =^  R,     et  il  viendra    jo  =  R'  ^ 

La  fraction  ~-  exprime  ici  le  rapport  du  pas  de  l'hélice  A^A'^  avec  la  hauteur 
OV,  que  nous  nous  sommes  donnée  arbitrairement,  pour  fixer  la  première  gé- 
neVatrice  de  l'hélicoïde  gauche. 

621  •  Du  plan  tangent  pour  un  point  donné  sur  une  génératrice  quelcon- 
que (DO,  D'd'y  Supposons  d'abord  que  le  point  assigné  soit  (D  ,  D')  situé  Fi€.  124. 
sur  l'hélice  directrice  :  alors ,  en  tirant  la  droite  DT  égale  à  l'arc  DA ,  et 
perpendiculaire  sur  DO ,  on  sait  (  n9  449  )  que  le  point  (  T,  T  )  sera  le 
pied  de  la  tangente  à  l'hélice  ;  par  conséquent  le  plan  tangent  relatif  au 
point  (D,  D')  se  trouvera  déterminé  par  l'ensemble  des  deux  droites  (DO  , 
lyrf')  et  (DT,  D'T'),  et  ce  plan  aura  évidemment  pour  trace  horizon- 
tale VT. 

Maintenant ,  soit  ((^,  ^)  un  point  quelconque  de  la  même  génératrice. 
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Oa  sait  (  Q''  614 )  que  par  ce  point  ^  il  passe  une  hélice  dont  la  naissance  («^  a') 
se  détermine  en  décrivant  Tare  dix,  et  projetant  <x  en  a  sur  la  génératrice  A'a . 
D'ailleurs,  sans  tracer  cette  courbe,  sa  tangente  est  facile  à  construire  ; 
car,  si  après  ayoir  mené  la  droite  TO,  on  tire  99  parallèle  à  DT  ,  il  est 
évident  qu'on  aura  c^  =  d'à  ;  donc,  en  projetant  den  6'  sur  Içplan  de  naissmice 
oC(ù\  on  obtiendra  le  pied(ô,  Q')  de  la  tangente  cherchée  qui  sera  {iQ^d'&). 
Cela  posé,  le  plan  tangent  au  point  ((^,  3^)  de  Thélicoïde  ,  devant  contenir 
cette  tangente  ainsi  que  la  génératrice  (cM) ,  S^d')  qui  vient  percer  le  plan 
horizontal 6)V  au  point  (I,  l'),  il  aura  évidemment  pour  trace,  sur  ce  plan 
de  naissance,  la  droite  |9;  et  sur  le  plan  horizontal  primitif,  sa  trace  sera  V^ 
parallèle  U^O. 

On  opérerait  semblablement  pour  un  nouveau  point  (^,  (|/')  de  la  géné- 
ratrice (  DO,  D'rf'),  en  employant  toujours  le  triangle  rectangle  TOD,  dans  le- 
quel on  tracerait  parallèlement  à  DT,  la  droite  ^^  qui  fournirait  le  pied  (C ,  0 
de  la  iangenteà  l'hélice  passant  par  le  point  (^,  ^'). 

622.  Il  importe  ici  de  remarquer  que,  pot/r  tous  hs  points  cFune  même  gêné- 
rcUrice  (DO,  D'rf'),  les  triangles  rectangles  TDV,  ff<J-f  ,.•  .  auront  des  bases  égales 
DV=cJ|=  ....  En  effet,  la  hauteur  du  point  (D,D')  au-dessus  de  (A,  A'), 
est  évidemment  la  même  que  celle  du  point  {i^i)  au-dessus  de  (a,  a);  par 
conséquent  les  portions  D'Y'  et  d^^  de  la  génératrice  sont  égales,  et  il  doit  y 
avoir  aussi  égalité  entre  leurs  projections  horizontales  DV  et  ^|.  Hais  l'angle 
à  la  base,  Y  ou  ^,  de  ces  triangles ^st  variable;  tandis  qu'il  serait  constant  et 
la  base  variable^  pour  les  divers  points  d'une  même  hélice,  attendu  qu'en  pas- 
sant du  point  D aux  points  C,  B,....,  les  côtés  DY  et  DT  varient  dans  le  même 
rapport. 

II  résulte  de  là  que  les  plans  qui  touchent  l'hélicoïde  dans  les  divers  points 
d'une  même  hélice,  sont  également  inclinés  sur  le  plan  horizontal. 

623.  Observons  encore  que^  pour  tous  les  points  d'une  même  génératrice 
(  DO,  D'd')^les  pieds  des  tangentes  aux  hélices ,  sont  tous  situés  sur  la  droite  (JO^ 
Pa^),  ce  qui  permettrait  d'obtenir  la  projection  verticale  6^  sans  recourir  (n^  62 1  ) 
au  plan  de  naissance  aV.  En  effet,  les  hauteurs  des  deiix  points  (O ,  a')  et 
(9^&)  au-dessus  du  plan  horizontal  primitif,  fournissent  évidemment  les  rap- 
ports égaux 

OV  _  AV  _  AO  _  DO  _  TO. 
57  ~  î%?  "^  A«  ~  W  —  ^' 


or,  Tégalité  entre  la  première  et  la  dernière  de  ces  fractions,  indique  que  les 
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ordonnées  verticales  des  points  (O,  à)  et  {6  ^6f)  sont  proportionnelles  à  leurs 
abscisses  comptées  du  point  (  T,  T')  ;  donc  ces  trois  points  se  trouyent  en  ligne 
droite. 

624.  Ilsuit  de  là  que  les  tangentes  (DT,D'r)  ,  ((W,(J'Ô'),  (^,ft') ,  .-  aux 
hélices  décrites  par  les  diyers  points  de  la  génératrice  (DO,  lïd') ,  s'appuient  . 
toutes  sur  les  deux  droites  fixes  (TO,  TV)  et  (DO,  li'd')\  et  d'ailleurs  ^  comme 
ces  tangentes  sont  évidemment  parallèles  à  un  même  plan  vertical  DT  ,  il  en 
résulte  (n°  549)  qu'elles  forment ,  par  leur  ensemble ,  un  paraboMde  hyper- 
bdviue  qui  touche  la  surface  de  Thélicoïde  tout  le  long  de  la  génératrice 
(DO,  Yïd). 

625.  C'est  à  €e  résultat  que  nous  serions  parvenus  si,  d'après  la  méthode  gé- 
nérale du  n""  577 ,  nous  avions  voulu  former  Vhyperholoide  de  raccordement 
le  long  de  la  droite  (DO,  D'cT).  Car^  en  définissant  Thélicoïde  comme  au  n''  615  , 
par  le  moyen  des  trois  directrices  (ABCD....,  A'B'CD'....  ),  (aëyi....^a&yi\...\ 
(Oy  (ÏZ') ,  cet  hyperboloïde  aurait  eu  lui-même  pour  directrices  les  droites 
(DT ,  DT)  ,  {de.i'ff)  ,  (O,  O'Z)  ;  et  puisqu'elles  sont  évidemment  toules 
trois  parallèles  à  un  même  plan  vertical ,  cette  dernière  surface  dégénère 
(no553)  en  un  paraboloïde  hyperbolique,  qui  est  celui  dont  nous  avons 
parlé  tout  à  Theure. 

6^.  Ce  paraboloïde  a  pour  plan  directeur  du  premier  système  de  géné- 
ratrices ,  le  plan  vertical  DT  ;  quant  au  second  système  ,  le  plan  directeur 
devrait  passer  par  (TO  ,  Ta')  et  par  une  parallèle  à  (DO,  jyd').  Or,  si  Ton 
fait  partir  cette  parallèle  du  point  (0,  a^)  ,  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  ira 
percer  le  plan  horizontal  en  D  ;  de  sorte  que  TD  sera  encore  la  trace  horizon- 
tale du  second  plan  directeur,  et  il  sera  incliné  d^une  quantité  angulaire  égale 
à  a'k'0\  ce  qui  achève  de  fixer  sa  direction.  On  voit  ainsi  que  les  deux  plans 
directeurs  sont  à  la  fois  perpendiculaires  au  plan  vertical  OD  qui  contient  la 
génératrice  de  l'hélicoide  ;  d'où  Ton  peut  conclure  que  Faxe  du  paraboloïde 
(  n""  572  )  est  horizontal  et  parallèle  d  DT. 

Pour  toute  autre  génératrice  que  (  DO,  D'd^)^  il  est  évident  que  le  paraboloïde 
de  raccordement  demeurerait  constant  de  forme ,  et  prendrait  seulement  une 
position  analogue  par  rapport  à  la  nouvelle  génératrice. 

627.  Trouver  le  point  de  contact'  de  rhélicoide  gauche,  avec  un  plan  donné  Fis.    124. 
quipassepar  une  génératrice  connue*  Ce  problème  qui  serait  utile  dans  laPer- 
ipective  et  les  Ombres^  pour  trouver  la  courbe  de  contact  de  Thélicoïde  avec 
un  cône  ou  un  cylindre  circonscrit  à  cette  surface  ,  pourrait  se  résoudre 
coaime  on  l'a  indiqué  n"^  585  et  587  ;  ou  plus  simplement  »  par  les  procédés 
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des  n?*  586  et  588 ,  si  Ton  commençait  par  substituera  rhélicoïde  le  parabo- 
loïde  de  raccordement  le  long  de  chaque  génératrice.  Mais  les  opérations  gra- 
phiques sont  encore  très-laborieuses,  et  nous  allons  donner  une  méthode  beau- 
coup plus  courte  ,  fondée  sur  la  remarque  du  n"*  622  {*). 

Soit  y^  la  trace  horizontale  du  plan  donné  qui  passe  par  la  géneVatrice  (  DO, 
D'à)  ;  après  avoir  construit  le  triangle  rectangle  TDO  qui  détermine  la  tan- 
gente de  rhélice  au  point  (D,  D'}  de  la  génératrice  proposée  ^  menez  par  le 
point  t  une  parallèle  t9  à  DO,  puis  une  perpendiculaire  6i\  cette  dernière  fera 
connaître  le  point  {^,  i^)  où  le  plan  donné  touche  rhélicoïde.  En  effet ,  pour 
construire  le  plan  tangent  relatif  à  ce  point  (^^  ^'),  il  faudrait  {n9^  621  et 
622)  tirer  dans  le  triangle  ODT  ,  la  droite  dQ  perpendiculaire  sur  dO ,  puis 
prendre  d^  égale  à  DY ,  et  la  ligne  6^  serait  la  trace  de  ce  plan  tangent  sur  le 
plan  de  naissance  aV  de  Thélice  passant  par  (d,  (^).  Or  il  est  évident  que,  d'a- 
près les  constructions  employées  ci-dessus ,  la  ligne  6^  se  trouvera  parallèle  à 
V^;  ainsi,  le  plan  donné  et  le  plan  tangent  pour  le  point  (<^,  ^') ,  auront  leurs 
tiaces  horizontales  parallèles;  et  comme  ils  passent  tous  les  deux  par  la  droite 
(ODV,  rf'D'V) ,  ils  coïncideront  certainement  l'un  avec  Tautre. 

628.  HÉLIGOIDE  à  plan  directeur.  La  définition  générale  du  n*"  610  sup- 
pose que  la  droite  mobile  glisse  sur  une  hélice  et  sur  son  axe,  en  formant  avec  ce 
dernier  un  angle  constant,  mais  quelconque  :  lorsque  cet  angle  est  droit ^  toutes 
les  positions  de  la  génératrice  se  trouvent  évidemment^ara//è/e^  au  plan  hori^ 
zontal  qui  devient  ainsi  un  plan  directeur  de  la  surface  ;  et  celle-ci ,  toujours 
gauche ,  rentre  alors  dans  le  genre  desconoïdes  droits  (n*  520).  Il  est  facile  de 
voir  comment  toutes  les  propriétés  reconnues  dans  l'hélicoïde  gauche  général, 
se  reproduiront  avec  des  simplifications  remarquables ,  dans  Thélicoïde  parti- 
culier qui  nous  occupe  ;  c'est  pourquoi  nous  nous  contenterons  d'indiquer  la 
forme  de  ce  dernier,  en  employant  un  seul  plan  de  projection ,  comme  dans  la 
FiG .     1 26.  /iV/ .  1 26  qui  doit  nous  servir  plus  tard  à  représenter  une  vis.  Ou -^  aperçoit  Thé- 

lice  directrice  ÂBCDE....,  et  les  diverses  positions  AO,  Bl ,  C2, de  ladrpite 

mobile  ;  puis ,  on  démontrera  plus  facilement  encore  qu'au  n"*  614 ,  que  tout 
|)oint  a  de  la  génératrice  ,  décrit  une  hélice  aSyie...  concentrique  avec  la  pre^ 
mière ,  et  qui  a  le  même  pas  et  le  même  plan  de  naissance  que  celle-là. 


{*)  Cetle  méthode  a  été  indiquée  dans  le  Tlrui^é  de$  surfaces  réglésê  par  M.  Gaacheau ,  an- 
cien  élève  de  TÉcole  Polytechniciue. 
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629.  Quant  au  plan  tangient  de  cet  hélicoïde,  pour  un  point  assigné  sur  une 
{[énéralnce,  il  se  construira  aussi  en  cherchant  ^  comme  au  n*  621,  le  pied  de 
la  tangente  à  l'hélice  qui  passera  par  le  point  donné  ^  et  ce  pied  se  déterminera 
encore  au  moyen  du  triangle  rectangle  ODT  de  la  fig^  124  :  mais,  dans  le  cas  ac- 
tuel, les  traces  horizontales  des  divers  plans  tangents  le  long  de  la  génératrice 

OD,  partiront  des  points  T,  &^  Ç, et  seront  tcuteâ parallèles  à  OD,  puisque 

cette  droite  horizontale  se  trouvera  commune  à  tous  ces  plans. 

630.  D'ailleurs,  la  droite  (TO,  IV)  sur  laquelle  étaient  situés  (  n»  623  )  les  Fie.    124. 
pieds  des  tangentes  aux  diverses  hélices,  se  réduira  ici  à  la  ligne  TO  tracée 

dans  le  plan  horizontal  ;  et  le  paraboloïde  de  raccordement  (  n^'  624  et  6*26) 
aura  pour  ses  deux  plans  directeurs ,  le  plan  vertical  DT  et  le  plan  horizontal 
lui-même.  • 

631 .  Enfin  ,  le  problème  du  n*  627  se  résoudra  bien  simplement ,  puisque 
étant  donnée  pour  trace  horizontale  du  plan  assigné,  une  droite  tS  pa- 
rallèle à  OD,  le  point  6  où  cette  trace  rencontrera  la  ligne  TO,  permettra  de 
tirer  la  perpendiculaire  Oâ  qui  fera  conoaitre  le  point  de  contact  i  que  l'on 
cherchait. 

Lasarface  dont  nous  parlons  ici ,  est  employée  non-seulement  pour  former 
la  vis  à  filei  rectanguloM^ ^  mais  encore  pour  l'épure  de  l'escalier,  dit  :  v»  a 
JOUE  circulaire^ 

I  5.  De  la  vis  à  fUet  triangulaire.  ^ 

632.  Imaginons  un  triangle  isoscèle  akaf^  dont  la  base  eux^  coïncide  tou-Fic.    125. 
jours  avec  une  arête  d'un  cylindre  vertical  à  base  circulaire,  et  dont  le  plan 
passant  constamment  par  l'axe  de  ce  cylindre ,  tourne  uniformément  autour 

de  cette  droite  ;  puis ,  concevons  que  ce  triangle  s'élève  en  même  temps  de 
quantités  proportionnelles  aux  espaces  angulaires  décrits  par  son  plan  mobile, 
et  de  telle  sorte  qu'au  bout  d'une  révolution  totale ,  le  triangle  générateur  se 
soit  élevé  d^une  hauteur  égale  à  sa  base  ax\  c'est-à-dire  qu'il  ait  pris  la  posi- 
tion a^Sla.  Alors ,  le  solide  engendré  par  ce  triangle  mobile  ',  sera  le  fiht  de 
la  vis  dont  le  cylindre  primitif  est  le  nopu. 

633.  Il  est  évident  que,  d'après  ces  conditions  et  le  n»  446^  le  sommet 
A  du  triangle  décrit  une  hélice  ABCDEFA'B^ qui  appartient  à  un  cylin- 
dre concentrique  avec  le  premier,  et  dont  le  pas  est  égal  à  oa';  d'ailleurs, 
comme  les  côtés  Aa  et  Aa^  rencontrent  toujours  l'axe ,  en  faisant  des  angles 
constants  avec  cette  droite ,  il  en  résulte  (n^  610)  que  les  deux  faces  du 
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filel  soat  des  portions  de  deux  hélicoïdes  gauches ,  donl  la  nappe  supérieure 
de  l'un  (n°  616  )  forme  la  face  inférieure  du  filet,  tandis  que  la  face  supérieure 
de  ce  filet  appartient  à  la  nappe  inférieure  de  l'autre  hélicoïde. 

634.  Pour  représenter  complètement  cette  vis,  il  faudra  d'abord  construire 
(no451  ),  au  moyen  d'un  plan  horizontal  que  nous  avons  supprimé  ici,  la 
projection  verticale  ABCDFA'B'...  de  l'hélice  décrite  par  le  point  A,  en  obser- 
vant que  h  pas  AA'  de  cette  hélice,  doit  être  pris  égal  à  la  base  aa  du  triangle 
donné.  Ensuite,  les  divisions  égales  de  ce  pas,  qui  sont  ici  au  nombre  de  diw^ 
devront  être  reportées  sur  l'axe,  à  partir  des  points  0  et  16  où  cette  droite 
est  rencontrée  par  les  côtés  Aa  et  Aa';  ce  qui  produirait  en  général  deux 
séries  distinctes  de  points  de  division  :  mais  ici  elles  n'en  forment  qu'une  seule, 
attendu  que  nous  avons  choisi  le  triangle  Xax  de  manière  que  ses  côtés  com- 
prissent, sur  l'axe,  un  nombre  exact  des  divisions  du  pas  de  Thélice.  Celaposé, 
en  joignant  le  premier  point  de  division  B  de  l'hélice  avec  les  points  1  et  17 , 
le  point  C  avec  2  et  18,  le  point  Davec  5  et  19,....,  on  obtiendra  évidemment 
les  diverses  positions  du'  triangle  générateur. 

635.  Toutefois ,  il  faut  terminer  ces  droites  aux  points  6  et  S",  7  et  /, 
d  et  ^,...,  où  elles  vont  rencontrer  le  noyau  cylindrique  de  la  vis.  Or  ceux-ci 
n'étant  autre  chose  que  les  positions  successives  prises  par  les  points  a  et  x 
du  triangle  mobile,  il  résulte  du  n""  614  que  la  courbe  (xiSy(fa& . . ..  est  une 
hélice  de  même  pas  que  ABCDFA'....  ;  par  conséquent  on  déterminera  cette 
nouvelle  hélice  en  coupant  les  génératrices  indéfinies ,  par  des  horizontales 
menées  des  points  4  et  14,  5  et  13,  6  et  16,....  D'ailleurs,  comme  le  pointa' 
est  commun  aux  deux  triangles  aÂa  et  ak'a.  il  arrivera  nécessairement  que 

VhéUce  aSycfa&y sera  aussi  produite  par  les 'intersections  des  côtés  hff  et 

B'S',  C/  et  Cy,....,  ce  qui  offrira  une  vérification  des  constructions  précé- 
dentes. Cette  hélice  formera  ainsi  l'arête  rentrante  de  la  vis ,  tandis  que  l'arête 
saillante  sera  l'hélice  ABCDFA'... 
FiG.  I:â5.      656.  Quant  au  contour  apparent  des  deux  faces  du  filet,  on  doit  bien 
observer  qu'il  n'est  pas  formé  par  deux  génératrices  rectilignes,  mais  par 
deux  courbes  XY  eiat/,  qui  sont  (n°  617)  les  enveloppes  des  projections  des 
génératrices ,  et  qui  ont  pour  asymptotes  les  génératrices  particulières  Aa 
et  A'a\  Toutefois,  vu  que  les  portions  des  deux  hélicoïdes  gauches  qui  for- 
ment le  filet,  sont  peu  étendues  et  assez  éloignées  de  Taxe  ;  les  lignes  XY  etary 
pourront  être  ici  tracées  approximativement  comme  {/euj?i/roi^^  convergentes 
avec  «'A  et  «A',  et  qui  devront  toucher,  l'une  les  deux  arcs  AYB  et  aXC', 
l'autre  les  deux  arcs  A'yF  et  aûr(f.  D  ailleurs,  de  ces  deux  branches  du  contour 
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apparent,  la  première  XT  cache  une  partie  de  la  seconde  my^  laquelle  doit 
alors  se  terminer  en  un  point  z  situé  à  la  hauteur  de  a%  à  cause  de  Ja  forn>e 
symétrique  de  ces  deux  courbés* 

Ces  remarques  qui  s'appliquent  à  chaque  angle  rentrant  du  filet  situé  à 
gauche,  et  qui  se  reproduiront  d'une  manièreinver^epour  lesangles  rentrants 
situés  à  droite,  suffisent  sans  doute  pour  que  le  lecteur  se  rende  compte  aisé* 
ment  des  diverses  ponctuations  par  lesquelles  nous  avons  exprimé,  sur  notre 
épure,  les  parties  vtsibf es  ou  ùivïsibles  de  la  vis  en  question.  Nous  ajouterons 
seulement  que  le  rectangle  VYvu  représente  le  parallélipipède  qui  forme  la 
tète  de  cette  vis. 

§  6.  De  la  vis  à  filet  carré. 


637.  Le  filet  de  cette  vis  est  engendré  par  un  rectangle  AoXL  dont  le  plan,  Fig.  1^26. 
qui  passe  par  l'axe  d'un  cylindre  droit  et  circulaire,  tourne  uniformément 
autour  de  cet  axe,  tandis  que  le  rectangle  s'élève  le  long  des  arêtes  du  cy* 
lindre,  de  quantités  proportionnelles  aux  espaces  angulaires  décrits  par  son 
plan  mobile.  Il  en  résulte  évidemment  que  les  points  A  et  L  décrivent,  dans 
ce  mouvement,  deux  hélices  égales,  dont  le  pas  commun  ÂÂ^ou  LU  peut  être 
choisi  arbitrairement ,  pourvu  qu'il  égale  au  moins  le  double  de  AL,  afin  de 
laisser,  un  libre  passage  au  filet  saillant  de  l'écrou  qui  engrène  avec  lavis. 
D*ailleurs,les  deux  côtés  Aa  et  LX  qui  s'appuieront  toujours  sur  ces  hélices  et 
sur  Taxe^  en  coupant  celui-ci  sous  un  angle  droit,  engendreront  des  faces 
gauches  qui  appartiendront  (n"*  628)  à  des  hélicoïdes  à  plan  direoteur;landis  que 
le  côté  AL  décrira  une  zone  cylindrique,  qui  terminera  extérieurement  le  filet 
de  cette  vis. 

638»  Pour  représenter  graphiquement  la  vis  à  filet  carré,  il  faut  d'abord 

construire  les  deux  hélices  de  même  pas  ABCDEFA'F ,  LMNPQRL'R' , 

en  se  servant  (n^  451)  d'un  plan  horizontal  que  nous  avons  supprimé  ici;  puis, 
tracer  semblablement  sur  le  cylindre  du  noyau ,  les  deux  autres  hélices 
aSyàxfa....^  ^^..••,  qui  sont  produites  (n"*  628)  par  les  points  a  et  X,  et  dont 
le  pas  commun  oa'doit  égaler  AA^  Ces  deux  dernières  courbes  sont  les  inter- 
sections du  noyau  de  la  vis  avec  les  faces  inférieure  et  supérieure  du  filet,  et 
elles  servent  à  limiter  les  portions  de  génératrices  Bf  et  M/t,  D^  et  Ptt,  F^  et 
R/>,....  qui  appartiennent  à  ces  deux  faces  gauches.  Enfin,  on  pourra  ajouter 
quelque»-unes  des  arêtes  du  cylindre  extérieur,  telles  que  BM,  CJN,  DP,.... 

639.  Parmi  les  diverses  lignes  dont  nous  venons  de  parler,  le  lecteur  ilis- 
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cernera  aisëment  eelles  qui  sont  visibles  de  celles  qui  se  trouy^nt  cachées.  Nous 
avoDS  tracé  les  unes  et  les  autres  complètement  dans  la  première  spire  du  filel, 
en  les  ponctuant  d'une  manière  convenable  à  leur  position;  mais,  danslesau* 
très  spires^  nous  n'avons  conservé  c(ue  les  lignes  visibles,  afin  d  oA*ir  ici  uo  ré- 
sultat tout  à  fait  conforme  à  celui  que  préseûterait  au  spectateur  la  vue  de 
Tobjet  en  relief. 

§  7.  Du  conoïde  de  la  voûte  d'arèteê  en  tour  ronde. 


640.  En  écartant  les  circonstances  qui  sont  spécialement  relatives  à  la  sté* 
réotomie,  la  question  se  réduira  ici  à  trouver  Tintersection  d'un  tore  avec  un 
conoïde,  courbe  dont  les  tangentes  donnent  lieu  à  des  recherches  nouvelles,  et 

FiG.  127.  qui  trouveront  des  applications  utiles  dans  la  Cmtpe  des  pierres.  Le  tore  est  en- 
gendré parla  révolution  du  demi-cercle  B'C6'  qui,  relevé  dans  le  pian  vertical 
B'&),  tourne  autour  de  la  verticale  co,  et  forme  la  surfece  intérieure  de  la  voûte 
principale  qu'on  nomme  un  berceau  tournant.  Une  porte  pratiquée  dans  cette 
première  voûte,  et  limitée  aux  plans  verticaux  Vf  et  Gg  qui  convergent  vers 
l'axe  de  la  tour,  est  recouverte  par  un  conoïde  dont  la  génératrice  rectiligne 
demeure  toujourshorizontale,  en  glissant  sur  la  verticale  6)  et  sur  une  seconde 
directrice  formée  de  la  manière  suivante.  On  rectifie  l'arc  AOD  suivant  sa 
tangente  aO^?,  et  sur  cette  droite  comme  grand  axe,  on  décrit  une  demiTelUpse 
A"C"D"  dont  le  demi^xe  vertical  0"C"  est  égal  au  rayon  OB  ou  O'B'  du  tore; 
puis,  en  imaginant  que  cette  ellipse  placée  d'abord  dans  le  pian  vertical  aOdt 
•oit  roulée  sur  le  cylindre  droit  AOD,  de  manière  que  ses  abscisses  coïncident 
avec  les  arcs  de  cette  circonférence,  et  ses  ordonnées  avec  les  arêtes  verticales 
du  cylindre,  celte  ellipse  deviendra  une  ligne  à  double  courbure  projetée  sur 
AOD ,  et  que  Ton  adopte  pour  la  seconde  directrice  ou  pour  la  base  du  co- 
noïde. 

641.  Cela  posé,  pour  obtenir  rinteraection  de  ce  conoïde  avec  le  tore, 
coupons  ces  deux  surfaces  par  divers  plans  horizontaux.  Celui  qui  passera  par 
le  point  M'  du  méridien  lifC'h\  coupera  le  tore  suivant  deux  cercles  dé- 
crits avec  les  rayons  a)P'  et  »//^  pui&,  si  l'on  cherche  sur  rdlipse  les  pointa 
M''  et  N''  qui  sont  à  la  même  hauteur  que  M\  et  que  l'on  prenne  les  arcsOP 
et  OQ  égaux  aux  abscisses  0"P"  et  0"Q",  les  points  P  et  Q  seroot  evidem-* 
ment  les  projections  des  points  où  ia  hoM  du  conoïde  est  rencontrée  par  le 
plan  sécant  hoiîzontal;  et  par  suite,  les  sections  faites  dans  cette  surface  seront 
deux  droitesprojetéessur  6)Pe«  6)Q.  Or  ces  droites  rencontrent  les  deux  sec- 
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tmis  circulaires  en  quatre  points  M^  m^  N^  n,  qui  appartiennent  à  rinterdoc-^ 
tion  des  deux  surfeces,  laquelle  se  composera  de  deux  branchesi  double  cour* 
bure,  projetées  faorîzontalement  sur  GUOnfet  FNOx»^ . 

042.  Obserrons,  l"*  qu'en  profengeaot  le  conoSde  en  arrière  de  l'axe  verti- 
cal», il  rencontreraiC  une  seconde  fois  le  tore  suirant  deux  autres  branches 
GjO,/"^  et  F,0^,  ,  qui  sont  symâriques  avec  les  premières  et  se  construisent 
par  les  mêmes  opérations  ;  2"  que  les  deux  nappes  du  conoïde  sont  censées  ter«* 
minées  ici  aux  deux  cylindi*es  verticaux  B'GBP.....et  6'|^£/.....  qu'elles  coupent 
suivant  des  courbesàdoublecourbure  ,qui  ne  sont  autre  chose  que  des  ellipses 
roulées  sur  ces  cylindres ,  et  ayant  toutes  pour  demi<-axe  vertical  le  rayon  du 
tore;  c'est  ce  qui  résulte  évidemmentde  la  proportionnalité  des  arcs  horizon* 
taux  BGetBF,  ou  bg  et  fc/',  avec  les  arcs  OA  et  OD;  3®  que  pour  foire  servir  le 
tore  et  le  conoïde  à  former  une  vofitecT  arêtes^  il  faudrait  supprimer  entièrement 
toutes  les  portions  ttUerteures  des  g[énèratrices  rectiligaes  et  circulaires  ^  les- 
quelles sont  ici  ponctuées  comme  étant  invisibles. 

643.  Il  est  à  remarquer  que  chacune  des  courbes  planes  ,  telles  que  GO/* ,  Fig.  127 
qui  reçoivent  la  projection  horizontale  des  courbes  d'arête,  est  une  spirale 
d'Arohimide.  En  «effet ,  d  après  la  construction  qui  a  fourni  (n"*  641)  le  point 
quelconque  M  ,  l'arc  OP  et  la  droite  PM  sont  respectivement  égales  aux  ab- 
scisses O'T''  él  O'P'  des  deux  points  M"  et  M' ,  qui  répondent  à  une  même  or- 
donnée verticale  dans  l'ellipse  et  dans  le  cercle  méridien  du  tore  ;  or  ces  deux 
courbes  ayant  un  axe  vertical  comm  un ,  on  sait  que  de  telles  abscisses  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  du  grand  axe  au  petit  axe  ;  par  conséquent  nous  aurons  la 
proportion 

OP:PM  ::OA:AG. 

Mais,  si  Ton  prend  un  arcOX,  qui  soit  avec  OA,  dans  le  rapport  de  M  avec  OB, 
nous  pourrons  remplacer  la  proportion  précédente  par  celle-ci 

OP  :  PM  ::  OX  :  Oo),  d'où  XP  :  «M  ::  XO  :  wO, 

résultat  qui  montre  que  le  rapport  de  Tare  XP  au  rayon  vecteur  coM  ,  demeure 
constant  pour  tous  les  points  de  la  courbe  GMO/^o);  par  conséquent  cette  courbe 
est  une  spiraled'Archimède^dontlWt^ineest  sur  le  rayon  caX qu'elle  touche  en 
se  prolongeant  suivant  une  autre  branche  co^  symétrique  de  la  première.  Pour 
avoir  lapas  de  cette  spirale  «  c'est-À-dire  le  rayon  vecteur  qui  correspond  à  une 
révolutioB  entière,  il  suffira  deoonstniire  une  quatrième  proportionnelle^aui 
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trois  lignes  suivaQtes  :  l'arc  XO  ^  la  circonférence  totale ,  et  le  rayon  0)0  ;  alors 
on  pourra,  selon  Tusage  ordinaire^  compter  sur  la  circonfeVence  du  rayon  &  , 
les  arcs  qui  mesurent  le  mouvement  angulaire  du  rayon  vecteur  mobile. 

644.  La  seconde  VOgiay  est  aussi  une  spirale  d'Ârchimède  dont  lorigine  est 
sur  le  rayon  ù^  ,  et  qui  ne  coïncidera  avec  la  précédente  qu'autant  que  l'arc  OX 
se  trouvera  égal  à  un  quart  de  cercle  ;  pour  obtenir  celte  coïncidence,  il  suffi- 
rait de  prendre  la  demi-ouverture  OA  de  la  porte ,  telle  qu'elle  eût  avec  le 
quart  de  cercle  ,  le  même  rapport  que  OB  avec  0&).  Enfin ,  les  deux  autres 
courbes  G,0,/',  et  Vfl^g^  appartiennent  encore  à  deux  nouvelles  spirales 
d'Ârchimède  ,  qui  touchent  les  mêmes  rayons  XcoXi  et  (cd^i ,  mais  qui  ont  une 
situation  opposée  aux  premières  {*). 


(*)  L'analyse  conduit  aussi  à  ces  résultats;  car,  si  Ton  adopte  pour  aie  des  x  la  droite  «OB, 
une  perpendiculaire  a  celle-ci  pour  axe  des  y,  et  enfin  la  verticale  m  pour  axe  des  s  ;  puis,  si 
l'on  pose 

•0  =  /,  OB  =  R,   OA=0"A"  =  a, 

on  trouvera  [Analyêe  appliquée^  chap.  XIV)  que  les  équations  du  tore  et  du  oonoïde  sont  : 

alors  en  éliminant  jb,  il  viendra  pour  la  projection  horizontale  de  l'intersection  de  ces  deux 
surfaces , 

— ^=d=sin-|5  (/-V/"x^7). 

Nous  simplifierons  cette  équation  en  y  introduisant  les  coordonnées  polaires,  au  moyen  des 
formules  se=sr  cos  u,  y  =  r  sin  u  ;  car  elle  deviendra 


d'où  Ton  conclut 


ou  bien 


sin  u=z  ±  sin  .    '  • 


.    a{l-r)      .  .    a(l—r) 


r  =  /±:  — tt,   et  r=/=t: — (c — u). 
a  a  ' 


Ces  quatre  équations  distinctes  sont  celles  des  quatre  spirales  construites  dans  notre  épure;  et 
pour  ramener  la  première,  par  exemple,  à  l'axe  polaire  «>  qui  lui  est  Ungent,  il  n'y  aqu'a 
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645.  La  tangente  en  un  point  quelconque  M,  sera  donnée  par  Tintersection  Fig.  127. 
du  plan  tangent  au  tore  avec  le  plan  tangent  du  conoïde.  Or  le  premier  de  ces 
plans  a  pour  trace  horizontale  la  droite  YK.  perpendiculaire  à  coM  ,  laquelle 
s'obtient  en  ramenant  en  Y  le  piedT'  de  la  tangente  M^T'  du  méridien  circu- 
laire; quant  au  second  plan  tangent,  il  faut  d'abord  construire  (  n^  580)  un  pa- 
raboloide  qui  raccorde  le  conoïde  tout  le  long  de  la  génératrice  a)PM.  Pour  cela, 
je  mène  la  tangente  M'T''  à  Tellipse  plane  ;  puis ,  en  roulant  cette  courbe 
(n*  640J  sur  le  cylindre  vertical  DO  A,  la  soutangente  deviendra  PT  =  P"T", 
de  sorte  que  T  sera  le  pied  de  la  tangente  au  point  P  de  la  ba^e  du  conoîde  ; 
alors  la  génératrice  a)P  du  paraboloïde auxiliaire,  qui  doit  glisser  sur  cette  tan- 
gente et  sur  la  verticale  &),  en  demeurant  toujours  horizontale^  prendra  la  posi- 
tion 6}T  quand  elle  arrivera  au  pied  de  cette  tangente.  Cela  posé,  si  je  coupe 
les  deux  génératrices  gjP  et  (ùÏ  par  le  plan  vertical  MS ,  on  sait  (  n**  551  )  que 
la  section  sera  une  droite  projetée  sur  MS  et  qui,  jointe  à  la  génératrice  oM  , 
déterminera  le  plan  tangentdu  paraboloïde;  donc  ce  plan  aura  pour  trace  ho- 
rizontale la  ligne  SK  parallèle  à  coM.  Maintenant,  les  traces  SK  et  YK  des  deux 
plans  tangents  allant  se  couper  en  K,  il  en  résulte  que  KM   est  la  tangente 
cherchée. 

646  .Cette  méthode  ne  peut  plus  s'appliquer  immédiatement  sw point  multiple 
0,  parce  qu'en  cet  endroit,  les  deux  plans  tangents  devenant  horizontaux,  ils 
coïncident  entièrement ,  et  leur  intersection  reste  indéterminée.  Mais,  si  l'on 

■ 

cherche  à  évaluer  l'angle  YMK  =  Q  que  forme  une  tangente  quelconque 
avec  le  rayon  vecteur  correspondant,  on  trouve  d'abord 

,       KV        MS. 

puis,  comme  la  sous-tangente  FT'  dans  le  cercle  équivaut  à  la  sous-langente 
dans  Tellipse,  P"T''  ouPT,  multipliée  par  le  rapport  du  petit  axe  au  grand 
axCy  il  vient 

û      MS.  OA,  ..  ^         ^      M#.OA.  ..^ 

tang  e  =pç  ^'      ou  bien      tang  0=^7  01  (*) 


culer  rorigine  des  angles  «,  qui  se  comptent  ici  à  partir  et  à  droite  de  la  ligne  «0,  en  posant 

a  R  / 

»  =  »'  — -rr,       d'où  il  résultera     r  »=  — u'. 
H  n 

Cette  dernière  équation  est  bien  celle  d'une  spirale  d'Archimède,  dont  les  angles  u*  sont 
comptés  a  partir  du  rayon  «a. 
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Or,  dans  cette  deroière  expression,  la  seule  quantité  qui  Tarie  avec  le  point  de 
contact  M,  cest  le  fecteur  Ma),  lequel  devient  égal  à  son  dénominateur  Pu, 
pour  le  point  particulier  O;  donc  l'incUnaison  de  la  tangente  en  ce  point  sera 
donnée  par  la  formule 

laquelle  montre  que  cette  tangente  Oa  est  précisément  la  diagonale  du  rectan- 
gle construit  sur  Oa  et  OB. 
FiG.  127.  647.  La  construction  générale  du  n*645  est  encore  insuffisante  pour  obtenir 
les  tangentes  aux  quatre  points  F,  G»  g^  /,  qui  sont  à  la  naissance  de  la  voûte; 
parce  qu'en  ces  points,  les  plans  tangents  des  deux  surfaces  devenant  t^er^icat/^, 
leur  intersection  est  u  ne  verticale  qui  serait  bien  tangenteà  la  courbe  d'arête  dans 
Fespace,  mais  qui  se  réduit  à  unseul  point  en  projection  horizontale,  et  n'ap- 
prend plus  rien  sur  la  tangente  de  la  courbe  plane  G0/\  au  point  G.  Cependant, 
si  nous  recourons  encore  à  la  formule  (1),  elle  deviendra  pour  le  point  G» 


W  , J i 5=S    1 


^8^-— à — ^cà'  ^'^ 

car  les  arcs  OÀ  et  GB  sont  semblables  et  proportionnels  à  leurs  rayons  A»  et 
Gci>.  D'où  il  résulte  évidemment  que  la  tangente  en  G  sera  la  diagonale  du  reo* 
tangle  construit  sur  G  A  et  sur  larcGB  rectifié;  opération  extrêmement  simple 
que,  pour  laisser  plus  de  clarté  dans  l'épure,  nous  avons  effectuée  au  point  F, 
en  formant  un  rectangle  avec  FD  et  FC  =  FB. 

648.  Il  est  même  à  remarquer  que  cette  méthode  très-avantageuse  s'applique 
aussi  au  point  quelconque  M;  car,  si  dans  ta  formule  générale  (I),  on  remplace 
le  rapport  de  OA  à  OB  :»  AG,  par  celui  de  OP  à  PM,qui  lui  est  égal  d  après  le 
n9  643,  il  viendra 

tang  e  =      PM      ^MP' 

ce  qui  prouveque  la  tangente  LIVIK  peut  s'obtenir  immédialemeat^ en  formant 
sur  MF  et  l'arc  MI  rectifié,  un  rectangle  dont  la  diagonale  sera  la  tangente 
cherchée.  Ici,  nous  n'avons  tracé  que  la  moitié  de  ce  rectangle,  en  prenant 
PL  =»  MI,  et  tirant  LM  qui  devra  coïncider  avec  la  tangente  MK  déjà  eoo&~ 
truite^ 


LIVRE  vm. 


DE  LA   COURBURE   DES  LIGNES    ET   DES  SURFACES. 


CHAPITRE    PREMIER. 

Sur  la  courbure  et  les  développées  des  lignes  courbes. 

649.  Une  courbe  et  sa  tangente ,  qui  n'ont  en  général  qu'un  seul  élément  de 
commun,  sont  dites  avoir  entre  elles  un  contact  du /^r^fTtier  ordre;  mais,  comme 

dans  certaines  questions  on  a  besoin  de  considérer  des  lignes  qui  approchent  de  * 

se  confondre  avec  la  courbe  proposée,  plus  que  ne  fait  la  tangente,  il  est  né- 
cessaire de  distinguer  ces  rapprochements  plus  ou  moins  intimes  ,  et  l'on  dit 
quedmtx  courbes  quelconques ,  planes  ou  non,  offrent  un  contact  du  ifnua;^^  sx- 

CORD,  TBOISliSB ORNK  ,    Sêlon  quellsS   ont  un  ,  P«UX  ,    TEOIS  , &£MBIfTS 

consécuU/s  de  communs.  ^ 

650.  Gomme  le  contact  du  second  ordre  se  présentera  très-fréquemment 
dans  les  applications  géométriques ,  nous  le  désignerons  souvent  par  le  nom 
abrégé  d'osculation  ;  ainsi  deux  courbes  osculatrices  seront  celles  qui  auront  cfetM; 
éléments  communs.  Pour  en  donner  un  exemple  qui  nous  deviendra  fort  utile 

par  la  suite ,  considérons  une  courbe  quelconque  AMB,  et  après  Tavoir  parta*  Fig.  1 29. 
gée  en  éléments  égaux  (*) ,  élevons  sur  les  milieux  de  MM'  et  M'H'' ,  deux  nor^ 
maies  KO  etK'O  situées  dans  le  plan  MM'M",  lequel  ne  contiendra  les  autres 
éléments  de  AUB  qu'autant  que  cette  courbe  sera  plane.  Alors ,  le  point  O  ou 
ces  deux  normales  se  couperont ,  sera  le  centre  d'un  cercle  cMS  qui ,  passant 
évidemment  par  les  trois  points  M ,  M\  M" ,  aura  ainsi  deux  éléments  MM'  et 
M'H''  communs  avec  AMB  »  et  sera  par  conséquent  le  cercle  osadateur  de  cette 


(*)  Si  ces  éléments  étaient  inégaux  ,  mais  toujours  infiniment  petits  ,  les  mêmes  consé- 
qaences  subsisteraient ,  comme  le  calcul  le  prouve  aisément.  Toutefois ,  pour  abréger  les 
démonstrations,  il  est  plus  simple  de  supposer  qu'on  a  choisi  des  éléments  égaux,  ce  qui  est 
toujours  permis.  Voyez  Vknalyie  appliquée ,  chap.  XYI ,  ne  S5I. 

40 
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courbe,  pour  le  point  M.  Le  rayon  de  ce  cercle  sera  Tune  des  trois  distances 
égales  OM ,  OM' ,  OM"  ;  mais  on  peut  adopter  en  place ,  l'une  des  deux  nor- 
males égales  OK  et  OK' ,  parce  que  la  différence  n  est  qu'un  infiniment  petit  du 
second  ordre.  {Voyez  n"  197.) 

651.  On  voit  par  là  que  le  cercle  osculateur  est  unique  pour  chaque  point  M 
assigné  sur  la  courbe  ÂMB ,  tandis  qu'il  existe  une  infinité  de  cercles  simple- 
ment tangents  dans  ce  point  ;  mais  le  cercle  osculateur  variera  de  position  etde 
grandeur  en  passant  aux  points  M\  M'%.. . ,  puisque  alors  il  faudra  opérer  sem- 
blablement  sur  les  deyx  éléments  consécutifs  M'M'  et  M'W\  WW  et 
M'"Ml"" , .  •  -9  ^^  9["*  changera  le  rayon  KO  en  K'O',  K"0" ,..  •  •  Nous  examinerons 
tout  à  rheure(n^  656)  si  ces  rayons  se  coupent  consécutivement. 

652.  Le  plan  du  cercle  osculateur,  qui  n'est  autre  que  celui  de  deux  éléments 
consécutifs  MM'et  M^M'',  ou  de  deux  tangentes  infiniment  voisines  MT  etMT', 
se  nomme  aussi  le  plan  osculateur  de  la  courbe  AMB  pour  le  point  M  ;  et  à 
moins  que  cette  dernière  ne  soit  plane ,  ce  plan  osculateur  variera  en  passant 
d'un  pointa  un  autre  de  ÂMB.  D'ailleurs ,  deux  plans  osculateurs  consécutifs 
TMT'  et  T'M"T' ,  se  couperont  toujours  suivant  l'élément  intermédiaire 
M'M". 

FiG.  1S9.  655.  Quant  à  la  courbure  de  la  ligne  ÂMB  au  point  H ,  nous  avons  déjà  dit 
{p9  198)  qu'elle  était  mesurée  par  l'angle  TMT^  compris  entre  deux  tangentes 
infiniment  voisines ,  parce  que  cet  angle  ,  nommé  angle  de  contingence  ou  de 
courbure,  exprime  évidemment  la  quantité  dont  il  a  fallu  écarter  l'élément  H^M" 
de  sa  direction  primitive  HT,  pour  plier  la  ligne  droite  MMT  suivant  la  ligne 
polygonale  MM'M"M"'  ....(*).  Or  l'angle  TM'T' égale  KOK';  et  comme  ce 
dernier  a  pour  mesure  l'arc  e  décrit  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  tandis  qu'il 
comprend  un  arc  KM^K^  du  cercle  osculateur  dont  le  rayon  est  OK  =  /o ,  on 
aura  pour  l'expressiop  de  la  courbure  au  point  M, 

KTK'  _  ^ 
*"^    OK    —    ^    • 

Mais  la  courbe  ayant  été  divisée  en  éléments  égaux,  la  quantité  ds  sera  con- 
stante pour  tousses  points,  et  Ton  pourra  dire  que  la  courbure  varteéCun  point  à 


{*)  U  est  bon  d'observer  que  l'angle  de  contingenoe  TM'T'  est  aussi  égal  a  l'angle  de  deux 
plans  normaus  consëoutifs,  puisque  ces  plans  seraient  perpendiculaires  sur  les  milieux  des 
deux  élémenu  MM'  et  M'M''. 
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un  autre»,  en  raison  inverse  du  rayon  OK=^qui,  pour  cette  raison,  senomiue 
aussi  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  ou  point  M. 

Observons  toutefois  que,  pour  ayoir  la  mesure  exacte  de  la  courbure  d'une 
ligne  ,  et  pour  rendre  cette  mesure  applicable  à  deux  courbes  différentes 
dana  lesquelles  les  éléments,  quoique  infiniment  petits,  pourraient  se  trouver 
inégaux  de  l'une  à  l'autre,  et  même  avoir  un  rapport  déterminé  et  nécessaire, 
il  faut  considérer,  non  pas  la  grandeur  absolue  de  Tangle  de  contingence  e, 
mais  bien  son  rapport  avec  l'élément  ds*^  parce  que  c'est  seulement  sur  deux 
arcs  de  même  longueur^  que  l'angle  extérieur  des  tangentes  extrêmes  peut  ma- 
nifester, avec  précision,  la  courbure  plus  ou  moins  prononcée  de  l'un  de  ces 
arcs  par  rapport  à  l'autre.  Par  exemple,  dans  deux  cercles  concentriques  dont 
les  rayons  seraient  doubles  et  les  circonférences  divisées  chacune  en  un 
même  nombre  d'éléments  égaux,  les  angles  de  contingence,  correspondants 
aux  mêmes  rayons  seraient  égaux,  et  cependant  la  courbure  des  deux  cercles 
serait  évidemment  différente;  mais,  si  l'on  fait  attention  que  les  éléments  de  la 
grande  circonférence  ont  une  longueur  double  de  ceux  de  la  seconde  ,  on 

reconnaîtra  que  le  rapport  j-  indique  effectivement   une   courbure   moitié 

plus  faible  pour  le  grand  cercle  que  pour  le  petit.  Concluons  donc  de  là  que 
la  véritable  expression  de  la  courbure  d'uuQ  ligne  quelconque,  sera  toujours 
donnée  par  le  rapport 

ds      p  ' 

p  désignant  le  rayon  du  cercle  ôsculateur  de  la  courbe,  au  point  considéré. 

654.  Tout  ce  qui  précède  convient  également  aux  courbes  planes  et  aux 
courbes  ffauches  :  nous  nous  servons  ici,  avec  M.  Vallée,  de  cette  dernière  ex- 
pression, au  lieu  de  courbe  à  double  courbure^  tant  pour  abréger  que  pour  évi- 
ter l'emploi  du  mot  courbure  dans  un  sens  inexact.  En  effet,  une  ligne  qui  n'est 
point  plane ,  n'admet  qu'une  seule  courbure  qui  s'estime  comme  au  numéro 
précédent;  mais  elle  offre  en  outre  une  flexion ,  ou  plutôt  une  torsion ,  qui 
a  été  produite  en  faisant  tourner  l'un  des  deux  plans  osculateurs  consécutif» 
TUT'  et  TTH^'T',  autour  de  l'élément  commun  M'M";  de  sorte  que  dans  une 
courbe  gauche ,  la  torsion  est  mesurée  en  chaque  point,  par  l'angle  des  deux 
plans  oscidateurs  voisins.  Or,  si  l'on  rendait  nul  cet  angle,  en  rabattant  le 
plan  T'M'T" sur  TM'T',  par  une  rotation  autour  de  la  droite  M'M",  la  tor- 
sion disparaîtrait  et  la  courbe  deviendrait  plane  dans  les  environs  du  point 
considéré,  sans  que  sa  courbure  eût  augmenté  ou  diminua ,  puisque  les  angles 
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de  conlîngeiice  TMT  et  TM^T"  seraieni  demeurés  constants;  tandis  que. 
sans  rien  changer  dans  la  position  de  ces  deux  plans  osculateurs,  ou  dans 
la  torsion  de  la  courbe ,  on  peut  altérer  sa  courbure  en  écartant  ou  rap- 
prochant les  deux  éléments  MM'  et  M'M/  :  par  conséquent,  la  courbure  et 
la  torsion  d'une  ligne  sont  des  modifications  indépendantes  l'une  de  Tautre. 
Mais  les  courbes  planes  et  les  courbes  gauches  présentent,  quant  au  lieu  de 
leurs  centres  de  courbure ,  une  différence  easentielle  que  nous  allons  faire 
ressortir. 

FiG.  129.  655.  Il  existe  toujours  une  infinité  de  normales,  pour  un  même  point  as- 
signé sur  une  courbe  quelconque;  mais  la  normale  KO  suivant  laquelle  est 
dirigé  le  rayon  de  courbure  au  point  M  ,  doit  être  tracée  (n^  630)  dans 
le  plan  osculateur  MM'M'',  et  nous  la  distinguerons  par  le  nom  de  normale 
principale.  Or,  quand  la  courbe  AMB  est  plane ,  toutes  les  normales  priQ*^ 
cipales  relatives  aux  divers  points  M,M',M",...«  se  trouvent  dans  son  plan; 
et  par  suite  elles  se  coupent  consécutivement  de  manière  à  former  une  courbe 
00'0'^...  à  laquelle  ces  diverses  nonnales sont  évidemment  lan^^nfe^;  d'où 
il  suit  (no  199)  qu'un  fil  0'"O'0'0K  plié  sur  cette  développée,  et  déroulé  suc- 
cessivement, décrirait  par  son  extrémité  K  la  ligne  AMM'M''B. 

FiG.  ^30.  656.  Au  contraire,  quand  la  courbe  proposée  est  gauche^  les  normales  prin^ 
cipales,  ou  les  rayons  de  courbure,  ne  se  rencontrent  plus  consécutivement . 
En  effet  {fig.  130)^  concevons  par  les  milieux  K^  K',  K'',....  des  divers 
éléments,  les  plans  normaux  PQS ,  P'Q'S',  P"Q"S'',.,..  qui  se  couperont 
deux  à  deux  suivant  les  droites  QS,  Q'S',....  ils  formeront  ainsi  une  surfece 
développable  (n""  186),  enveloppe  de  tous  ces  plans.  Alors,  si  nous  coupons 
les  plans  F  et  P^  par  le  plan  osculateur  MM^H"  qui  est  perpendiculaire  à  ces 
deux-là ,  nous  obtiendrons  pour  intersections  les  deux  normales  KO  et  K'O 
qui  déterminent  évidemment  le  centi*e  0  du  cercle  osculateur  correspondant 
«u  point  M,  et  -dont  la  première  sera  le  rayon  de  coarbure  relatif  à  ce 
point  (*).  De  même  en  coupant  les  plans  normaux  P  et  P"  par  le  second 
plan  osculateur  M'M''M'",  nous  aurons  pour  sections  les  normales  K'O^  et 
K'O'  dont  la  première  sera  aussi  le  rayon  de  courbure  relatif  au  point  M'«  Or 
ce  rayon  KO'  ne  coïncide  pas  avec  l'autre  normale  K'O,  puisque  ces  droites 
proviennent  du  même  plan  P'  coupé  par  les  deux  plans  osculateiirs  distincts  : 


(*)  H  nom  «ora  «tile  ,  plot  tard,  d'observer  id  qoe  eela  retient  b  abaîtêer  du  point  K , 
me  perpeadioalaire  KO  sur  la  ((énëratrice  QS  d«  la  suHaoe  euvelappe  des  plans  norn»VY« 
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ainsi  KO'  va  raicootrer  QS  en  un  point  I  différent  de  0  ;  et  par  conséquent 
les  deux  rayons  de  courbure  consécutifs  KO  et  KO',  n'ayant  pas  de  point  com-- 
mun  sur  Fintersection  QS  des  plans  P  et  P'  qui  les  contiennent ,  ne  sauraient 
eux-»mèmes  se  rencontrer. 

657,  Il  résulte  de  là  que  les  centres  de  courbure  O  ,  O',  0''  ,.••  n'étant  pas 
donnés  par  les  intersections  successiTes  des  rayons  de  courbure  KO  ,  K'O' , 
K'^O^'v ..,  la  courbequeTon  ferait  passer  par  tous  ces  centres  n'aurait  pas  pour 
tangentes  ces  mêmes  rayons  ;  et  par  conséquent  ceux-ci  ne  sauraient  être  re- 
(jfardés  comme  formés  par  le  développement  d'un  fil  qui  entourerait  la  ligne 
OO'O''....  Donc  enfin,  k  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe  gemche 
AMM'M^\...  n'est  point  une  dételoppée  de  cette  dernière  ligne. 

€58«  Cependant  la  courbe  gauche  AMM'M''...*  admet  une  infinité  de  déve-  Fie.  130. 
loppées  ,  ainsi  que  Moii«£  l'a  fait  voir.  En  effet  ,  si  dans  le  premier  plan  nor- 
mal P,  nous  traçons  arbitrairement  une  droite  KD,  qui  sera  toujours  normale  à 
la  courbe  proposée,  et  ira  rencontrer  QS  en  un  point  D  :  puis,  que  par  les  points 
K'  et  D  nous  Urions  la  droite  KDD^  qui  sera  dans  le  second  plan  normal  P'  , 
puis  la  droite  K'^D^D'"  située  dans  le  plan  F',  et  ainsi  de  suite;  nous  obtiendrons 

par  les  intersections  successiTes  de  ces  normales  ,  une  courbe  DD'iy'D^'^ 

à  laquelle  elles  seront  tangentes^  et  qui  pourra  servir  à  décrire  la  ligne  AMM". ... 
par  le  dcTeloppement  d'un  fil  enroulé  autour  de  cette  ddvdoppée  DD'D'\.«. 
Pour  le  prouver,  il  suffit  de  faire  voir  que  les  portions  DK  et  DK'des  tangentes 
à  celle  développée  ,  sont  égales  entre  elles,  ou  bien  que  le  point  D  est  à  égale 
distance  des  trois  points  M,  M^,  M"  ;  or  cela  résulte  de  ce  que  la  droite  QS  étant 
rinterseetiondedeux  plans  P  et  P'  élevés  perpendieuiairement  sur  les  milieux 
des  éléments  égaux  MM'  et  M'M'',  chaque  point  de  QS  est  à  la  même  distance 
de  M  ,  de  M' et  de  M'^  :  aussi  cette  droite  QS  est  appelée  la  Ugne  des  pôles  de 
lare  MM'M'\  et  les  distances  DK,D'K\  D''K'V»-*  ^Q^  1^  rayons  de  déweloppée 

qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  les  rayons  de  courbure  KO  ,  K'O",  K"0''  , 

D'ailleurs,  comme  la  première  normale  KD  a  été  menée  arbitrairement  dans  le 
plan  P,  on  pourra  donc,  en  feisaol  varier  la  direction  de  cette  normale  ,  oble«- 
nir  une  infinité  de  développées,  situées  toutes  sur  la  surface  déoeloppable  qui  est 
l'enveloppe  des  plans  normaux  P^  P^  ,  P",*...  de  la  courbe  AMM'H^... 

659.  Cette  su rfece/îéM  de  toutes  les  déseloppies  de  la  courbe  AMM'*.^^  ou 
\ÀieaUeude  tous  les  pèles  de  cette  ligne^  a  pourgénératrices  rectiligoes  les  inter- 
sections successives  QS,  Q'S',  Q'S",.**«d^plB^  normaux  ;  et  ces  droites,  qui 
se  ooupeot  nécessairement  deux  à  deux,  forraen  tainsi  (n"*  1 78)  Taréte  derebrous- 
sesmmU  UV  de  celte  surfece  développable.  D'ailleurs,  puisque  chaque  généra^ 
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trice  QS  est  perpendiculaire  au  plan  oscuUteur  correspondant  MN'M'^ ,  et 
passe  par  le  centre  de  courbure  O  où  se  coupent  les  deux  normales  ^^les 
KO  et  K'O,  il  en  résulte  éyidemment  que  lût  angles  KDOelKDO  ,  formée  par 
deux  tangentes  de  la  développée  avec  la  génératrice  intermédiaire  QS«  sontégaux; 
et  par  suite  (n°  187),  on  peut  affirmer  que  chaque  développée  DD'D"....  de- 
viendra une  ligne  droite  ^i\VLdiiïA  on.  dëyeloppera  la  surface  enveloppe  des  plans 
normaux.  Cela  revient  à  dire  (n"*  187)  que  cette  développée  est /a /^fi6 /ap/ta 
courte  qui  puisse  être  tracée  sur  la  surface  développable  ,  entre  deux  de  ses 
points  ;  par  conséquent  un  fil  qui,  attache  en  K.  serait  tendu  et  plie'  librement 
sur  cette  surface  développablcyprendraitde  lui-même  la  formed'une  desdéve* 
loppées  KDD'D^'.... ,  puisqu'à  cause  de  son  élasticité,  ce  fil  ne  pourra  demeu- 
rer en  équilibre  sur  la  surface  qu'autant  qu'il  aura  suivi  la  route  lapins  courte. 
«  D'après  cela,  dit  JUonge^  on  conçoit  comment  il  est  possible  d'engendrer, 
par  un  mouvement  continu,  une  courbe  quelconque  à  double  courbure.  Car, 
après  avoir  exécuté  la  surface  développable  touchée  par  tous  les  plans  normaux 
de  la  courbe,  si  du  point  donné  dans  l'espace  et  par  lequel  la  courbe  doit  passer, 
on  dirige  deux  fils  tangents  à  cette  surface  ;  et  si,  après  lesavoir  plies  sur  la  sur- 
face en  les  tendant,  on  les  fixe  par  leurs  autres  extrémités  ;  le  point  de  réunion 
des  deux  fils,  qui  aura  la  faculté  de  se  mouvoir  avec  le  plan  tangent  à  la  surface, 
sans  glisser  ni  sur  Tun  desfils  ni  sur  l'autre,  engendrera  dans  son  mouvement, 
la  courbe  proposée.  » 
FiG.  130.  660.  Lorsque  la  courbe  AMM'....  sera sphérique,  c'est-à-dire  située  entière- 
ment sur  une  sphère  d'unrayon  quelconque, tous  les  plans  normaux  P,P,F', . . . 
iront  passer  nécessairement  par  le  centre  de  cette  sphère*,  et  leur  enveloppe  , 
qui  est  le  lieu  de  toutes  les  développées  de  AMH'....  ,  se  réduira  ici  à  un  cône 
dont  le  sommet  sera  placé  au  centre  de  la  sphère  en  question.  Ce  point  unique 
pourra  donc  être  considéré  comme  étant  une  développée  particulière  de  la 
courbe  AMM'....;  et  en  effet ,  un  fil  attaché  à  ce  centre  pourra  tourner  autour 
de  ce  point,  sans  s'allonger  sensiblement,  tandis  que  son  autre  extrémité  de^ 
meurera  sur  la  courbe  A  MM'....  dont  tous  les  points  sont  à  une  distance  con- 
stante du  centre. 

661.  Enfin  ,  si  la  courbe  AMM'....  était  jo/ane,  tous  les  'plans  [normaux 

P,P',P', seraient  perpendiculaires  au  plan  de  cette  courbe,  aussi  bien  que 

leurs  intersections  consécutives  QS,  Q'S', ;  de  sorte  que  l'enveloppe  de  ces 

plans  normaux  se  réduirait  à  un  cylindre^  sur  lequel  seraient  situées  toutes  le^ 

développées  qu'admettrait  encore  la  courbe  plane  KWM En  outre,  chacune  de 

ces  développées  DD'D"...  serait  alors  une  hélice  ;  car  ses  diverses  tangentes  , 
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OU  les  rayons  de  développée  ED,  K'D',...,  formeraient  tous  des  angles  égaux 
(n*  659)  avecles  droites  parallèles QS,  Q'S',.* ••'qui sont  les  génératrices  de  ce 
cylindre.  D'ailleurs ,  le  lieu  des  centres  de  courbure  00'0'^•.•  redeviendrait  ici 
une  véritable  développée,  puisque  cette  courbe  serait  la  section  droite  du  oy- 
lindre  enveloppe,  et  qu'on  peut  dès  lors  la  regarder  comme  une  hélice  dont  le 
pas  est  nul  :  mais  cette  ligne  00^0"' ....  serait,  parmi  toutes  les  développées 
de  la  courbe  AMM' .... ,  la  seule  qui  Fût  plane.  Ainsi  par  exemple  (Jiy,  96) ,  la 

développante  de  cercle  ÂBCDL a  pourde'veloppée  plane  le  cercle  ASyJA....; 

tandis  qu'elle  admet  pour  développées  gauches ,  toutes  les  hélices  qui ,  comme 
(A^^  .•.,  A'ffyc^X' ...),  ont  leur  origine  au  point  (A,  A'). 

662.  Observons  ici  que  le  cercle  osculateur  aMS  de  la  courbe  plane  AMB  ,  Fig.    129. 
traverse  ordinairement  cette  courbe ,  c'est-à-dire  que  s'il  se  trouve  en  dehors  à 
gauche  du  point  M,  à  droite  il  sera  en  dedans  de  la  courbe.  En  effet ,  la  partie 
rectiligne  OK  du  fil  qui  entoure  la  développée  OO'O"  ...,  va  continuellement 

en  augmentant  à  mesure  que  l'on  déroule  ce  fil;  donc  les  rayons  de  courbure 
qui  précèdent  OK ,  sont  plus  petits  que  cette  droite ,  et  ceux  qui  le  suivent  sont 
plus  grands  ;  donc  aussi  l'arc  M  A  de  la  courbe  proposée  sera  embrassé  par  l'arc 
de  cercle  Mix,  tandis  que  M"B  se  trouvera  en  dehors  de  M"ff ,  du  moins  dans  les 
environs  du  point  considéré  M.  Cependant,  lorsque  la  développée  présente  un 
point  derebroussement,  comme  cela  arrive  aux  sommets  d'une  ellipse  (/?^.  76), 
alors  le  rayon  de  courbure  devient  un  minimum  ou  un  maximum,  et  le  cercle 
oscujateur  se  trouve,  tant  à  droite  qu  a  gauche  du  point  de  contact ,  placé  eu 
dedans  de  la  courbe,  ou  bien  en  dehors.  Dans  ce  cas  particulier  ,  le  cercle  os- 
culateur acquiert  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe. 

663.  Une  circonstance  analogue  se  présente  pour  le  plan  osculateur  MM'M''  Fir>.    1 30. 
d'une  courbe  gauche  AMB;  c'est-à-dire  que  ce  plan  traverse  ordinairement  la 
courbe^  en  laissant  au-dessous  de  lui  l'arc  MA ,  et  au^'dessus  l'arc  M^'B ,  parce 

que  la  torsion  des  éléments ,  produite  (n«  61)4)  par  la  différence  d'inclinaison 
des  plans  osculateurs  consécutifs ,  persévère  en  général  dans  le  même  sens.  Ce- 
pendant, comme  par  suite  Ae\diC07Uinuité  Ae  la  courbe  proposée ,  l'inclinaison 
du  plan  osculateur  ne  varie  que  par  degrés  infini  ment  petits,  s'il  existe  un  point 
singulier  où  cette  torsion  change  de  sens ,  cela  ne  pourra  arriver  qu'autant  que 
Vanglede  torsion  aura  passé  par  zéro  ;  et  dans  cet  endroit  de  la  courbe,  trois  élé- 
ments consécutifs  seront  situés  dans  un  même  plan  osculateur,  lequel  se  trouvera 
alors  tout  entier  au-dessus  de  la  courbe  AMB,  ou  bien  tout  entier  au-dessous. 
664.  Construire  le  plan  oscidateur  relatif  à  un  point  assigné  sur  une  courbe 
gauche  f 
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FiG.  51 .  Soit  N  le  point  assigné  sur  la  courbe  ^uche  VNU,  laquelle  devra  être  défi- 
nie par  ses  deux  projections.  Si ,  pour  obtenir  approxiiualivemeat  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines ,  on  menait  celle  du  point  N  et  une  autre  eapirémemefU 
voisine,  deux  droites  aussi  rapprochées  détermineraient.^  avec  peu  de  précision^ 
les  traces  du  plan  qui  les  contient.  Il  vaudra  donc  mieux  construire  diverses 
tangentes  à  la  courbe  VU  ,  pour  le  point  N  et  pour  d'autres  situés  à  de  mé^ 
diocres  distances  ,  en  arrière  et  en  avant  de  N  ;  puis  chercher  les  traces  de  ces 
tangentes  sur  le  plan  horizontal,  par  exemple ,  et  réunir  tous  ces  points  par  une 
courbe  continue  ALD  qui  sera  la  trace  de  la  surface  développable  lieu  de 
toutes  les  tangentes  à  la  courbe  VU.  Alors  ,  comme  on  sait  {n^  181')  que  le 
plan  tangent  de  cette  surface  est  le  plan  osculateur  de  son  arête  de  rebrousse- 
ment,  il  n'y  aura  qu'à  mener  la  tangente  L6  à  la  trace  ALD  ,  et  le  plan  NL& 
sera  le  plan  osculateur  demandé. 

665.  Construire  le  rayon  de  courbure  relatifàtm  point  donné  sur  une  courbe 
gauche  9 

Soit  M  le  point  donné  sur  la  courbe  gauche  que  nous  désignerons  par  A  : 
construisons  comme  ci-dessus ,  le  plan  osculateur  n  correspondant  au  point Bf^ 
et  projetons-y  la  courbe  A,  qui  deviendra  une  autre  ligne  B  ayant  évidemmeat 
deux  éléments  communs  avec  la  première.  Dès4ors,  la  courbure  de  A  étant 
la  même  que  celle  de  B  en  M ,  la  question  sera  réduite  à  trouver  le  rayon  de 
courbure  d'une  courbe  B  qui  est  plane. 
FiG.    141.      666.  Pour  résoudre  ce  dernier  problème  ,  sok  MN  la  normale  de  B  au 

point  donné  M,  et  MC,  MC% diverses  cordes  partant  de  oe  même 

point.  Si  par  le  milieu  de  la  corde  MC  ,  on  lui  mène  une  perpendiculaire 
IP ,  et  que  par  le  point  P  où  elle  va  couper  la  normale  MN  ,  on  aère  sur 
cette  dernière  droite  ,  une  perpendiculaire  Pa  =  MG  ;  puis ,  si  Von  répète 
des  constructions  analogues  pour  les  autres  cordes ,  la  courbe  aaa^  ira 
couper  la  normale  MN  en  un  point  0  qui  déterminera  le  rayon  de  courbure 
MO  de  la  ligne  proposée.  Eu  efipet ,  lorsque  la  corde  MC  diminue  de  plus 
en  plus ,  l'ordonnée  FV  décroit  pareillement ,  el  la  perpendiculaire  T'P" 
approche  davantage  d'être  normale  à  la  courbe  MB  ;  donc  ,  le  point  0  où 
la  ligne  auxiliaire  aa'Sira  couper  MN»  sera  bien  Tiotersection  de  cette  nor- 
male avec  une  normale  infiniment  voisine  ;  et  par  conséquent  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  ligue  B  pour  le  point  M,  aura  bien  pour  longueur  MO  (*)• 


(*)  Cette  méthode  est  tirée  de  la  Géométrie  deê  courheê,  par  M.  Bergery;  et  elle 
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ei  le  Iku  des  isuêireê  do  oourbtu^ 

(ht  mènera  divers  plans  noroBainc  à  cette  courbé ,  par  des  fMwits  aseez 
rapproches;  et  après  avoir  construit  lears  traces  eor  les  deax  plans  de  pro« 
jection,  on  décrira  une  courbe  «tangente  à  toutes  les  traces  horisootales  , 
puis  une  courbe  6  tangente  à  Imites  4es  traces  verticales.  Ces  deux  courbes 
a.  C,  seront  évidemment  les  traces  de  la  surface  Z  Ueu  de  toutes  les  dëm*- 
loppées  de  A  (  n^'^Sd);  et  Ton  obtiendra  diverses  gpébëratrieeH <i ,  6^  G^,.. .. 
de  cette  surfece  développable  ^  en  joignait  deux  A  dept  l^  points  ou  les 
courbes  a  et  ^  sont  touchées  par  un  même  phio  norqial.  'Cela  pofié,  du  point 
de  départ  M  choisi  à  volonté  sur  ta  co|]ii)e  A  ,  oo  mènera  une  tangente  MD 
à  la  surface  2,  puis  on  effectuera  le  développement  de  2  sur  un  plan  quel- 
conque, cù  la  développée  cherchée,  devant  ôtre  une  ligue  droite  (n«  650), 
ne  sera  autre  chose  que  le  prolongement  indéAoi  de  MD.  Alors,  en  mai^uant 

les  points  où  cette  droite  MD  rencontre  chacun^  des  génératrices  y^  y  ,  y\ 

de  £  développée,  puis  rapportant  ces  points  sur  les  génératrices  primitives 
G,  G',  6'\.«..,  on  obtiendra  la  développée  qui  est  tangente  au  rayon  MD.  En 
faisant  varier  cette  droite  qui  a  pu-  être  tracée  de  biep  des  manières  ^  on 
trouverait  d'autres  développées  de  la  courbe  A* 

668.  Si  du  point  M  on  abaisse  ubc  perpendiculaire  sur  la  génératrice  G 
qui  se  trouve  dans  le  plan  normal  relatif  à  M ,  le  pied  de  cette  perpendi* 
culaire  sera  le  centre  de  courbure  de  A  pour  le  point  M  (n*  656 ,  note)  ;  et 
le  lieu  de  tous  les  centres  de  courbure  s'obtiendrait  ea  répétant  cette  construc- 
tion pour  divers  points  M',  M'V»*  ^^  1^  ligne  donnée  A* 

Ces  diverses  opérations  seront  ordinairement  très-laborieuaes  ;  m^^  ell^ 
deviendront  assez  simples  dans  plusiei^irs  cas  intéressants,  cqmm^  cela  arrive 
pour  les  deux  exemples  que  nous  allons  étudier»  et  qui  serviront  d'ailleurs  à 
éclaircîr  la  généralité  des  considérations  préqédQntea. 

6Qld. établi d(m9iéiU7iAdé99lQj[^fM9Uosph^  Fig.    IOL 

k  li^u  4b  êe9  i)$ntr^  €h  cimrbuTfij  ef  fum  d^  ^e$  démkjy^n 

4  • 

Noua  avons  dit  au  nj^  49^  q^^e  ceUe  cpicydoide  .pairtiçnU^^  ^  engendrée 

par  «HA  poîff t  m  4'«*  aerple  mo^  S",  doAt  Iç  pla^  .f^nh  wr  un  ç^  ftw, 
S'AE ,  peodagt  qu^  son  centre  çw^çi^  ,p^rpi^w\l^mmt  ^^^  ^  ^^WP^t  S/ 


Tarantage  ^ue  fa  conrbe  âosifiatre  victil  couper  il  angte^roîl  hr  normale.clwinée,  ee  qui  llv 
HMviK  la  pesidao  Ai  ijpcint  «lieNiié. 
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de  ce  cane  ;  on  a  tu  auttî  au  v9 .  496  que  le  plan  normal  de  celte  courbe  « 
pour  un  point  quelconque  (M,  M') ,  est  le  pha  S'AV  dans  lequel  se  troure 
alors  le  cercle  mobile,. et  qui  est  iangent-  au  cône  fixe  S'AE.  Il  s'ensuit  donc 
que  ce  cène  est  précisément  la  surface  enreloppe  de  tous  les  plans  normaux  , 
dont  nous  avons  parié  au  n^  669 ,  et  sur  laquelle  doivent  être  placées  toutes 
les  développées  et  tous  les  centres  de  courbure  de  la  développante  sphé» 
rique  DMPGQF  ;  ainsi^  d'après  la  note  du  n*  6S0 ,  si  nous  abaissons  du  point 
(M,  M^  la  perpendiculaire  (MR,  M')  sur  la  génératrice  de  contact  S'A  du 
plan  normal,  le  pied  (  R,  M'  )  de  cette  perpendiculaire  sera  le  centre  de  cour- 
bure correspondant  à  (M ,  W)  et  la  vraie  candeur  du  rayon  de  courbure 
sera  RM.  Semblablement,  lorsque  le  point  générateur  se  trouvera  projeté 
en  N, ,  époque  où  le  contact  du  cercle  mobile  est  arrivé  en  A^,  la  perpen-» 
diculaire  N^R^  abaissée  sur  la  génératrice  OA,  sera  le  rayon  de  courbure  , 
et  R,  la  projection  du  centre  de  courbure  :  sa  projection  verticale  serait  fa- 
cile à  obtenir.  Enfin ,  pour  le  point  P  qui  répond  à  un  quart  de  la  révolution 
du  cercle  mobile  «  le  rayon  de  courbure  sera  PO  égal  à  S'^A  ;  de  sorte  que  le 
lieu  des  centres  de  courbure  aura  pour  projection  horizontale  une  courbe  à 
double  nœud  DRR.OR,G..-.O....F  que.  nous  n'avons  pas  achevée,  afin 
d'éviter  la  confusion,  mais  qui  passerait  deux  fois  par  le  point  0  ,  et  dont 
la  partie  OR, GO  r^ond  à  un  arc  situé  sur  la  nappe  supérieure  du  cône 
S'AE. 

670.  Pour  suppléer  à  la  projection  verticale  que  nous  n  avons  pas  voulu 
tracer  ici,  nous  allons  construire  sur  le  plan  du  cercle  mobile,  les  positions  oc* 
cupées  successivement  par  tous  les  centres  de  courbure.  Or,  d'après  la  méthode 
exposée  ci-dessus  pour  le  point  quelconque  (M,  M)  de  la  développante  sphé- 
rique,  on  doit  voir  que  si  l'on  lire  les  rayons  S^o^,  S^o, ,  S/'a,  ,.•.  qui  re- 
présentent les  génératrices  suivant  lesquelles  te  cône  est  touché  successivement 
par  le  plan  du  cercle  mobile^  et  qu*on  leur  mène  les  perpendiculaires  mr^,  wir^ , 
iitr,,....  parties  du  point  générateur  m  ,  ces  perpendiculaires  seront  les  lon«> 
goeurs  précises  des  divers  rayons  de  courbure;  et  leurs  piedsqui  forment  évi- 
demment une  circonférence  de  cercle ,  iront  coïncider  tour  à  tour  avec  les 
vrais  centres  de  courbure  de  la  développante  sphérique,  lorsqu'on  fera  rouler 
le  cercle  S'^A  sur  le  cône  S'AE.  Il  en  seraitde  même  si  Ion  ployait  le  plan  de 
ce  cercle  pour  l'appliquer  sur  le  cône  ,  par  une  opération  inverse  de  celle 

qui  sert  à  développer  cette  suriEsice;  de  sorte  que1a  circonfo'rence  «rr/.S'V 

peut  être  regardée  comme  la  transformée  du  lieu  des  centres  de  courbure  , 
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« 

lanqu\>Q  dëyeloppe  le  côoé  S'ÂB  qui  contient  raellement  tous  ces  centres  (^). 

671.  Quant  à  la  constructioa  diumB  développée  de  la  dëireloppante  sphé» 
rique ,  il  Sàut  se  rappeler  (q<^  659)  qu'une  pureille  courbe  doit  dcTcnir  rscfi» 
Ugne  lorsqu'on  développera  la  surfiice  eoTeloppe  de  tous  les  plans  normaux, 
laquelle  est  ici  le  c6ne  S'ÂE.  Si  donc  ,  sur  le  cercle  rabattu  en  S'',  on  trace 
une  dlt>ite  arbitraire  partant  de  m  ,  telle  que  nuxByi^  il  n'y  aura  plus  qu'à 
transporter  sur  le  cône  S'AE  les  points  «,  C,  y^....  où  cette  droite  rencontre 
les  divers  rayons  S"a,,  S'^a,,  S"a,,..«.  qui  représentent  autant  de  génératrices 
de  ce  cane  ;  or  il  est  bien  facile  de  retrouver  les  véritables  positions  de  ces 
génératrices  sur  les  deux  plans  de  projection^  et  d'y  rapporter  à  partir  du  som- 
met S' les  longueurs  S'^a,  S"Cy  S'^7v*«i  ^^  ^^  fournira  les  deux  projections 
de  la  développée  en  question.  Noué  n'avons  point  effioctué  ces  opérations  sur 
notre  épure ,  afin  d'éviter  la  confusion  qui  en  serait  résultée  pour  le  lecteur; 
mais  nous  les  achèverons  dans  le  problème  suivant^  où  les  résultats  offriront 
plus  d'intérêt. 

672.  Ètantdonnéevmhélice  à  6afeefVoti/a»re(ÂBGDEF....,  A'BCD'E'F'....),  Fie.   1^28. 
trouver  le  lieu  de  ses  ceniree  de  courbwre^et  Vune  de  ees  dévekq}pée$  9 

Après  avoir  construit  la  tangente  (ET«  ET^  de  cette  hélice  «  menons  le 
pian  liormal  correspondant  E^N'N  ,  lequel  pusse  évidemment  par  le  rayon 
(OEy  E")  du  cylindre  qui  contient  cette  hélice,  et  fait  avec. Taxe  vertical 
O  un  angle  complémentaire  de  celui  que  forme  la  'tangente;  Or  cette  der«- 
nîère  ligne  ayant  une  inclinaison  constante  (n*  450),  quelle  que  soit  la  po» 
sttion  du  point  de  contact  (E,  E')  sur  Théliee,  il  s'ensuit  que  tous  les  plans 
normaux  de  cette  courbe  auront  pareillement  uqe  inclinaison  constante,  et 
que  chacun  passera  par  le  rayon  du  cylindre  qui  aboutira  au  point  cou^ 
sidéré  sur  L'hélice.  Par  conséquent,  si  l'on  congoit  que  ces; plans  normaux 
soient  menés  par  des  points  infiniment  voisins,  pris  à  distances  égaler  sur 
lliélice  proposée,  ils  se  couperont  consécutivement  suivant  des  droites  qui  au-* 
ront  toutes  des  positions  parfaitement  symétriques  relativemeiit  à  l'axe  ver* 
tical  O^  c'est-à'-dire  que  ces  droites  seront  également  inclinées  $ur  cet  axe^  et 


(*)Cerésaltat  remarquable  est  emprantë  &  un  Mémoire  intéreasant  de  M.  Th,  Olivier,  sur 
les  centres  de  courbure  des  épîcycloldes,  inséré  dans  le  xxm*  cahier  du  Journal  de  V École 
Polytechnique,  toutefois,  nous  croyons  devoir  avertir  que ,  dans  ce  Mémoire,  il  s'est  glissé 
une  erreur  sur  la  forme  de  la  projection  du  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  développante 
spbëriqne  ;  car  cette  projection  ne  saurait  ^tr«,  comme  on  Ta  dit  par  inadvertance,  la  dive* 
ioppée  de  la  pr<^ection  boHtontale  de  la.  développante  sphénque. 


524  LIVKE   vni.  -  COnRECftË  DES  LlOflËi  ET    DES   SOftPACES. 

|>tâcëeë  éi  fa  «ni^iTie  dktMfùe  de  dette  Teriicâle;  D^oà  je  conclus*  que  ces 
t iitierseeiioosides  pians  ndranm  oanaëctttîfe^  $« tiHM  veroirt'tMigettleft  a  une  aou- 
-iètte  béKee  traeëè  sur  im  •cy'Kadre  droit  à  base  ^Molaire  aboth.  •»  dont  le  rajon 
est  encore  inbonnu  ^  et  qu'elles  (bmefoot  un  hilé€OHil0dévêhppmU0(ù9  ^iS) 
qui  sera  le  lieu  d&K  pâle9,  ou  le  Nêu  de  tfmêeêks^dévdoppéei  (n''  659)  de  l'hetice 

primitive  (ABCDE....,  A'BCD'B'..-)- 
.  673»  Pour  d^termmer  cet  hélicoide;)  j'observe  que  ta  tracée  faorixootale  sera 

precSsëment  la  de'vetoppaûte  do  cerde  inconnu  aiiocfe....(n"  455),  et  que  eelte 
^courbe  devra  être  tangente  aux  trace»  de  tous  les  plans  normaux.  Or  le  pian 
•normal  relatif  au  point  (A,  A')  alyaat  éndemmeot  une  traee  AOI  qui  passe  par 
le  oestre  O,  le  rayon  01  contiendra  BécessaîrenleDt  Tori^ae  de  celte  dévelof> 
fcnHe;  tandîe  que  la  trace  N'N  perpendiculaire  èi  01^  répondra  au  premier 
quart  de  révolution  de  celte  développatrte  ;  par  conséquent  sa  distance  an 
eeotre,  o'est^àHilire  01  ou  éM,  devra  se  trouver  ^récnAmeiïXégnlBiÊuquar^dBki 
circonférence  inconnue  a&rcfe.  Mais  déjà  il  existe  une  relation  semUaUe entre  la 
éoutangente  ET  et  le  quart  de  cercle  Afi;  donc  le  rayon  OA  de  ce  dernier  doit 
avoir  avec  ET»  le  même  rapport  qu'aura  te  rayoo  inoonnu  Om  avec  OL  D'a- 
igres eette  remarque ,  on  tirera  la  droite  kH*  paraMèle^à  ET',  puis  i'm'  poral- 
lète  à  EW)  et  oette  eeeonde  parallèle  déterminera  la  grandeur  O'o^  que  ('on 
doit  dentier  an  rarydn  du  cercle  demandé  ^>6oKfe;  ensuite^  on  eo^struii^Vhâiee 
Xmbcdé..  .M  ér'6V^V«. .  «yde  même pa9  que  rhélioe  primitive^  et  ce  sera  Tarète  de 
i^broussemei^t  de  lliélicoïde  en  question.  €eîle  surface  aura  d^ailleurs  pour 
trace  horizontale  la  développante  etn^ràu  cercle  aAe>rid«...,  et  pour  génératrices 
les  tangentes  de  fa  nouvelle  faéliée ,  telles  que  ifin,  VW}^  (Avi  AV),  lesquelles 
reprësenteul les rntèrsectîons' conséculivesdes plans  normaux  infiniment voi-^ 
sins,  menés  à  l%éliee(ASGD....,  A'B'G'D'....). 
FiG.  128.  674.  Pbur  trotrrer  le  rayon  de  courbure  de  celte  demièi^  ligne  au  point 
(E,E')<)  par  eréniplé,  il  Facit  abaisser  dé  ce  point  (noie  du  n^^&B)  une  perpat* 
dicalatre  (EOc;  F)  sur  la  géfuératricefeTrv  B7f)  (piî  est  dans  le  plan  normal  cor- 
respondant au  point  assigné.  Or,  comme  cette  perpeodiculaire  aboutitévi- 
demment  au  point  (a,  E^,  et  que  des  résultats  semblables  arriveraient  pour 
tout  autre  plan  normal,  nous  en  conclurons  ces  deux  théorèmes  bien  remar^ 
quables  :  1*  toute  hdlice  à  base  circulaire  (ABCDE../.^  A!%'Cï)'W...,)apour  liens 
de  ses  centres  de  courburef  une  autre  hélice  (abcde....^  a^Vdd^e\,.)  déterminée 
comme  ci-dessus;  2''  le  rayon  de  courbure  de  la  première  hélice  est  goptstant^  et 
égai  àla  somme^OE'i'Qedesrai/onsck^  cylindres  où  sont  situées  ces  deuw  courbe^. 
675.  Réciproquement,  oa  verra  aisément  pardeaeonsidéraiions  semblables. 


^iw 
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que  la  deednde  hêSiee{abed$^,.i  «l'^cV^....)»  pourliea  de  ses  ceatres  de  cotir^ 
bure,  lapreîâiëre  hétioe(A.BCD..«,  AfWGU....)}  et  q^  le  ray cm  de  courbure 
daeelle^lâ',  est  atiêsi  constaicimeat  égal  à  la  somme  Oe  +  OEL  Cela  tient  à  ce 
que  le  plair  normal  E^N'N  de  la  première  hélice ,  est  le  plan  osculateur 
(  n^  468  )  de  la  seconde  i  et  qu'aussi  le  plan  normal  de  celle-ci ,  qui  serait 
E^T^  peppendieulaire  â  la  laD^ënte  {enf  E^')^  se  trouTe  le  plan  osculaJteiir  de 
la  prestoière;  de  sorte  qu'il  y  a  UM  complète  rëciprocilé  entre  ces  deux  hélices , 
et  les  mhgkê  de  conthigênee  et  de  tornùn  {p!^  %SAy  654)  dans  Tune ,  sont  res-* 
peetÎTement  égaux  aux  angles  de  torsion  et  de  ccnHngence  dans  l'autre  (^). 

676.  Si  Ton  vent  exprimer  par  l'analyse  la  grandeur  des  rayons  de  cour- 
bure ./o  et  f!  de  ces  deux  hélices  ^  il  n'y  aquJâi  poser 

* 


et  le  triangle  rectangle  k'^a'  que  nous  avons  trace  sur  Tëpure,  fournira  évi- 
demmeot  la  relation  r=R  tang'w ,  d^oàlW  déduira 


p^R4.r=R(l+tans««)=R(l+-;j^^ 


pour  la  première  hélice  ;  et  pour  la  seconde , 


(A*    \ 


t  ( 


677*   Uaiintenant ,  eoflwtruîson^  tms  développé»  de   rhélice  (  ABCD ,  Fig.   128. 

A'ft'CD" )/etx  nannl  tfabcp-d  par  un  point  arbkcaire  (E,  £')  de  dette 

Goorbe.  «ne  droite  qui  scvt  situ^  (n^  698»)  dans  lé  ]p4an  aormal  E'ISIV  relatif 
à  oe  point}  ou  bten^  une  tangente  ^  la  sprftioe  enTeloppe  des  plans  normaux  ^ 
laquelle  aurlace^t  ici'  Thélicoide  développaUe  qui  a  po^  arête  de  rebrousse-* 


(*)  Cette  réciprocité  entre  les  angles  de  contingence  et  de  torsion,  a  lieu  pareillement  dans 
nne  courbe  quelconque  AMM'M'^  {fig.  130)  comparée  avec  Tarète  de  rebrous^ement  UY 
de  la  surfiice  enveloppe  des  plans  normaux  de  Ut  première  ligne.  Car  il  rëtoUe  de  ce  que 
■ona  avons  va  au  do  659>  que  les  plans  P,  F,  P^,.*« ,  aqrmaux  à  AW,  sont  lès  plans  osou»* 
latanrs  de  Uf  ,  tandia  que  le$  plans  osonftileiits  de  AHM^  »  étant  perpeadioolairas  sur  QS  ^ 
Q'S',... ,  se  ttoutent  senleasent  pmfoUiie»  aua  plans  normanx  de  nV9  asais  Cela  sufit  poor 
qoe  les  angles  de  contingence  el  de  torsion  de  AllM'..,,  amant  fespectiveipnna  dgaux  au 
angles  de  torsion  et  de  contingenœ  de  la  ligne  UY. 
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meal  rhelice  (abcd.,..^  afUc'd....  ).  Afin  d'arriverà  des  résultats  plus  symétri- 
ques, choisissoDS  pour  cette  première  tangentei  le  rayon  de  courbure  (Es^  E'), 
et  rappelons^nous  qu'après  le  dëveiopperocnt  de  cet  hélicoide ,  la  développée 
cherchée  deyiendra  une  lig^ne  droite  (n*  659)  qui  devra  être  le  prolongement 
indéBoi  de  (E0 ,  E^).  Si  donc  nous  voulons  développer  cet  hélicoide  sur  son 
plan  tangent  E'N'N ,  il  faudra  (n"»  467)  rabattre  les  tangentes  (ne^  N'E')  et 
(Na,  !NV)  suivant  ne  et  Na";  puis,  élever  à  leurs  extrémités  deux  perpendi* 
culaires «u .  et  atù  qui  détermineront  par  leur  rencontre,  le  centre  u  et  le 
i*ayon  Gae.(*).du  cercle  tk  suivant  lequel  se  transformera  lliélice  {abcd..*..^ 
a'h'cd' );  d'ailleurs,  sur  ce  développement,  la  droite  indéfinie  cjen  représen- 
tera la  transformée  de  la  développée  cherchée. 

Quant  à  la  position  que  prendra,  sur  ce  développement,  la  génératrice  quel- 
conque (Atf ,  Kv)  de  l'hélicoïde,  nous  l'obtiendrons  en  prenant  l'arc  de  cercle  en 
de  mèmelongueur  que  l'arc  d'hélice  (0A,  E'AO)  longueur  qui  est  donnée  (n^  468) 
par  l'hypoténuse  du  triangle  E V)?*^  1  dont  la  base  EV  égale  l'arc  horizontal  eh  ; 
et  alors  la  génératrice  cherchée  deviendra  la  tangente  yj^.  Or  cette  dernière 
allant  rencontrer  la  transformée  tM  de  la  développée ,  au  point  tt  ,  il  s'agira  de 
i*eporter  la  distance  rpz  sur  la  génératrice  primitive  (  Ar,  Kv^  ;  pour  cela ,  on 
prendra  l'hypoténuse  EV'=  ijir,  et  la  base  Ktt'  de  ce  nouveau  triangle  rectan- 
gle, étant  portée  de  A  en p, fournira  évidemment  la  projection  horizontale/»^ 
puis  la  projection  verticale  jt>\  d'un  point  de  la  développée  cherchée,  laquelle 
sera  (cp^,  E/>V), . 

678.  Ainsi,  un  fil  enroulé  sur  cette  branche  suivant  la  direction  (jgoeE, 

d^p'E"),  décrira  par  son  extrémité  (E,  E'),  la  partie  supérieure  (EFGH , 

£T'G'H'..,...);de,rhéUcedonnée,  du  moins  jusqu'à  une  certaine,  limite  que 
nous  allons  déterminer;  et  lé  rayon  dA  démlpppé^  aboutissant  au  point  (/>,  p)^ 
sera  la  tangente  (  H/i,  Hy  ).  Quant  à  la  partie  inforieure  (  EDCB... ,  E'DX'B'...)t 
elle  aura  pour  déveloj^eune  autre  branche  («PX,  ETX)  qui  se  construira 
comme  la  première ,  ou  plutôt  qui  s^en  déduira  immédiatement ,  en  cherchant, 
des  points  (P,  F)  places  symétriquement  avec  (/>,  />')• 


I   :       I  ' 

1 


(*)  C«  rayon  #1  diiît  se.troarer  égal  à  E^,  ^squ0  cVst  la  le  rayon  decoiirbttre'(n«  674) 
de  rhéliee(flfci^..<^  ir^0'<P«..) ,  et  que  cette  ligne  tie  doit  paschaager  de  coabure,  quand 
on  déreloppe  la'turfope  dotit  elle estTsréte  de  reftaouaseoMiMt  (  no  179,  iio/a).  AintI  il  aiiraîi 
mieux  Talu  Mbatlm  une  seule  CMigente suivant  m ,  puis  élerer  la  ferpendionlaire  i#  égaie 
\  Ee ,  laquelle  aurait  suffi 'poor  tracer  lè  cel^cié  ia  :c?est  fa  ttwrche  que  noua  arons  déjà  con* 
seillëe  au  n«  468. 
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679.  Il  y  aura  sur  le  dtivelojppement  de  rhélicoide  ,  une  tangente  Ip  paral- 
lèle à  la  transformée  ueir  de  la  développée  :  donc  ,  si  nous  rapportons  le  point 
Xsur  lliélice ,  en  prenant  Tare  de  cercle  ehl  égal  à  la  base  ET  du  triangle  rec- 
tangle 'EXO!  dont  Thypothénuse  et  i  arc  eX  rectifié  ^  la  génératrice  (/r ,  Fr)  de 
Thélicoide  correspondra  à  >/> ,  et  n'ira  plus  rencontrer  la  développée  {epa: , 
YifloT)  qu'àTinfini.  Toutefois,  ce  n'est  pas  là  Tasymptote  de  cette  branche;  car 
une  pareille  droite  doit  non-seulement  rencontrer  la  courbe  en  un  point  infi- 
niment éloigné ,  mais  aussi  lui  être  tangente.  Or,  puisqu'au  point  (p,  p)  situé 
sur  la  génératrice  (Av,  AV),  la  tangente  était  (Hp,  H/»')  ;  pour  le  point  infini- 
ment éloigné  situé  sur  (/r  ,  fr"),  layéritable  tangente  ,  ou  Vasymptote^  partira 
du  point  (L  ,  IT)  diamétralement  opposé  à  {l,  t) ,  et  sera  la  droite  (Lr  ,  LV) 
parallèle  à  (/r,  fr'). 

680«  On  voit  par  là  que  la. branche  de  développée  (ep:v^  ^*p'x^  ,  quoique 
infinie ,  ne  peut  servir  qu'à  décrire  la  portion  d'hélice  (EKL  ,  E^KX')  ;  et 
quand  le  point  générateur  (E  ,  E')  du  fil  mobile  ,  est  arrivé  en  (L  ,  \J)  ^  il  faut 
que  ce  fil  prolongé  en  sens  contraire  (LZ,  L'Z'),  et  fixé  à  son  extrémité  oppo- 
sée ,  recommence  à  se  plier  sur  une  nouvelle  branche  (YQ6  ,  Y(Xb'^  qui  a  la 
même  asymptote  ,  et  qui  servira  à  décrire  un  second  arc  d'hélice  (LAB  , 
L'A^  B'')  égal  au  précédent.  Pour  construire  cette  nouvelle  branche  de  dévelop^ 
pée,  dont  la  projection  horizontale  doit  être  évidemment  symétrique  àe'epx  , 
on  prendra  l'arc  Ib  =slê^  puis  on  décrira  la  circonférence  pPqQ^  sur  laquelle 
on  placera  le  point  Q  à  gauche  du  rayon  06 ,  comme  le  point  p  était  placé  à 
droite  du  rayon  Oe  ;  enfin  ,on  projettera  Q  en  Q\  en  élevant  ce  dernier  au- 
dessus  de  l'horizontale  Wb"  de  la  même  quantité  dont  le  point  p'  est  abaissé 
au-dessous  de  E'V. 

681  •  A  la  branche  de  développée  (YQb  ,  Y^Q'b")  succédera  une  troisième 
branche  [bqj/  ,  b'*qyf)  dont  chaque  point  (^  ,  q*)  se  construira  com  me  précé- 
demment)  et  d'une  manière  que  notre  épure  rend  assez  visible;  cette  troisième 
branche  servira  à  décrire  un  nouvel  arc  dliélice  (BES»  B'^E^'S'')  toujours  égal 
aux  précédentSi  et  ainsi  de  suite.  L'asymptote  de  cette  dernière  branche  serait 
encore  parallèle  à  la  génératrice  de  l'hélicoide,  qui  partirait  du  point  diamé- 
tralement opposé  à  (S,  S'O  ;  niais  il  sera  plus  simple  de  mener  au  cercle  la  tan- 
gente SWU ,  qui  coupera  LZ  au  point  W  situé  sur  le  rayon  06;  et  comme  ce 
point  serait  projeté  en  W  sur  la  première  asymptote,  il  faudra  placer  le  point 
W  à  U  même  hauteur  au-dessus  de  ^fb'\  puis  tirer  la  droite  W'T'  de  manière 
à  former  avec  la  verticale,  le  même  angle  que  WZ'. 

682.  Quant  à  l'asymptote  (VÇ ,  XX)  de  la  branche  (ePX  ,  E'PX) ,  sa  pro- 
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jection  horizontale  «  tine  position  symétrique  de'  Vz;  et  «a  prc^eotion  irerticale 
étant  évidemment  perallâe  â  YV  ,îl  snflBrade  la  mener  par  le  poiat  V  placé 
BU«Hlessous  de  E',  eomme  le  point  T' est  au-dessus. 
FiG.  128.  683.  Pour  <nieux«aisir  la  liaisondeoes  diverses  branches  delà  déwloppée 
totale  d'une  hélicei  et  bien  comprendre  la  description  de  c^tte  courbe  par  un 
mouvement  oôntùiu  ,  sans  être  obligé  de  transporter  le  point  d'attache  du  fil 
mobile  ,  d'une  branche  «ur  i^autre,  il  n'y^  qu'à  se  représenter  une  droileii^ 
définie  et  inflettible  ,  placée  d'abord  dans  la  position  hornontale  (Ea ,  E^  ,  la- 
qudte  roule  ,  san^  glisser^  sur  la  branche  (epor^  lS!p'af)  en  lui  demeurant  fmor 
gente.  Dans  ce  mouvement ,  le  point  générateur  (E  ,  E')  commencera  par  dé* 
crire  Tare  d^hélice  (  EKL  ,  E'K'L')  ,  et  lorsqu'il  sera  parvenu  en  (L  ,  L')  ,la 
droite  mobile  sera  devenue  l'asymptote  (Ljt  ,  L'z')  ;  mais ,  comme  au  même 
instant  cette  droite  toucherai  à  l'infini  la  seconde  branche  {bX  ,  h"Y^)  ,  si  elle 
recommence  à  rouler  en  sens  contraire  sur  icetle  dermère  branche ,  pour  se 
rapprocher  de  la  position  horizontale  (B^W  ,  VtT)  ,  le  point  générateur  dé* 
crira  dans  celte  eeconde  période  de  son  mouvement  non  interrompu  ,  l'arc 
d'hélice  (LA6,  L  A'^B'O. Puis,  si  delà  position  horixontaie  (&»,  Wb"),  la  droite 
mobile  vient  à  rouler  sur  la  tfK)i8ièœe  branche  (bqjf  ^b''q'y')^  le  point  généra* 
teur  dèci  ira  un  nouvel  arc  d'hélice  (BES  ,  B'^E^'S"'),  jusqu'à  ce  que  la  droite  ait 
pris  la  position  de  l'asymptote  ^WU,  S"  WU')  ;  d'où  elle  passera  ^  sans  inter- 
ruption ,  sur  une  quatrième  branche  qui  a  la  mâme  asymptote  »  et  ainsi  de 
suite. 

Si  Ton  éprouvait  quelque  difficulté  à  suivre  ees  divers  mouvem^ts  dans 
l'espace,  on  pourrait  d'abord  les  étudier  sur  ime  stimmde  (n""  4^1  noie)  , 
courbe  plane  dont  la  développée  située  dans  son  plan,  offre  aiOBi  des  branche» 
infinies  qui  ont,  deux  à  deux,  une  asymptote  comnnine» 


"^^ 
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JSa  làcairburêée9  temffitcas. 


6ft4.  Deux  surfaces  sont  dites  Q^ctcb^rtee»  Tune  de  1  autre  ,  lorsque  tout 
plan  mené  par  la  normale  commune ,  les  coupe  suivant  deux  courbes  tfu4 
sont  oiculatrices entre eUes{n^^SSl)).  ouhien chHOKAlêwémerAwm^hoouf^bur^^ 
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Hais  oa  doit  sentir  que,  parmi  toutes  les  sphères  qui  peuvent  toucher  une  sur- 
face S  en  un  point  donné,  aucune  ne  saurait  lui  être  osculatrice  ;  puisque  la 
courbure  d'une  sphère  est  uniforme  tout  autour  de  sa  normale,  tandis  qu'il 
n'en  est  pas  ainsi  d'une  surface  quelconque.  Alors,  pour  estimer  la  courbure 
de  cette  dernière  en  un  point  donné,  on  cherche  les  rayons  de  courbure  des 
diverses  sections  normales,  et  par  leur  comparaison  ,  on  acquiert  des  notions 
précises  sur  la  forme  plus  ou  moins  aplatie  de  la  surface  autour  du  point  con- 
sidéré, ainsi  que  sur  sa  position  par  rapport  à  son  plan  tangent.  Or  il  existe  , 
entre  les  rayons  de  courbure  de  ces  sections  normales,  une  loi  bien  remar- 
quable que  nous  allons  d'abord  étudier  sur  les  surfaces  du  second  degré. 

685.  Dans  un  ellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes  sont  OA  =a,  OB  =  b  i  F*6*  ^31. 
OC  =  e  ,  considérons  spécialement  un  sommet  G ,  pour  lequel  la  normale  est 
l'axe  COZ  perpendiculaire  aux  tangentes  CX  et  CY  des  deux  ellipses  princi- 
pales CA  et  CB.  Si  nous  menons  par  ce  point  un  troisième  pian  normal  VCZ^ 
dont  la  trace  sur  le  plan  tangent  XCY  soit  CY ,  il  coupera  la  surface  suivant 
une  ellipse  CD  qui  aura  évidemment  pour  demi-axes  OC  =o  et  OD  ^«=</.  Or 
on  sait  (n**  200)  que  les  rayons  de  courbure  au  sommet  G  des  trois  ellipses 
GA ,  CB ,  CD,  ont  pour  grandeurs  respectives 

a*  ïfl  (P 

CG=-=:R,    CH  =  -  =  R',    CI  =  ^=/o; 

e  c  c        *^^ 

et  comme  le  demi-diamètre  (/  de  l'ellipse  ADB,  aura  toujours  une  longueur 
comprise  entre  a  et  5,  on  voit  qu'en  supposant  a<^b^  le  rayon  p  se  trouvera 
toujours  plus  grand  que  R  et  plus  petit  que  R';  c'est-à-dire  que  de  toutes  les 
sections  normales  faites  par  le  sommet  C,  la  courbe  CA  est  la  section  de  eotir- 
bure  maximum  puisque  son  rayon  R  est  le  plus  petit  (n«  653  ),  et  la  courbe  CB 
est  la  section  Aàcourbure  minimum  puisque  son  rayon  R'  est  plus  grand  que 
tout  autre. 

D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  ^  l'angle  que  fait  le  plan  normal  YCZ  avec  le 
plan  principal  XCZ,  9  sera  aussi  l'angle  compris  entre  l'axe  OA  et  le  diamètre 
OD  de  l'ellipse  ADB,  et  l'on  sait  que  la  longueur  de  ce  diamètre  est  donnée 
par  l'équation 

l        ï        .      .    ^     • 
^=  -.  cos«y+  gîsm*  9. 

Donc,  en  multipliant  tous  les  termes  par  c^  et  ayant  égard  aux  valeurs  pré- 

42 
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cëdentes  des  rayous  p,  R,  R',  il  Tiendra 


-  =  *   cos'9  +  1^,  sîn»  y ,  (1) 


1 

} 


relalioa  qui  permettra  de  calculer  immëdiatement  le  rayou  de  courbure  p 
d'une  section  normale  quelconque  passant  par  le  sommet  C,  quand  on  con* 
naîtra  Tangle  f  de  cette  section  avec  une  des  deux  sections  principales^  et  les 
rayons  de  courbure  R  et  R'  de  ces  dernières  courbes. 

FiG.  132.  686.  Considérons  maintenant  un  hyperboloïde  aune  nappe,  dont  l'ellipse 
de  gorge  est  CAFE  qui  a  pour  aies  les  deux  axes  réels  de  la  surface ,  savoir  : 
OA  =  a,  OC =c  ;  tandis  que  Taxe  imaginaire  est  une  horizontale  Ob  =  b  per- 
pendiculaire au  plan  de  Tellipseque  nous  regardons  ici  comme  le  plan  vertical 
de  la  figure.  Le  rayon  de  courbure  de  cette  ellipse,  pour  le  sommet  C ,  sera 

a' 
une  ligne  GG  =  —  =  R  ;  et  celui  de  l'hyperbole  BGL  contenue  dans  le  plan 

des  deux  axes  OC  et 06,  sera CH^  — ==  R' ,  mais  il  se  trouvera  dirige  au- 

dessus  du  plan  tangent  XCY,  au  lieu  d'être  au-dessous  comme  CG.  Mainte- 
nant, menons  par  le  point  C  un  plan  normal  quelconque  VCZ,  qui  forme 
avec  le  plan  principal  XCZ  un  angle  désigné  par  f  ;  si  cet  angle  estassez  petit, 
la  section  sera  une  ellipse  CDF  qui  aura  pour  axes  OC  =  c ,  OD  =  6?,  et  ce 
dernier  sera  évidemment  un  diamètre  de  l'hyperbole  ADK  contenue  dans  le 
plan  des  deux  axes  horizontaux  OA  et  Ob.  Or  on  sait  que  ce  diamètre  est  lié 
avec  les  axes  de  Thyperbote,  par  la  relation 

5r="ir  cos  ?— ^  sm^y; 


si  donc  on  multiplie  tous  les  termes  par  c,  et  qu'on  observe  que  le  rayon  de 
courbure  au  sommet  C  de  l'ellipse  CDF  est./}  =  —,  on  en  conclura 


P 


==  g- cos>  —  1  sin'-  9>,  (2) 


relation  qui  rentre  précisément  dans  la  formule  (1),  pourvu  qu'on  y  regarde 
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comme  négaiif ^CfAui  deardeux  rayùf%s principaux  R,  R',  quj.setrouTerà  dirigé 
aU'Hle$9U9  du  plan  tangent  ^). 

687.  Cela  posé ,  tant  qoe  l'angle  9  sera  peu  différent  de  zéro,  il  est  certain 
que  le  premier  terme  du  second  membre  de  la  formule  (2)^  prévaudra  sur  le 
terme  négatif,  et  qu'ainsi  le  rayon  de  courbure  p  de  la  section  normale  CDF 
sera  positif,  ce  qui  annonce  que  cette  courbe  sera  conveœe^  c*est-à*dire  silnée 

au^dessotu  du  plan  tangent  XCY«  D'ailleurs  —étant  évidemment  moindre  que 

r 

— — T,  et  à  plus  forte  raison  moindre  que  ^  ,  il  en  résulte  que  le  rayon  variable  p 

sera  plus  grand  que  R,  et  qu'il  augmentera  continuellement  avec  ^,  jusqu'à  ce 
que  cet  angle  ait  acquis  la  valeur  o)  déterminée  par  Féquation 

C0S*û) 


_=^-— ,  doù  tang  w  =  d=  y/  -R- 


Si  donc  on  trace  sur  le  plan  tangent  XCY,  ou  sur  le  plan  horizontal  (**)  pa- 
rallèle à  celui-là ,  deux  droites  O'P,  O'Q,  qui  fassent  avec  OX  des  angles 
égaux  à  cj;  alors,  quand  le  plan  sécant  normal  arrivera  dans  la  position  OT, 
il  coupera  lliyperbololde  suivant  une  ligne  dont  la  courbure  sera  nulle, 
puisque  p  deviendra  infini  ;  et  en  effet ,  on  doit  voir  que  celte  section  sera 
Tune  des  deux  généralrices  rectilignes  qui  passent  par  le  sommet  C,  attendu 

que  d'après  les  valeurs  de  R  et  R^,  l'expression  de  (a  revient  à  lang  <u  "«=  ^• 

688.  Lorsque  l'angle  9  sera  devenu  plus  grand  que  o),  et  que  le  plan  nornaal  Fie;.    1 32 
aura  pris  la  position  01?V',  alors  la  formule  (2)  montre  que  le  rayon  p  aura 
une  valeur  négative;  de  sotte  qreîa  section  correspondante  setrouveraconcaî?e, 
c^st-à-dire  située  au-dessus  du  plan  tangent,  et  ce  sera  une  hyperbole  dont  le 


l^fcMfc— .^WJ—l ^1*  I     I         t  MiHIÉli*     I       III     ■  -^li^Mli^»fc— *■— ^^— fc- 


(*)  OrdiDairemeni ,  on  adopte  Th  jpothèse  contraire  parce  que  l'analyse  fournil  une  valeur 
positive  pour  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  située  au-desêuê  de  sa  tangente ,  du  moins 
quand  on  compte  les  ordonnées  positives  de  bas  en  haut.  Mdis,xîorame  ndat  avons  dirigé  ici 
l'axe  des  z  positifs  de  haut  en  ba$,  U  convention  faîte  diins  le  texte  s'accorde  bien  avec  l'ana- 
lyse ;  et  nous  avons  préféré  celte  disposition,  parce  que  les  sections  normales  sont  plus  com- 
modes à  Cgurer,  quand  on  les  place  au-dessous  du  plan  tangent. 

(*♦)  Nous  employons  ici,  outre  la  figure  en  perspective  sur  le  (abieau  vertical  XCZ,  une 
projection  Lorizotitalfc  faltesor  un  plati  perpeddit-u faire  à  la  normale  CZ ,  «fin  de  faire  mieux 
•percevoir  1^  Ihaites  qui  séparent  fefc  sections  eoiivewes  des  secuons  concaves. 
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rayon  de  courbure  p  ira  en  diminuant  numériquement ,  jusqu'à  oe  que  Ton  ait 

y  =  90*,  d'oùf)  =  — R'  =  CH  : 

ce  dernier  résultat  se  rapporte  au  plan  normal  OT',  qui  coupe  la  surfoce  sui- 
vant l'hyperbole  principale  BCL. 

689.  En  continuant  cette  discussion  depuis  <f  =90®  jusqu'à  y  =  360®,  on  re- 
trouverait successivement  des  résultats  analogues ,  puisque  ia  formule  (2)  ne 
renferme  que  les  carrés  de  sin  (f  et  cos  (f.  D'où  Ton  doit  conclure,  1*  que  les  deux 
plans  normaux  PO^/?)  QO/9  ,  partagent  la  surface  autour  du  point  (0\  C),  en 
quatre  régions  distinctes  :  dans  les  deux  angles  PO'Q  et  fO'q  opposés  par  le 
sommet,  toutes  les  sections  normales  sont  convexes^  ou  situées  au-dessous  du 
plan  tangent  XCY;  et  dans  les  deux  autres  angles  PO'^,  Qû  p,  toutes  les  sec- 
tions normales  sont  concaves,  ou  situées  au-dessus  de  ce  plan  tangent;  d'ailleurs 
le  passage  des  unes  aux  autres  se  fait  par  deux  sections  rectilignesPO'/?,  QO'^, 
qui  sont  les  génératrices  de  l'hyperboloïde  situées  dans  le  plan  tangent  XCY. 
2"*  Le  rayon  de  courbure  R  de  la  section  principale  CA.F ,  est  le  minimum  de 
tous  les  rayons  positifs,  lesquels  varient  depuis  jo  =  R  jusqu'à  jO= ao  ;  tandis  que 
le  rayon  de  courbure  R'  de  l'autre  section  principale  BCL,  est  le  minimum  des 
rayons  négatifs  :  ou  bien,  en  tenant  compte  du  signe  deces  derniers,  on  pourra 
dire  que  — -  R''  est  un  m/jtximum^  mais  seulement  par  rapport  aux  rayons  néga- 
tifs qui  varient  depuis  p  =  —  R' jusqu'à  jO  =  —  00  . 
FiG.  133  690.  Les  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  pour  un  sommet  réel 
et  134.  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  sont  également  vraies  pour 
toute  surface  S,  et  pour  un  point  quelconque  M  de  cette  surface  dont  la  normale 
est  MZ .  C'est-à-dire  que,  parmi  toutes  les  sections  normales  passant  par  ce  point  ^ 
il  yen  a  toujours  deuœ,  MA  et  MB,  tiommées  sections  principales,  dont  lapremière 
a  un  rayon  de  courbure  MG= R  qui  est  minimum,  et  la  seconde  un  rayon  de  cour- 
bure  MH  =  R'  quiest  maximum  :  ces  deux  sections  principales  sont  situées  dans  des 
plans  XMZ,  YMZ,  perpendiculaires  entre  eux;  et  quand  une  fois  on  connattlaposi^ 
tien  de  ces  plans  et  les  rayons  principaux  R,  R^,  le  rayon  de  courbure  p  de  toute 
autre  section  normale  M  D  passant  par  le  même  point^  est  donné  par  la  formule 

-^  =  ^cos>  +  g>sin»9,  ^3j 

où  (f  désigne  l'angle  du  plan  de  MD  avec  le  plan  de  MA,  et  où  il  faudrait  regar- 
der comme  négatif  celui  des  deux  rayons  principaux,  R»  R\  qui  serait  dirigé 
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au-HJknus  du  plan  langeât  XMY,  si  la  sur£ace  était  non-^ccnvem  ,  c'est<-à-cUre 
traversée  par  son  plan  tangent  en  M. 

Ce  théorème  important,  dû  à  Etder^  n'est  guère  possible  à  démontrer  d'une 
manière  complète  et  rigoureuse,  au  moyen  de  considérations  purement  synthé- 
tiques ;  c'est  pourquoi  nous  préferons  de  l'admettre  ici  comme  un  résultat  du 
calcul  différentiel  (*)  ;  mais  c'est  l'unique  emprunt  que  nous  ferons  à  l'analyse  , 
et  nous  allons  ensuite  développer  par  la  géométrie  seule,  les  conséquences  inté- 
ressantes dont  ce  théorème  est  susceptible. 

691.  Lorsque  les  deux  rayons  principaux  MG  =  R,  MH  =  R' ,  sont  posilife,  Fig.    133. 
comme  dans  la  fig.  133,  la  formule  (3)  montre  quep  est  constamment  posi- 
tif, quel  que  soit  Tangle^  ;  donc  alors  toutes  les  sections  normales  se  trouvent 
au-dessous  du  plan  tangent  XMY,  au  moins  dans  les  environs  du  point  M,  et  la 

surface  est  convexe  en  ce  point.  D'ailleurs ,  en  supposant  R  <  R\  il  est  facile  de 
voir  que  R  est  alors  le  minimum  absolu  de  tous  les  rayons  de  courbure  des 
sections  normales  passant  par  M  ,  et  R'  le  m^aximum  absolu  de  tous  ces  mêmes 
rayons  ;  en  effet ,  la  formule  (  3  )  écrite  tour  à  tour  sous  l'une  et  l'autre  des 
formes  suivantes 

p  =  -5.-smy.(^---^J,  -  =  — +  cos-y,   (j:--^), 

moDire  qu'on  a  toujours ,  quel  que  soit  l'angle  9 , 

1        1        1         1 

-  <  -R-  ®^  "  >  Tf-;  d'où  ^  >  R  etp  <  R . 

r  P 

Des  conséquences  semblables  auraient  lieu ,  si  les  deux  rayons  principaux 
étaient  négatifs  à  la  fois  ;  seulement  alors ,  la  surface  se  trouverait  placée  au- 
dessus  du  plan  tangent,  tout  autour  du  point  M. 

692.  Lorsque,  pour  un  point  particulier  M  d'une  surface  quelconque,  il  ar- 
rive que  les  deux  rayons  principaux  R,  R' ,  sont  égaux  et  de  même  signe ,  la  for- 
mule (3)  se  réduit  évidemment,  et  l'angle  ^  disparaît')  de  sorte  qu'on  trouve 
j&  =»  R  pour  toutes  les  sections  normales  passant  par  ce  point,  autour  duquel  la 
surface  présente  une  courbure  uniforme  dans  tous  les  sens,  comme  celle  d'une 
sphère.  Ces  points  particuliers  se  nomment  des  ombilics^  et  nous  en  ferons  re- 
marquer plusieurs  de  ce  genre  dans  l'ellipsoïde  (  n^  739)  ;  mais  il  est  déjà  évi- 


{^)  Voyez  V Analyse  appliquée  à  la  géoméiriedeê  trois  dimensions ,  chap.  XYI. 
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detii  que ,  quand  la  méridietiiie  d^tioe  êunfooe  die  révolutiaii  coupe  Taie  sous 
un  angle  droit,  ce  point  est  toujours  un  ombilic. 
FiG.  1 54.  "603.  Lorsque  ks  deux  rayons  pruicipaui  sont  de  signes  con4raireS|iCDmme 
<hins  la/ïjgr.  134  où  MG  »  H  qui  se  rapporte  à  latseekîon  (MA«  WA!)  se  Irouve 
^positif ,  et  où  MHssR'  qui  ise  rapporte  à  la  aeetion  (MB ,  M'B)  se  Ipouie  né* 
•gatif,  alors  la  formule  (3)  écrite  ayec  le  signe  de»R'  eoiëTidioBCSv^^v^'^^ 

i         1  I 

-  ==  -^j-  cos*  (f —  g7-  sin«  y.  f4) 

r 

• 

Elle  montre  dëjà  que  p  sera  tantôt  positif^  tantôt  négatif,  suivant  la  valeur  de 
Tangle  f  ;  c'est-à-dire  qu'il  y  aura  des  sections  normales  situées  les  unes  au-des- 
sous, les  autres  au-dessus  du  plan  tangent  XMY  ;  ainsi  la  surlace  sera  non 
convexe,  ou  à  courbures  opposées.  Pour  détermiiner  les  limites  de  ces  diverses 
sections,  cherchons  la  valeur  particulière  gj  de  l'angle  f ,  qui  satisferait  à  l'é- 
quation 


v/F 


puis,  traçons  sur  le  plan  tangent  XMY,  ou  sur  le  plan  bomontal  C)  qui  lui  est 
parallèle,  deux  droites  MT,  M'Q,  qui  fassent  chacune  avec  M'X'un  angle  égal 
à  û).  Alors,  pour  toutes  les  valeurs  dey  comprises  entre  y=—  «  et  y  *==+«, 
comme  aussi  pou  r  toutes  celles  qui  tomberont  entre  9»  1 80*— &>  et  9 = 1 80"*  -^ , 
la  formule  (4)  donnera  évidemment  des  valeurs  de  p  qui  seront  positives  ;  c'est- 
à-dire  que  toutes  les  sections  normales  comprises  dans  les  angles  dièdœs  PM'Q 
et  pM'9 ,  seront  situées  au«<lessou8  du  plan  tangent  horizontal  XUY.  Au  con- 
traire, lorsque  la  valeur  de  9  tombera  entre  u  et  ISO**  — &>,  ou  bien  entre  180** 
^  0)  et  360^  —  (k) ,  la  formule  (4)  donnera  pour  p  une  valeur  négative  ;  ce  qui 
prouveque  toutes  les  seolions normales  comprises  dans  les  deux  angles  dièdres 
PM'ç  et  QM"/?  »  seront  situées  au-^dessus  du  pbn  taEDgent  XMY ,  on  moins  dans 
les  envii*ons  du  point  M. 


{*)  Noos  employons  encore  ioi,  poiHr  plus^elarlë;  «u)e)p«r^eaive>iiir  tio  plnD  vertical , 
et  une  projection  sur  un  plan  horizontal  ;  si  d'ail  leurs  #0  veut  fixer  ses  idéos  par  un  exemple, 
on  peut  regarder  la  surface  qui  nous  occupe  comme  ^lant  la  gorge  d'une  poulie  dont  Taxe 
serait  horizontal  et  projeté  suivant  (B^L%  G).  Le  point  considéré  (M,  M')  est  alors  sur  le 
cercle  de  gorge  (  EUA,  E'M'A'  ),  et  la  section  (  BML ,  B'HX'  )  est  un  demi-cercle  qui  sert  de 
méridien  au  tore  de  cette  poulie. 
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694.  Ëafin,  lorsque^  recevra  une  des  valeurs  f=ssi=^  o,  oo  ^^^  180^  =^  &>^  Fiq.    154. 
le  rayon  p  devenant  tn/Ent  daos^la  formule  (4)  .<^  iKa^'eusutl  cpie  les  denx  plans 
normaux  limites  PMp,  QM'^,  couperoiilla^surfeee  sttivani  des  courbes  iqtii\, 

sans  être  recti%neSvComiaeeeJaeariivait.daas»rhypbrfaQk)ifik^(n?6ft^  seront 
du  moins  très^aplaties  dans'  les  environs^du  point  M;  et  y  €iffi*îront  une  courbufie 
nulle;  c'esl-à-dire  que  chaeuoe  aura  en  cet  endroit  deux  éléments  coimnans 
avec  sa  tangente  qui  sera  prëcisémeni.  lai  trace  WPP  on  M^Q  du  plem  *  nornud 
&'mito  sur  le  plan  tangent  XM  Y.  Ainsi,  on  peut  dire  que  les  deux  plans  normaux 
PM  jE>  et  QM'9  partagent  la  surface  en  quatre  régions  distinctes  qui  sont  tour 
à  tour  convexes  et  concaves. 

695.  Puisque  dai^  les  surface  non  convexes  ,  les  rayons  de  courbure  po*«> 
sitifs  varient,  d'après  la  formule  (4),  depuis  /?  =  +  R  jusqu'à  p  =«-|*  oo,  et  les 
rayons  négatifs  depuis  p  =  —  R'  jusqu'à  p  =*  —  »,  ils^'ensuîl  que  Rseraici  un 
minimum  relativementaux  rayons  de  la  première  classe^  et  — 'K'  un  maximum 
analytique  pour  ceux  de  la  seconde  classe,  en  tenant  compte  de  leurs  signes; 
mais,  si  1  on  voulait  seulement  parler  de  leurs  grandeurs  absolues,  R'  serait  aussi 
un  minimum. 

Quant  à  la  construction  graphique  des  sections  principales  et  deleurs  rayons 
de  courbure  ,  nous  attendrons  ,  pour  en  citer  des  exemples  ,  que  nous  ayons 
parlé  des  lignes  de  courbure;  parce  que  ces  dernières  offriront  à  la  géométrie  des 
secours  fort  utiles  (*). 

696.  Pour  chaque  point  M  cTune  surface  quelconque^,  on  peut  construire  une 
surface  du  seconddegrélquisoitosculatricede  S  (n»  Q%k\tout  autour  decepoin^. 
Supposons- d'abord  que  la  surfaee  donnée  S  soit  convexe  en  M ,  et  que  MA  et  Fig.    135. 


(*)  Poar  compléter  les  notions  précédentes,  nous  ajouterons  que  si,  par  la  tangente  M  Y 
{fig.  13S},  on  faisait  une  section  o5/tgu0  dont  le  plan  formât  un  angle  0  avec  la  section  tior- 
maie  MD  qui  passe  par  la  même  tangente  HY,  le  rayon  de  courbure  ^^  de  la  section  oblique 
aurait  af  ec  le  rayon  f  de  HD,  la  relation  suivante  : 

^^  s=  ^  cos  4 , 

laquelle  exprime  que  ^j  est  la  projection  de  ^  sur  le  plan  delà  section  oblique  foubien,  que  la 
sphère  déoriteaveo  le  rayofr^serftooupée,paF  lepkmdelaseotkMi  oMique*,  suivant  on  petit 
oeroie  qmaerapBëmératstleeerdeoscnilaleurdecBtteflecftioni  G'esftiethéorèfDtdÙB'Afeiiiiwr; 
poor  la  démonstration  daqtteLnou8«en?erroQa  ànotro^4ia/jffe.a/i}i/tgniAs,ehap«X.YD;ea'£[ii-* 
sant  aeulement  observer  ici  que,  d'après  la  formule  précédente  ,  les  sections  obliques  faites 
dans  une  surface  quelconque ,  seront  toujours  conveseê  ou  eoncatei  en  même  temps  que  la 
section  normale  qui  passera  par  la  même  tangente. 
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MB  représentent  ses  deux  seetions  principales  ,  ou  les  sections  normales  de 
courbure  maximum  elminimum^  lesquellesont  pour  rayons  MG  =  R)MHs=sR'. 
Sur  la  normale  MZ,  prenons  une  distance  arbitraire  MO==c,  que  nous  adop- 
terons  pour  un  des  axes  d'une  ellipse  MA'  qui,tracée  dans  le  plan  de  la  section 
MA,  devra  lui  être  osculatrice  :  pour  remplir  cette  condition,  il  suffit  de  choisir 
le  second  axe  OA'  «=  a  dételle  sorte  que  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  au 
sommet  M,  soit  égal  à  R,  ce  qui  donne  la  relation 


a* 


-=  R,  d'où  a  =  r/  R  c  ; 
c 

ainsi  le  demi-axe  OA'=a  se  déterminera  en  cherchant  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  R  et  e.  De  même  ,  dans  le  plan  de  la  section  MB,  construisons 
une  ellipse  MB'  qui  lui  soit  osculatrice ,  et  qqi  ùk  pour  ses  demi-axes  OM  =.  c 
et  OB'  =  b  \ce  dernier  se  déterminera  encore  par  la  relation 

Gela  pose ,  les  deux  ellipses  MA'  et  MB'  déterminent  complètement  un  el- 
lipsoïde  2  qui  aura  pour  ses  trois  demi-axes  ,  OM  ,  OA' ,  0B\  attendu  que  le 
plan  de  la  courbe  MB  est  perpendiculaire  sur  celui  de  MA;  et  je  disque 
cet  ellipsoïde  sera  osculateur  de  la  surface  S ,  ce  qui  se  réduit  à  prouver 
(n"*  684)  que  tout  plan  normal  MOD  coupe  S  et  2  suivant  deux  courbes 
MD  et  MD'  qui  ont  le  même  rayon  de  èourbure.  Or ,  en  appelant  p  et  p 
les  rayons  de  ces  deux  sections  ,  ils  seront  donnés  (n"*'  690  et  685)  par  les 
formules 

-  =  -g  cos'  9>  +  ^  sin*  (f ,  -^  f  acos*  y  -j-  j,  sin*  y  , 

lesquelles  prouvent  que/>  ="  p' ,  d'après  les  valeurs  précédentes  de  a  et  b. 

697.  On  doit  observer  que  l'ellipsoïde  2  osculateur  de  S  pour  le  point  M  , 
n'est  pas  unique ,  puisque  la  longueur  de  Taxe  c  a  été  choisie  arbitrairement  ; 
ainsi  en  prenant  c?  =  a  =  R ,  ou  c  =6  =  R'  ,  on  le  rendrait  de  révolution  , 
mais  non  pas  autour  de  la  normale  MZ.  D'ailleurs ,  nous  aurions  pu  employer 
deux  hyperboles  ,  ou  deux  paraboles  ,  poui*  courbes  osculatrices  des  sec* 
tions  principales  MA  et  MB,  et  la  surface  ^osculatrice  de  S  serait  devenue 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes  ,  ou  un  paraboloide  elliptique  ,  qui  sont  tous 
les  deux  des  surfaces  convexes. 
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698.  Soit  mamtenant  ooe  aurfieiee  S  non  convexe ,  dont  les  sections  prin*  Fig.  136, 
eipales  MA  et  MB  ont  des  rayons  de  oom^bure  de  sens  opposé ,  MG  =  R , 
MU  »s  R'.  Construisons  ^  oomoie  d^dessus ,  une  ellipse  MA'  qui  soit  oscu-* 
latrice  de  MA  au  point  M ,  et  dont  les  demi^axea  soient  MO  '^  o  longueur 
arbitraire  prise  sur  la  normale  ,  et  OA'  »»  a  ligne  déterminée  par  la  re- 
lation a^^y^  Rc?  ;  mais  ,  pour  courbe  osculatrice  de  la  section  MB ,  nous  ne 
pouTons  plus  adopter  une  ellipse ,  car  il  n'existe  pas  de  surface  du  second 
degré  qui  admette  deux  sections  de  ce  genre ,  situées  Tune  au-dessous  et 
l'autre  au-dessus  du  plan  tangent.  Nous  construirons  donc  une  hyperbole 
B'ML',  qui  ait  pour  demi-axe  réel  la  ligne  MO  =c,  et  pour  demi-axe 
imaginaire  une  droite  OB^  =  b  perpendiculairo  au  plan  de  Tellipse  ,  et 
telle  que  le  rayon  de  courbure  de  cette  hyperbole  (n**  200)  yérifie  la 
relation 


Alors,  l'ellipse  MA' et  Thyperbole  MB^ détermineront  complètement  un  hyper- 
bololde  à  une  nappe  2,  lequel  sera  bien  osculateur  de  9  au  point  M  (n?  684)  ; 
car  tout  plan  normal  qui  fera  un  angle  f  avec  MA ,  coupera  S  et  2  suivant 
deux  courbes  dont  les  rayons  de  courbure  p  et  p'  seraient  donnés  {n^  693  et 
686 }  par  les  formules 

-  =  "^  cos  9 "^  ]gp"  sin  y  I     ~  =Ti  cos*  y  —  rj  sm  y  , 

lesquelles  prouvent  que  p  a=^\  d'après  les  valeurs  précédentes  de  a  et  b. 
Nous  aurions  eu  encore  un  hyperbolo'ide  osculateur  de  S ,  mais  tourné  en 
sens  contraire ,  si  nous  avions  mis  Tellipse  à  la  place  de  Thyperbole  ,  et  réci- 
proquement ;  d'ailleurs ,  on  ne  doit  pas  oublier  que  l'axe  c  dirigé  suivant  la 
normale  MG  ou  MH ,  peut  recevoir  une  longueur  arbitraire.  Enfin ,  si  l'on 
ayait  adopté  deux  paraboles  pour  courbes  osculatrices  des  sections  MA  et 
MB  9  on  aurait  obtenu  ,  pour  surface  osculatrice  de  S ,  un  paraboloïde  hyper- 
bolique. 

699.  LIGNES  DE  COURBURE  d'tn^  éurfhce  queletmque.  Moivsb  a  nommé  Fio.  135. 
ainsi  la  suite  des  points  pour  lesquels  les  normales  de  la  surface  S  Tont  se 
rencontrer  oonsécutivemeat,  el  nous  allons  démontrer  qu'à  partir  de  chaque 
point  M  donné  sur  S  ^  il  n'existe  0n  général  que  deuû^  lignée  de  courbure  MaU, 
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MéV ,  lesquelles  se  coupent  à  ang  le  droit  et  sont  tangentes  auw  sections  principales 
MA,  MB(a<>  690),  dont  elles  diflSèrent  néanmoins,  puisque  ordinairement  ellea 
ne  sont  point  planes  ,  comme  ces  dernières.  Commençons  par  étudier  ces 
lignes  de  courbure  au  sommet  d'une  surfisce  du  second  degré. 

FiG.  131.  700.  Soient  CÂ  et  CB  les  deux  sections  principales  qui  se  coupent  au 
sommet  C  d'un  ellipsoïde,  pour  lequel  la  normale  de  la  surface  est  CO  ;  en 
menant  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  XCY ,  et  à  une  distance  Cu  infini- 
ment petite ,  il  donnera  une  section  elliptique  aSe  dont  les  sommets  a  et  S 
seront  placés  sur  CÂ  et  CB  ;  et  si  l'on  prend  sur  cette  courbe  un  point  quel- 
conque N  différent  de  a  et  c ,  je  dis  que  la  normale  NK  de  rellipsoïde  ne  ren- 
contrera pas  la  normale  CO  relative  au  sommet.  En  effet ,  cette  dernière  est 
projetée  au  centre  ca  de  la  petite  ellipse ,  tandis  queNK  qui  doit  être  perpen* 
diculaire  à  la  tangente  NT,  se  projettera  sur  le  plan  de  cette  même  ellipse  , 
suivant  une  droite  NK^  encore  perpendiculaire  à  NT:  or  on  sait  qu'une  nor- 
male NK'  de  l'ellipse  aie ,  ne  Ta  point  passer  par  le  centre  u  ;  donc  la  nor- 
male NK  de  la  surface  ne  rencontrera  jamais  C&) ,  quelque  près  de  C  que 
soit  pris  le  point  N;  à  moins  qu'on  ne  le  choisisse  en  a  ou  S,  sur  une  des  deux 
sections  principales  CA  ou  CB,  parce  qu'alors  la  normale  de  l'ellipsoïde  se- 
rait projetée  suivant  l'un  des  axes  ao)  ou  &> ,  lesquels  vont  passer  par  le 
centre  u. 

Il  résulte  de  là  que ,  pour  le  sommet  C  d'un  ellipsoïde,  il  n'y  a  que  deux 
lignes  de  courbure  qui  sont  dirigées  d'abord  suivant  les  éléments  Cx  et  C?  des 
deux  sections  principales.  D'ailleurs ,  pour  ce  point  particulier ,  les  deux  lignes 
de  courbure  coïncideront  totalement  avec  les  sections  CÀF  et  CBF  ;  parce  que 
les  normales  de  lellipsoïde  menées  par  tous  les  points  de  la  courbe  CA,  sont 
situées  dans  le  plan  de  cette  courbe,  attendu  que  les  tangentes  des  sections  ho- 
rizontales ,  pour  les  sommets  a,  A,....  se  trouvent  toutes  perpendiculaires  au 
plan  de  l'ellipse  CAFi  Les  mêmes  motifs  s'appliquent  à  la  section  CBF. 

FiG.  132.  701.  Dans  Thyperboloïde  à  une  nappe  de  la  fig.  132,  on  verra  aisément 
qu'une  section  parallèleau  plan  tangent  XCY,  et  placée  au-dessous  à  uue  dis- 
tance infiniment  petite^  fournirait  une  hyperbole  dont  les  deux  sommets  réels 
a  et  e  seraient  sur  ACE  ;  tandis  que  si  cette  section  était  au-dessus  de  XCY,  ce 
serait  une  hyperbole  renversée  dont  les  sommets  réels  ?  et  X  se  trouveraient 
sur  BCL.  Or,  comme  la  normale  de  la  surface  se  projetterait  encore  sur  la  nor- 
male de  Tune  ou  de  l'autre  de  ces  hyperboles,  et  que  cette  dernière  droite  ne 
va  passer  par  le  centre  qu'autant  que  le  point  de  contact  coïncide  avec  l'un  des 
sommets,  on  en  conclura,  comme  ci-dessus,  que  la  normale  OCH.de l'hyperbo-* 
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loîde  en  C  ,  ne  peut  èlre  rencontrée  par  une  normale  infiniment  voisine  que 
quand  cette  dernière  part  d'un  point  de  la  section  principale  CÂ.  ou  CB.  Il  est 
donc  démontré  qu'au  sommet  C  de  l'hyperboloïde,  il  n'y  a  encore  que  deux 
lignes  de  courbure,  lesquelles  coïncident  entièrement  avec  Â.GE  et  BCL ,  par 
les  mêmes  raisons  que  dans  l'ellipsoïde  • 

702.  RcTcnons  maintenante  une  surface  générale  S  que  nous  supposerons  Fig.  135. 
d'abord  convexe,  autour  du  point  quelconque  M  que  Ton  considère.  Il  existe 
toujours  (n**  696)  un  ellipsoïde  Z  qui  est  osculateur  de  S  en  M;  et  si  Ion  coupe 

ces  deux  surfaces  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent,  et  infiniment  voisiui 
non-seulement  tous  les  points  de  la  section  aN$  ainsi  obtenue  seront  communs 
à  S  et  à  2,  mais  encordes  normales  de  ces  >deux  surfaces,  pour  chacun  des 
points <x»  Nyê,..v  seront  les  mêmes*  En  effet ,  on  a  tu  que  deux  sections  MD , 
MD',  contenues  dans  un  même  plan  normal  quelconque,  étaient  osculatrices  ; 
cest-à«dire  qu'elles  afaientdeux  tangentesconsecutiyes  communes,  luneenM, 
l'autre  en  N  :  donc  cette  dernière  tangente  jointe  avec  la  tangente  NT  de  la 
courbe  aSi€f  déterminera  un  plan  qui  touchera  en  même  tempsS  et  2  au  point  N, 
et  par  suite,  la  perpendiculaire  à  ce  plan  sera  une  normale  commune  aux  sur- 
foces  S  et  2.  Cela  posé,  il  a  été  prouvé  (  u?  700)  que  sur  l'ellipsoïde  2,  la  normale 
MO  du  sommet  ne  peut  être  rencontrée  par  une  normale  infiniment  voisine 
qu'autant  que  celle-ci  part  du  point  a  situé  sur  MA',  ou  du  point  6  situé  sur  MB'; 
donc  aussi,  sur  la  surface  S,  il  n'y  a  que  les  deux  normales  oG  et  6R  qui  aillent 
couper  la  normale  MO;  et  par  conséquent  il  n'existe^  à  partir  du  point  H,  que 
deux  lignes  de  courbure  dont  hs premiers  élémenle}/la,  elM6 eont commune atiOf 
sections  principales  MA  et  MB.  Maintenant  si,  à  partir  de  a,  on  roulait  trouver 
un  point  infiniment  voisin  a'  dont  la  normale  allât  couper  la  préce'dente  (xG,il 
faudrait  choisir  ce  nouveau  point  sur  une  des  deux  sections  principales  relatives 
à  ft  :  or,  en  général,  aucune  de  ces  deux  dernières  ne  serait  dans  le  plan  de 
MA  ;  par  conséquent  la  première  ligne  de  courbure  WaafV  sera  gauche  ordi- 
nairement, et  elle  se  trouvera  seulement  tangente  à  la  section  principale  MaA. 
Une  conséquence  analogue  a  lieu  pour  la  seconde  ligne  de  courbure  H^Y qui 
touchera  la  section  principale  Mf  B  ,  mais  différera  ordinairement  de  celle- 
ci  dans  le  reste  de  son  cours;  et  d'ailleurs,  ces  deux  lignes  de  courbure  MU  et 
MY  se  couperont  à  angle  droit  en  M,  comme  les  deux  sections  principalesaux- 
quelles  elles  sont  tangentes. 

703.  En  outre,  les  portions  MG  et  MH  de  la  normale  primitive  MO  ,  dé-  Fig.    135. 
terminées  par  sa  rencontre  avec  les  deux  normales  voisines ,  et  que  Mongb  a 
nommées  les  rayons  de  courbure  de  la  surface  au  point  M,  ne  sont  autre  chose 
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que  les  deux  rayons  principaux  dé6nÎ9  au  n^  600.  En  eflfet,  les  droites  MG  et 
ftG  étant  normales  à  la  surface  S,  le  9ont  nëcessàireoieiit  i  la  courbe  MA  ; 
et  lïotaimé  elles  sont  dleiilleurs  dans  son  )plan  ,  l^r  rencontre  G  est  bien  le 
centre  du  cercle  oscùlateur  ( n*  650}  tle  ta  section  MA  :  de  même,  H  est  le 
centre  de  courbure  de  la  section  MB;  mais  la  dénomination  adoptée  par  Jiftm]^, 
lient  i  une  propriété  qu'il  importe  de  làire  ressortir. 

Si  du  point  G  comme  centre ,  àvèe  une  des  normales  GM,  Gtt,  qui  sont 
égales (n**  650),  on  décrit  une  sphère,  elle  touchera  la  surface  S  en  deut 
points  consécutifs  M  et  a,  puisque  deux  de  ses  rayons  sont  normaux  à  S  ;  et  il 
en  arrivera  autant  pour  la  sphère  décrite  du  point  H,  a?ec  le  rayon  HM  =  US. 
Taudis  que  si,  avec  le  rayon  de  courbure  MI  =*  NI  d'une  autre  section  nor- 
male MND,  on  décrivait  une  sphère,  elle  toucherait  la  surface  S  seulement 
eb  M ,  et  non  en  N  ;  car  lerayon  ^Ine  serait  pas  normal  4  ta  surface  S,  puis* 
que  nous  venons  de  prouver  que  la  véritable  normale  NK  ne  peut  aller  cou^ 
per  MO.  Ainsi ,  les  portions  MG  et  MH  de  la  normale  en  M ,  sont  les  rayons 
de  deux  sphères  qui  seules  peutent  avoir  deux  plans  tangents  consécutif^  com^ 
ifi^mns  n^ec  S  ,  et  dont  la  courbure  exprime  le  makiâium  et  le  minimum  de 
courbure  que  présentent  les  diverses  secti<!ms  normales  autour  du  point  M. 
Toutefois,  il  ne  ftiiit  pas  dire  que  ces  deux  sphères  sonti^ir^^/v^fte^yde  S;  parce 
que  le  double  contact  qu*elles  ont  chacune  avec  cette  8Ui*(ace ,  n^a  lien  que 
dans  une  direction,  et  non  tout  autour  du  point  M,  comme  l'exigerait  le  vérî* 
table  caractère  de  Tosculation  (  n*'  684  ). 

704.  Il  faut  aussi  se  garder  de  ci*oireque  MG  soit  lerayon  de  courbure  delà 
ligne  MoU,  c'est--à-dire  le  rayon  du  cercle  qui  aurait  avec  cette  ligne  deux  élé- 
ments communs.  En  effet,  il  est  bien  vrai  que  les  deux  droites  MG  et  «G,  étant 
normales  à  la  surface,  sont  aussi  telles  par  rapport  à  la  courbe  Mali  :  mais,  pour 
que  leur  rencontre  G  donnât  le  centre  de  coui*bure  de  Mail,  il ,  faudrait  que  ces 
normales  fussent  situées  toutes  deux  dans  le  plan  osculateur  de  cette  courbe 
(n*650);  ce  qui  n^arrivera  que  dans  le  cas  particulier  où  MD  coïncidera  avec 
MA,  ou  du  moins  lorsque  MU  et  MA  auront  un  contact  du  second  ordre. 
Fifi.  136.  705.  Pour  une  surlace  non  convexe,  on  démontrera  d\ine  manière  toute 
semblable  Texistence  et  les  propriétés  des  detix  lignes  de  courbure  relatives  à  un 
(>oint  quelconque  M,  en  construisant  (n**  698)  Thyperboloîde  osculateur  de 
cette  surface  en  M,  et  y  appliquant  ce  que  nous  avons  prouvé  pour  la  rencontre 
des  normales  au  sommet d  un  hyperboloïde(n®  TOI).  Seulement  ici ,  les  deux 
centres  de  courbure  Get  H  seront  placés  Tun  au-dessous,  l'autre  au-dessus  du 
plan  tangent;  mais  toutes  les  relations  précédentes  seront  également  vraies. 
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706.  Lor^ue  te  pomt  M  considéré  sur  nû«  surface  quelconque,  sera  un 
'omMte{o?fll9t)j  le  nombre  des  lignes  de  courbure  deviendra  indéfini^  comme 
i^luides  sections  principales  auxquelles  eHes  doivent  être  tangentes;  maiscette 
«eiHsonfltafciee  parlicufière  ne  se  présentera  jamais  dans  les  surfaces  non  convexes , 
^puisque  quand  même  les  rayons  principaux  seraient  égaux  en  grandeu  r  absolue, 
ils  ne  seraient  pas  identiques  quanta  la  position. 

7i7.  Après  avoir  ainsi  démontre  généralement  l'existence  de  deux  lignes  de 
^courbure  pour  chaque  point  d'une  surftice  quelconque,  il  est  bon  de  citer  di- 
Ters  exemples  où  la  détermination  de  ces  lignes  s'effectue  immédiatement. 

Dans  une  surfiice  de  révolution  décrite  par  un  méridien  quelconque  AME,  Fifi.    139 
ce  méridien  est  lui-même  une  première  ligne  de  courbure  pour  chacun  de  ses      et  140, 

points,  tel  que  M;  car  les  normales  de  la  surface  MG,  «G,  a  G' se  trouvant 

contenues  toutes  dans  le  plan  méridien  (n*  150),  iront  se  couper  consécutive- 
ment sur  la  développée  GG^"....  de  lacourbeMÂ.  La  seconde  ligne  de  cour- 
bure passant  par  le  point  M  est  évidemment  le  parallèle  M^V,  puisque  toutes 
les  nortnales  de  tastïrfece  qoi  paitent  des  points  M,  S,  V,....  vont  aboutir 
(1(1*1 3ê)  au  même  point  Hde  Taxe.  Ajoutons  qu^ici  les  tkua:  rayon%  de  courbure  de 
la  nrfwe  sont  le  rayon  de  courbure  MG  du  mréridien,  et  la  portion  MH  de  la 
normale  comprise  entre  le  point  oonsidéré  M  et  l'axe  de  révolution. 

708.  Quant  aux  deux  sections  principales  de  la  surface  (n**  690),  relatives  au 

point  quelconque  M,  la  première  est  encore  1è  méridien  MA;  car  le  plan  de 

cette  section  doit  tH>ntenir  la  normale  MG  de  la  surface,  et  Télëment  Ma  de  la 

Hgne  de  courbure  <|m  lui  est  tabgente  (n^  702)  ;  et  celle  coïncidence  entière 

entre  la  section  pi^incipale  et  la  ligne  de  eourburre,  se  reph>duira  évidemment 

toutes  les  fois  que  cette  dernière  #erô;9ftine  et  que  *(mp//ïnfvn/^rmero /a  normale 

delà  surface.  La  seconde  section  principale  pour  le  point  M,  ne  coïncide  plus 

avec  Fautre  ligne  de  courbure  H$V ,  parce  que  celleHn,  quoique  plane,  neren* 

ferme  pas  la  normale  MH  ;  mais  on  obtiendra  aisément  cette  seconde  section 

principale  M66,  en  conduisant  suivant  MHG  un  plan  sécant  perpendiculaire  au 

plan  delà  première  sectionMA,  et  la  courbe  M^  auraun  élément  M?  commun 

avec  le  parallèle  M6V.  D'ailleurs,  les  deux  rayons  de  courbure  des  sections  nor- 

malesMAetMB,  serontCn*"  703)  les  rayons  de  courbure  MG  et  MH  de  la  surface. 

709.  Dans  un  cylindre  à  base  quelconque,  la  génératrice  rectiligne  qui  passe 

par  le  point  considéré^  sera  évidemment  une  première  ligne  de  courbure;  car, 

le  plan  tangent  étant    commun  tout  le  long  de  cette  génératrice,  les  diverses 

normales  seront  parallèles  entre  elles,  et  contenues  dès  lors  dans  un  même  plan, 

quoiqu'elles  n'aillent  ici  se  rencontier  qu'à  TinfinL  Cette  génératrice  sera  en 


542  LITRE  TUI.-  COURBURE  DES  UGUCES  ET  DES  SURFAeSS. 

même  lemps  une  première  section  principale,  par  la  raison  générale  citée  au 
numéro  précédent;  et  la  courbure  de  la  surface  sera  nulle  dans  le  sens  de  la  gé» 
neratrice ,  puisque  le  rayon  de  courbure  fourni  par  la  rencontre  de  deux  nor^ 
maies  voisines,  se  trouyerainBni.  Ensuite,  si  par  le  point  considéré,  on  mèneua 
plan  perpendiculaire  à  la  génératrice,  la  section  orthogonale  ainsi  produite  sera 
la  seconde  ligne  de  courbure,  puisque  les  normales  du  cylindre  relatives  aux 
divers  points  de  cette  courbe  ,  se  trouveront  évidemment  dans  son  plmi,  et 
iront  se  couper  sur  la  développée  de  cette  section  orthogonale  dont  le  rayoa 
de  courbure  devient  ainsi  le  rayonlminimum  de  la  surface;  c'est-à-dire  que  2a 
courbure  masimum  du  cylindre  a  lieu  dans  le  sens  de  la  section  orthogonale, 
laquelle  est  aussi  évidemment  (n^  708)  la  seconde  section  principale. 

710.  On  verra  de  même  que,  dans  un  cône  à  base  quelconque,  chaque  gêné* 
ratrice  rectiligne  est  à  la  fois  une  ligne  de  courbure  et  une  section  principale, 
dans  le  sens  de  laquelle  la  surface  offre  une  courbure  nulle  :  puis,  comme 
toutes  ces  génératrices  doivent  être  coupées  à  angles  droits  parles  lignes  de  la 
seconde  courbure ,  ces  dernières  seront  les  intersections  du  cône  avec  des 
sphères  dont  le  centre  commun  sera  placé  au  sommet.  Quant  à  la  seconde  sec- 
tion  principale  relative  à  un  point  donné  sur  une  génératrice,  on  obtiendra  en 
menant  parla  normale  du  cône  en  ce  point,  un  plan  sécant  perpendiculaire  à 
la  génératrice. 

711.  S'il  s'agit  d'une  surface  développable  quelconque,  la  génératrice  recti^ 
ligne  sera  encore  à  la  fois  une  ligne  de  courbure  et  une  section  principale  dont 
le  rayon  de  courbure  se  trouvera  infini,  attendu  que  le  plan  tangent  de  la  sur- 
fece  est  commun  tout  le  long  de  cette  génératrice.  La  seconde  section  princi- 
pale pour  un  point  donné  H,  s'obtiendra  en  menant  par  la  normale  en  ce  point^ 
un  plan  sécant  perpendiculaire  à  la  génératrice  qui  y  passe;  et  la  seconde  ligne 
de  courbure  qui  doit  couper  à  angles  droits  toutes  les  génératriceSi  sera  une  </ë- 
loppante  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface.  Â.insi ,  dans  l'hélicolde 
développable  de  la  fig.  96,  les  génératrices  rectilignes  sont  les  lignes  de  pre- 
mière courbure,  et  les  lignes  de  seconde  courbure  sont  les  sections  horizon- 
tales, telles  que  ABCDLMPQ...;  car  cette  spirale  coupe  à  angles  droits  toutes 
les  génératrices,  et  elle  est  bien  une  développante  (n**  661)  de  l'hélice 
(Affyd....,  A'S'y^'....). 

Fic^.  143.  712.  Lorsque  la  surface  proposée  S  sera  gauche,  la  génératrice  GMP  nesera 
plus  une  ligne  de  courbure,  puisque  les  normales  le  long  de  cette  droite,  loia 
de  se  rencontrer,  forment  un  paraboloide  hyperbolique  (n*  595);  mais  GHP 
se  trouvant  dans  le  plan  tangent  en  M,  sera  précisément  la  section  d'un  des  deux 
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platunormaum  Umttes  (a**  694)  qui  séparent  les  sections  normales  placées  au- 
dessous  du  plan  tangent,  d'ayee  celles  qui  sont  situées  au-dessus.  Or,  comme  le 
plan  tangent  en  M  coupera  la  surface  gauche  suiyant  une  seconde  branche  Ma, 
si  on  lui  mène  sa  tangente  MQ  qui  sera  la  trace  du  second  plan  normal  limite, 
et  que  Ton  divise  par  moitiés  Tangle  PMQet  son  supplément,  au  moyen  des 
droites  MA  et  HB ,  ces  dernières  seront  les  traces  des. deux  sectionê principales 
sur  le  plan  tangent,  et  ce  seront  aussi  les  tangentes  aux  deuxlignes  de  courbure 
partant  de  M. 

713.  Des  résultats  semblables  auraient  lieu  pour  une  surface  S  qui,  sans  être 
gauche  ,  serait  noncouTexe  ,  parce  que  le  plan  tangent  d'une  telle  surface  la 
couperait  nécessairement  suiTant  deux  branches  passant  par  le  point  de  con- 
tact, et  dont  les  tangentes  indiqueraient  encore  la  position  des  plans  normaux 
limites;  d'où  Ton  conclurait,  comme  ci-dessus,  la  direction  At&  sections  princi- 
pales et  des  lignes  de  courbure  en  ce  point. 

714.  Après  ces  divers  exemples ,  rentrons  dans  la  théorie  générale ,  et  con-*  Fie.   142. 
ceTons  qu^à  partir  d'un  point  M  pris  à  yolonté  sur  une  surface  quelconque  S, 

on  cherche  ,  parmi  les  points  infiniment  voisins,  les  deux  seuls  H'  et  K  pour 
lesquels  les  normales  vont  couper  celle  de  H  ;  puis ,  qu'à  partir  de  M^  ,  on 
fasse  la  même  recherche  qui  fournira  les  points  M''  et  K' ,  et  que  l'on  continue 
à  opérer  semblablement  pour  les  points  M'",.*,,  K,  KV**-i  H»RS.f;  on  obtien- 
dra ainsi  deux  séries  de  lignes  de  courbure , 

MM'D,  KKTJ',  RR'D',.....  et  MKV,  M'K.V' ,  M'K'T' ,...., 

lesquelles  partageront  la  surface  proposée  en  quadrilatères  curvilignes  dont  les 
câtés  se  couperont  toujours  à  angles  droits  {n?  702),  et  indiqueront  les  direc- 
tions des  detMC courbures  de  la  surface^  c'est«à-dire  les  directions  où  elle  présen- 
tera, autour  de  chaque  point,  une  courbure  maximum  ou  minimum  (n^  705). 
715*  Maintenant  si,  par  tous  les  points  d'une  des  lignes  de  la  première  cour- 
bure MU  ,  on  conçoit  les  diverses  normales  deja  surface  S,  ces  droites  qui  se 
rencontreront  condécutivement,  formeront  une  surface  développable  dont  Ta- 
rète  de  rebroussement  GG'G'^  tangente  à  toutes  ces  normales^  sera  la  suite  des 
centres  de  la  première  courbure  de  S ,  relatifs  à  la  ligne  MU.  Observons  , 
d'ailleurs,  que  cette  arête  de  rebroussement  sera  t/ne  développée  (n**  658)  delà 
ligne  MU ,  et  que  cette  dernière  se  trouvera  aussi  une  ligne  de  courbure 
(n®711)  pour  la  surface  développable  formée  par  les  normales  en  question. 
En  opérantainsi  pour  chaque  ligne  KU',  RUv»  W  «...•  de  la  première  courbarci 
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on  obtiendra  une  série  de  surfâces^  dévelopipables  ,  chacune  normale  à  S  .  el 
dont  les  arêtes  de  rebrous&emeni  GG'G"...  .G^G/G;*".-  ,  formeronl,  par  leur 
ensemble,  une  surface  2  lieu  des  centrei  (h  la  première  courbure  de  S,  et  à  la- 
quelle toutes  les  normales  de  cette  dernière  seront  tangentes*  De  même  ,  il 
existera  une  seconde  surface  2'  lUti  de$  centrée  de  la  seconde  courbure  de  S,  et 
qui  sera  formée  par  les  arêtes  de  rebroussement ,  telles  que  HH'Hv... ,  de 
toutes  les  surfaces  déreloppables  produites  par  les  normales  menées  le  long  de 
chaque  ligne  de  seconde  courbure  ,  MV  ,  M'Y' ,  M"V"  ,.••  ;  ^1^  celte  sur£iice  2' 
sera  encore  touchée  par  les  mêmes  normales  que  2. 

716.  Oi*dinairement ,  les  lieux  2  et  2'  de  tous  les  centres  de  courbure  ,  ne 
seront  autre  chose  que  deux  nappes  distinctes  d*une  mên>e  surface  eourbé  , 
assujetties  à  une  génération  commune  ^  et  représentées  par  une  équation 
unique.  Mais  quelquefois  aussi .  ce  seront  deux  surfaces  indépendantes  ; 
comme  dans  les  surfaces  de  révolution  ,  où  la  nappe  2"^  des  centres  de  cour- 
bure relatifs  aux  parallèles,  se  réduit  à  Taxe  de  révolution  lui-même  (n»  707  ., 
et  où  la  nappe  2  des  centres  de  courbure  relatifs  aqx  divers  méridiens,  est 
une  nouvelle  surface  de  révolution  engendrée  par  la  rotatÎMi  de  la  développée 
plane  du  méridien  (n''707)  autour  du  même  axe.  Au  reste  ^  les  deux  nappes 
des  centres  de  courbure  de  la  surface  S  sont ,  par  rapport  h  celle»ci ,  oe  que 
les  de'veloppées  sont  par  rapport  aux  lignes  courbes. 
FiG.  142.  717.  Il  faut  bien  observer  que  les  surfaces  développables  ,  normales  i  S 
le  long  des  lignes  de  première  courbure  MU,  KD',  RU"  ,...  •  sont  tangentes 
à  la  seconde  nappe  des  centres  2' ,  tandis  que  la  première  nappe  2  est  tou- 
chée par  les  surfaces  développables  qui  passent  par  les  lignes  de  seconde 
courbure  M  Y ,  M'Y',  M'T'',..*,.  En  efiFet ,  les  normales  parties  de  M ,  M' ,  M'' , 
se  coupent  sur  la  première  nappe  2  en  G  ,  G' ,  aussi  bien  que  les  normales 
parties  de  K ,  K' ,  K"  qui  se  coupent  eu  G^  ^  G/  ;  mais  la  rencontre  des  nor- 
males de  M  à  K,  de  M^  à  K',  de  M"  à  K^,  se  fait  en  H  ,  H, ,  H,  ,  sur  la  seconde 
nappe  2^  :  donc  cette  nappe  est  le  lieu  àe^interseoiiànsoiyiMéoèUivee  éeio\Mes^\es 
surfaces  développables  de  la  première  série  ,  ou  bien  elle  est  \env  enveloppé 
(n<>  190) ,  et  conséquemmeiit  elle  se  trouve  tangente  à  chacune  d'elles.  Oa 
verra  de  même  que  la  nappe  2  est  Venteloppe  de  toutes*  tes  surfsoes  dévelop-» 
pables  relatives  aux  lignes  de  la  seconde  courbure. 

7 1 8.  Ce  qui  précède  montre  que  deux  surfaces  développables  normales  à 
S  ,  et  qui  appartiennent  à  la  même  série^  ou  qui  passent  par  deux  lignes  de 
courbure  de  la  même  espèce  i  comme  MO  et  iLU\  se  coupeot  miivanl  un^ 
courbe  HH^H,  qui  est  située  sur  la  nappe  dea  oentf^a  de  l'espèce  opposée*  Nalm 
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8t  ('on  compare  les' «urfacoB  «këvjekippahhes  de  'séries  diffiérenles ,  ou  verra 
qu'elles  se  coupent  deux  à  Pileux  suifant  une  normale  de  S  ,  comme  GMM'U 
et  GMKV  qui  ont  pour  intersection  la  droite  MG.  De  pkis,  cette  inter<- 
section  se  ^littoujeurs  àangi$  droit ,  puisque  les  plans  M1MG  et  KMG  qui 
isont  ^Tidemiwent  tangents  ^à  ces  deux  surfaces  développibles ,  se  trouvent 
'perpendiculaires  Tun  sur  PautTe  ^  attendu  que  les  éléments  MM^  et  MÏl 
des  deux  lignes  de  «oourbure  aont  perpendicuIàireB  lentne  -eux  et  à  la  nor^ 
raaie  MG. 

719.  Orle  plan  M'MG  tangent  à  une  Surface  déreloippable  de  la  première 
•série ,  doit  toUeher  {wfi  7X7)  la  seconde  nappe  des  -cëntrei  £'  -,  et  de  même,  le 
-plan  KMG  sera  tangent  à  U' pi^mière  nappe  2 :  donc,  fpuiaque  ces  plans  sont 
Teetangtilaines,  toutes  les. fois  que  Kon  considérera 'Oes  deux  nappes  à'un  point 
-de  vue  M  prisa  volonté  sur  S,  *lê8  coniour^ apparents  de  ces  deux  nappes  pa- 
raîtront toujours  se  couper  à  angles  droits. 

7^.  Observons  encore  que  le  plan  M'MG  est  ie  |^n  osculateur  de  Taréte 
de  rebroussenient  GG'G'\.*.  située  sUr  la  nappe. 2;  or,  puisque  ce  plan  est 
perpendiculaire  sur  KMG  qui  touche  cette  nappe  (n**  717) ,  il  s  ensuit  que  la 
courbe  GG'G'^....  a  tous  ses  plans  osculateurs  nonvutie^  à  la  nappe  2  ;  et  par 
suite  (n*  189)  cette  courbe  est  la  Uyne  minimum  entre  deux  de  ses  points  sur 
la  surface  2.  La  même  conséquence  a  lieu  pour  toutes  les  autres  arêtes  de  re- 
broussemeot  situées  sur  cette  nappe ,  comme  aussi  pour  toutes  celles  qui  com* 
posent  la  nappe  2\ 

731.  Si  les  deux  nappes  2  et  2' se  coupent  quelque  part,  elles  se  coupe- 
ront à  angles  droits,  diaprés  ce  cfue  nmis  venons  de  dire  ;  et  leur  àitersection 
9  s'appelle  le  lieu  des  centres  de  ceurbure  sphérique,  parce  que  chaque  tan- 
gente à  la  courbe  «  sera  une  normale  de  S  ,  <]ui  ira  percer  cette  surface  en 
tm  point  X  pour  lequel  les  deux  courbures  auront  évidemment  même  rayon  et 
même  centre;  de  sorte  qu -elles  seront  égales,  comme  cela  arrive  en  chaque 
point  d'une  sphère.  Aussi,  Tensemble  de  toutes  testanjj^ntesà  rintersection  4», 
ira  percer  lia  surface  6  suivant  une  courbe  XX^y/'.».*  qui  se  ^nomme  la  ligne  des 
courbures 'spkétiqms ,  et  qui  coupe  déeessairementloutes  les  lignes  de  cour- 
bure de  |>rec9ière  et  de  seconde  eapèce. 

723.  «  Il  est  bien  évident  t ,  dit  Mowge,  «  que  la  ligne  desFCCttrburessphé* 
riques  sur  la  surface  S ,  est  une  développante  de  la  ligne  des  centres  de  cour- 
bure sphérique  4».  Ainsi ,  après  avoir  fixé  un  fil  en  un  des  points  de  cette  in- 
tersection des  deux  nappes  des  centres ,  si  en  le  tendant ,  on  le  fait  mouvoir 
de  manière  qu'il  s'enveloppe  sur  cette  interseclion ,  et  que  la  partie  rectiligne 
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du  fil  soit  toujours  laugenteàcelte  courbe^  un  des  points  de  ce  fil  parconn*» 
la  ligne  des  courbures  sphériques.  Mais  si ,  en  tendant  le  fil,  on  ne  s'assujettit  à 
aucune  condition  ,  .et  Ton  suppose  qu'il  n'exerce  aucun  frottement  sur  les 
nappes  des  centres ,  dans  quelque  position  qu'on  le  considère ,  il  sera  divisé 
en  trois  parties  :  la  première  sera  enveloppée  sur  une  partie  de  Tintersectioa 
des  deux  nappes;  la  seconde  sera  pliée  et  tendue  sur  la  nappe  des  centres 
dont  le  fil  se  sera  rapproché ,  et  sera  appliquée  sur  une  des  aréles  de  re^ 
broussement  {*)  dont  cette  nappe  est  le  lieu ,  et  ces  deux  parties  de 
courbe  se  toucheront  à  leur  point  commun  ;  la  troisième  partie  du  fil  en 
li{];ne  droite  sera  tangente  à  cette  arête  de  rebroussement ,  ei  normale  à  la 
surface  S  ;  enfin ,  Textrémité  du  fil  sera  sur  celte  surface  même.  Ainsi ,  en  agi- 
tant le  fil  constamment  tendu,  on  pourra  transporter  le  même  point  du  fil  suc- 
cessivement sur  tous  les  points  de  la  surface.  On  voit  donc  qu'une  surface  quel* 
conque  peut  élre  engendrée  par  les  deux  mouvements  continus  du  point  d'un 
fil  tendu  qui  s'enveloppe  sur  les  nappes  des  centres ,  de  même  qu'une  courbe 
plane  peut  être  engendrée  par  le  point  d'un  fil  tendu  qui  s'enveloppe  sur  la 
développée  de  la  courbe.  » 

723.  c  Voyons  actuellement  >  ,  continue  3Ionye,  c  quelques  exemples  de 
Tutilile  dont  ces  généralités  peuvent  être  dans  certains  arts.  Le  premier  exemple 
sera  pris  dans  l'architecture. 

>  Les  voûtes  construites  en  pierre  de  taille  sont  composées  de  pièces  dis- 
tinctes, auxquelles  on  donne  le  nom  générique  de  vougsotrs.  Chaque  voussoir 
a  plusieurs  faces  qui  exigent  la  plus  grande  attention  dans  lexécution  :  1^  la 
face  qui  doit  faire  parement ,  et  qui  devant  être  une  partie  de  la  surface 
visible  de  la  voûte ,  doit  être  exécutée  avec  la  plus  grande  précision  :  celte 
face  se  nomme  douelle;  2**  les  faces  par  lesquelles  les  voussoirs  consécutifs 
s'appliquent  les  uns  contre  les  autres:  on  les  nomme  généralement /omfo.  Les 
joints  exigent  aussi  la  plus  grande  exactitude  dans  leur  exécution  ;  car  la  pres- 
sion se  transmettant  d'un  voussoir  à  l'autre  perpendiculairement  à  la  surface 
du  joint,  il  est  nécessaire  que  les  deux  pierres  se  touchent  par  le  plus  grand 
nombre  possible  de  points,  afin  que  pour  chaque  point  de  contact,  la  pressioa 
soit  la  moindre ,  et  que  pour  tous  elle  approche  le  plus  de  l'égalité.  Il  faut 
donc  que  dans  chaque  voussoir  les  joints  approchent  le  plus  de  la  véritable 


(*)  Parce  que  cette  arête  est  ta  courbe  minimum  entre  deux  de  «es  points  ,  coninie  nous^ 
TavoDS  démontré  u**  720. 
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surface  dont  ils  doivent  taire  partie;  et  pour  que  cet  objet  soit  plus  facile  h 
remplir^  il  faut  que  la  surface  des  joints  soit  de  la  nature  la  plus  simple  et  de 
rexécution  la  plus  susceptible  de  précision.  C'est  pour  cela  que  Ton  fait  ordi- 
nairement les  joints  plans;  mais  les  surfaces  de  toutes  les  voûtes  ne  comportent 
pas  cette  disposition^  et  dans. quelques-unes  on  blesserait  trop  les  convenances 
dont  nous  parlerons  dans  un  moment,  si  l'on  ne  donnait  pas  aux  joints  une 
surface  courbe.  Dans  ce  cas ,  il  faut  choisir  parmi  toutes  les  surfaces  courbes 
qui  pourraient  d  ailleurs  satisfaire  aux  autres  conditions,  celles  dont  la  généra- 
tion est  la  plus  simple,  et  dont  Texécution  est  plus  susceptible  d'exactitude. 
Or.  de  toutes  les  surfaces  courbes  ,  celles  qu  il  est  plus  facile  d'exécuter  sont 
celles  qui  sont  engendrées  par  le  mouvement  d'une  ligne  droite,  et  surtout  les 
suHaces  développables;  ainsi,  lorsqu'il  est  nécessaire  que  les  joints  des  vous- 
soirs  soient  des  surfaces  courbes,  on  les  compose,  autant  qu'il  est  possible,  de 
surbces  développables . 

»Uae  des  principales  conditions  auxquelles  la  forme  des  joints  des  vous- 
soirs  doitsatisfaire,  c'est  d'être  partout  perpendiculaires  à  la  surface  de  la  voûte 
que  ces  youssoirs  composent.  Car,  si  les  deux  angles  qu'un  même  joint  fait  avec 
la  surface  de  la  voûte  étaient  sensiblement  inégaux  ,  celui  de  ces  angles  qui 
excéderait  Tangle  droit,  serait  capable  d'une  plus  grande  résistance  que  l'autre; 
et  dans  l'action  que  deux  voussoirs  consécutifs  exercent  l'un  sur  l'autre,  langle 
plus  petit  quel'angle droit  serait  exposé  à  éclater,  ce  qui,  au  moins^  déforme- 
rait la  voûte,  et  pourrait  même  altérer  sa  solidité  «  et  diminuer  la  durée  de 
l'édifice.  Lors  donc  que  la  sutface  d'un  joint  doit  être  courbe,  il  convient  de 
Tengendrer  par  une  droite  qui  soit  partout  perpendiculaire  à  la  surfnce  de 
la  Toûte;  et  si  l'on  veut  de  plus  que  la  surface  du  joint  soit  développable,  il 
feut  que  toutes  les  normales  à  la  surface  de  la  voûte,  qui  composent,  pour  ainsi 
dire,  le  joint,  soient  consécutivement  deux  à  deux  dans  un  même  plan.  Or, 
nous  venons  de  voir  que  cette  condition  ne  peut  être  remplie,  à  moins  que 
toutes  les  normales  ne  passent  par  une  même  ligne  de  courbure  de  la  surface 
de  la  Toute;  donc,  si  les  surfaces  des  joints  des  voussoirs  d'une  voûte  doivent 
être  développables,  il  faut  nécessairement  que  ces  surfaces. rencontrent  celle 
de  la  voûte  dans  ses  lignes  de  courbure. 

•  D'ailleurs,  avec  quelque  précision  que  les  voussoirs  d'une  voûte  soient 
exécutés,  leur  division  est  toujours  apparente  sur  la  surface;  elle  y  trace  des 
lignes  très-sensibles,  et  ces  lignes  doivent  être  soumises  à  des  lois  générales, 
et  satisfaire  à  des  convenances  particulières,  selon  la  nature  de  la  surface  de 
la  yoûte*  Parmi  les  lois  générales,  les  unes  sont  relatives  à  la  stabilité^  les 
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autres  à  la  dorëe  de  l'édifice;  de  ce  nombre  est  la  règle  qui  prescrit  que  le» 
joints  d'un  môme  youssoir  soient  rectangulaires  enire  eux,  par  la  même  nû* 
son  qu'ils  doivent  élre  enx-mômes  perpendicillaihes  à'  la  sur&ce  de  la  yoùle. 
Aussi  les  lignes  de  division  des  youssoîrs  doivent  être  telles^  que  celles  qui 
divisent  la  voûte  en  assÎ8es>^  soient  telles:  perpendiculaires  à  cdles  qui  di- 
visent une  mémo  assise  eo  voussoirs.  Quant  aux  convenances  particulières^  il 
yen  a  depiusieurs  sortes,  et  nofire  objet  n'est  pas  ici  d'en  feire  rénuméraiioD; 
mais  il  y  en  a  une  principale,  c'est  que  les  lignes  de  division  des  voussoirs 
qui,  comme  nous- venons  d^  le  voir,  sont  de  deux- espèces^  et  qui  doivent  se 
rencontrer  toutes  perpendiculairement ,  doivent  aussi  perler  le  caractère  de 
la  surface  à  laquelle  elles  appartiennent.  Or  il  n'existe  pas  d'autre  ligne^  sur 
la  surface  courbe,  qui  puisse  rempUr  en  même  temps  toutes  ces  conditions, 
que  les  deux  suitesde  lignes  de  eourburci  et  elles  les  remplîsse&t  OMopléte'- 
ment.  Ainsi,  la  division  d'une  voûte  en  voussoirs  doit  donc  toujours  être  fixité 
par  des  lignes  de  courbure  de  la  surfaceide  la  voûte,  el^  les  joints^  doivent  être 
des  portions  de  surfaoes  développables  fcHimëes  pair  les^  normales  à. la.  surfeiee 
qui,  considérées  consécutivement,  sont  deux  à  deux*  dans  un  même  plan;  afia 
que  pour  chaque  voussoir. ,  les  surfaces  des  quatre  joints- cl  celle  db  la  voûte 
soient  toutes  rectangulaires. 

»Avaatla  découverte  des  considérations  géonaélriqaes  sur  lesopiellès  tout 
ce  que  nous  venons  de  dire  est  fondé,  les  artistes  avaient  im  sentiment  confu» 
des  lois  auxquelles  elles  conduisent,  et  ordinairement  ils  avatetti  coutume  de 
s'y  conformer.  Ainsi,  par  exemple,  lorsque  la  suiiace  de  la  voûte  était  de  ré- 
volution, soit  qu^elle  fût  en  sphéroïde,  soit  qu'elle  fût  eur berceau  tournant, 
ils  divisaient  ses  voussoirs^par  des  méridiens  et  par  desparallèies,  c  est-à-dire , 
par  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  de  la  voûte.  Les  joints  qui  correspond 
daient  aux  méridiens  ,  étaient  des  plans  menés  par  l'axe  de  révolution;  ceux 
qui  correspondaient  aux  parattèles,  étaient  des  surfaces  coniques  de  révolu** 
tion  autour  du  même  axe;  et  ces  deux  espèces  de  joints  étaient  rectangulaires 
entre  eux  ,  et  perpendiculaires  à  la  surface  de  la  voûte.  Mais,  lorsque  les  sur- 
faces des  yoûtes  n'avaient  pas  une  génération  aussi  simple^  et  quand  leurs 
lignes  de  courbure  ne  se  présentaient  pas  d\me  manière  aussi  marquée  ^ 
comme  dans  les  voûtes  en  sphéroïdes  allongés  ,  et  dans  un  gra^nd  nombre 
d'autres,  les  artistes  ne  pouvaient  plus  satisfaire  à  toutes  les  oonvtenanceSt  et 
ils  sacrifiaient  ^  dans  chaque  cas  particulier ,  celles  qui  leur  présentaient  les 
difficultés  les  plus  grandes. 

»11  serait  donc  convenable  que ,  dans  chacune  des  écoles  de  Géométrie 
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descriptvTO  établie»  dans  les  départements ,  te  professeun  s'occupât  de  la  déler- 
minatien;  et  de  la  eoDSlPuctîon  dea  tiçoea  de  oourbure  des  suriaces  employées 
ordâuiîreiiienl;  dattSilesaFls^afiis quei^  daaa  lebesoÎD^  les  artistes^  qui  ne  peu^eni; 
pas  o^naatirer  beaucoup  de>teinpa  à  de  senibiables  recherches.,  pussent  les) 
eonauken  arec  fruît  et  profiter  de  leurs  résultats. 

724«  «  Le  sceoudenempte- que  qou$  rapporterons  sera  pris-  dans  l'art  de  la- 
gravure. 

B'Dans'la  gravure-,  les  teiotes^des' différentes  parties  de  la aui^aoedes objets 
représentes,  sont  exprimé»  par  des  hachures  que  ronfaitid^autantptosfbrt^s' 
ou  d'autant  plus  rapprochées ,  que  la  teinte  doit  être  plus  obscure.  Lorsque  la. 
distance  à  laquelle  la  gravure  doit  être  vue,  est  assez  grande  pour  que  les  traits 
individueb  de  la  hachure  ne  soient' pas  aperçus,  le^j^enrede  la  hachure  est  à 
peu  près  indifférent  ;  et,  quelque  soit  le  contour  de  ces  traits ,  rartisl'e  peut 
tôujoursr  les  forcer  et  les  multiplier,  de  manière  à  obtenir  la  tetnle  qu'il  désire 
età  produire  Feffet  demandé.  Mais,  et  c'est  le  cas  le  plus  ordinaire ,  quand  la* 
gravure  est  destinée  à  être  vue  d'assezprès  pour  que  les  contours  des  traits  de 
la  hachure  soient  aperçus,  la  forme  de  ces  contours  n'est  plus  indifférente. 
Pour  chaque  objet ,  et  pour  chaque  partie  de  la  surfece  d'un  objet,  il  y  a  des 
contours  de  hachure  plus  propres  que  tous  les  autres ,  à  donner  une  idée  de  In 
courbure  delà  surface  ;  ces  contours  particuliers  sont  toujours  au  nombre  de 
deux ,  et  quelquefois  les  graveurs  les  emploient  tous  deux  à  la  fois ,  lorsque  , 
pour  forcer  phis  facilement  leurs  teintes,  ils  croisent  les  hachures.  Ces  con- 
tours» dont  les*  artistes  n'ont  encore  qu'un  sentiment  confos,  sont  les  projec- 
tions des  lignes  de  courbure  de  la  surface  quIU  veulent  exprimer.  Comme  les 
surfaces  de  la  plupart  des  objets  ne  sontpas  susceptibles  de  définition  rigou- 
reuse, leurs  lignes  de  courbure  ne  sont  pas  de  nature  à  être  déterminées  ^  ni 
par  le  calcul,  ni  par  des  constructions  graphiques.  Mais  si,  dans  leur  jeune  âge, 
les  artistes  avaient  été  exercés  à  rechercher  les  lignes  de  courbure  d  un 
grand  nombre  de  surfeees  différentes^  et  susceptibles  de  définitions  exactes, 
ils  seraient  plus  sensibles  à  la  forme  de  ces  lignes  et  à  leur  position  ,  même 
pour  les  objets  moins  déterminés  ;  ils  les  saisiraient  avec  plus  de  précision  ,  et 
leurs  ouvrages  auraient  plus  d'expression. 

•  Nous  n'insisterons  pas  sur  cet  objet  qui  ne  pre'sente  peut-être  que  le 
moindre  des  avantages  que  les  arts  et  l'industrie  retireraient  de  l'établissement 
d'une  école  de  Géométrie  descriptire  dans  chacune  des  principales  villes  de 
France.* 
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FiG.  155.  725.  DÉTERMINATION  GRAPHIQUE  des  lignes  de  courbure.  Nous  avons 
déjà  cité  (n"^  707 ,  708,....)  plusieurs  genres  de  surfaces  pour  lesquels  il  est 
aisé  d'apercevoir  immédiatement  la  forme  de  ces  lignes  ;  mais ,  si  Ton  voulait 
trouver  leurs  directions  pour  un  point  M  donné  sur  une  surface  quiconque  S., 
voici  la  marche  qu'il  faudrait  suivre ,  en  supposant  d'abord  cette  surface  am^ 
vexe.  Imaginons,  sans  le  construire,  l'ellipsoïde  osculateur  «le S  au  point  M, 
lequel  a  déjà  été  représenté  dans  \sl  fiy.  135;  puis  rappelons-nous  (n^696) 
que  tout  plan  normal  coupe  ces  deux  surfaces  suivant  des  courbes  MD , 
MD' ,  qui  ont  le  même  rayon  de  courbure  /q  en  M ,  et  qu'en  outre  ce  rayon 
est  Hé  avec  les  demi-axes  MO  =>c,  CD'  =i/de  Tellipse  MD%  par  la  relation 

P  ^  ou  £/=|/c/3.  11  suit  de  là  que,  connaissant^  et  <?  qui  a  une  longueur  ar- 
bitraire, on  peut  trouver  OD'  £=  d  par  une  moyenne  proportionnelle  ;  d'ailleurs 
cette  dernière  jignesera  toujours,  pour  chaque  plan  normal,  un  demi-diamètre 
de  Tellipse  A'B'Ë'  dont  les  axes,  inconnus  ici  de  position  et  de  grandeur,  suffi* 
raient  évidemment  pour  retrouver  la  courbure  et  la  position  des  sections  prin-^ 
cipales  MA  et  MB  de  la  surface  S  en  M  ;  aussi,  par  celle  raison ,  nous  appelle**- 
rons  indicatrice  cette  ellipse  A'B'E'  qui  est  la  section  faite  dans  lellipsoide 
osculateur  ,  par  un  plan  mené  du  centre ,  parallèlement  au  plan  tangent  du 
point  M. 

726.  Pour  construire  cette  indicatrice  (^)^  on  conduira  par  la  normale 
en  M  divers  plans  sécants  assez  rapprochés  les  uns  des  autres ,  et  après  avoir 
construit  en  vraie  grandeur  les  sections  ainsi  produites  dans  S ,  on  cherchera 
par  la  méthode  du  n*  666,  leurs  rayons  de  courbure  />,  /s',  ^",,..  relatifs  au 
FiG.  135  point  M  ;  puis,  sur  un  plan  quelconque  et  à  partir  d'un  point  arbitraire  m,  on 
et  137.  tracera  des  rayons  vecteurs  mrf,  md ,  md"  ,...,  formant  entre  eux  les  mêmes 
angles  que  comprenaient  les  plans  sécants,  et  ayant  des  longueurs  égales  aux 
moyennes  proportionnelles  suivantes , 


mrfs=sj/c/o,  md  =  )/cp\   md"~y/cp\....^ 

où  c  désigne  une  longueur  arbitraire  ,  mais  constante.  Alors  ,  la  courbe  qui 
passera  par  tous  les  points  rf,  d',  d'\...^  sera  l'indicatrice  dont  nous  avons  parlé 


(♦)  CeUe  marche  a  été  employée  d'obord  par  M.  Diipin,  dans  set  Détshppemgntw  de  Géo^ 
méirie. 
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plus  haut  ^  et  si,  après  avoir  tracé  cette  ellipse ,  on  décrit  avec  le  rayon  md' 
un  arc  de  cercle  qui  la  coupe  en  f^  la  droite  ma  menée  par  le  milieu  de  cet 
ai*c,  et  la  perpendiculaire  mb  seront  les  deux  demi-axes  de  l'indicatrice ,  les- 
quels sont  aussi  ceux  de  l'ellipsoïde  osculateur  qui  a  pour  troisième  axe , 
suivant  la  normale,  la  ligne  !2o.  De  là  il  résulte  (n"^'  696  et  703)  que  les  rayons 
de  courbure  de  la  surface  S  en  M,  auront  pour  grandeurs 

R  =»  5îf  1     R'  ==*  ÎÎÈ; 
c  e 

et  la  position  des  sections  principales  sera  aussi  connue,  car  leurs  plans  de- 
vront passer  par  la  normale  en  M  ,  et  faire  avec  le  plan  de  la  section  md  des 
angles  égaux  à  dma  et  dmbj  ou  plutôt ,  si  Ton  regarde  le  plan  de  Isl  fig.  i  37 
comme  parallèle  au  plan  tangent  de  S  en  M  {fig.  135),  les  droites  ma  et  mb 
seront  les  traces  des  plans  normaux  qui  contiennent  ces  sections  principales; 
et  ce  seront  aussi  les  projections  des  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure 
partant  de  M,  de  sorte  que  le  premier  élément  de  chacune  de  ces  lignes,  sera 
dirigé  suivant  ma  ou  mb. 

727.  Lorsque  la  surface  proposées  sera  non  convexe  autour  du  point  assi^  Pi^.    136 
gné  M,  on  imaginera,  sans  le  construire,  Thyperboloïde  osculateur  qui  a  déjà     et  138. 
été  représenté  dans  la/ï^.  136,  et  Ton  se  rappellera  (n""  686)  que  les  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  faites  par  le  sommet  M  de  cet  hyperboloïde, 
sont  liés  avec  les  diamètres  de  la  section  parallèle  au  plan  tangent  et  passant 

par  le  centre  0  ,  par  la  relation  p  =  — ;  puis,  comme  cessecUons  normales  ont 

la  même  courbure  que  celles  qui  sont  faites  par  les  mêmes  plans  dans  la  sur- 
fiftce  S,  on  en  déduira  le  procédé  graphique  suivant. 

Par  la  normale  de  S  en  M,  on  conduira  divers  plans  sécants  assez  près 
les  uns  des  autres,  et  après  avoir  construit  en  vraie  grandeur  ces  sections  et 
leurs  rayons  de  courbure  jo,  />',  jo",....  (n®  666  )  relatif^  au  point  M,  on  cherchera 
les  moyennes  proportionnelles  suivantes 

oiic désigne  une  ligne  arbitraire,  mais  constante;  puis,  on  portera  ces  Ion-* 
gueurs  d^  d\  d\...^  suivant  les  droites  md^  md\  md\...^  tracées  sur  un  plan 
quelconque,  mais  formant  entre  elles  tes  mêmes  angles  que  comprenaient  les 
plans  normaux  dont  on  s'est  servi;  et  V indicatrice  qui  passera  par  tous  les  points 
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d^  df  d"*..,^  aÎQsi  dâtei>ixiiaés<)  seraTby{idvb6le.qme>produîraitdaiifirhyperbo-- 
Jt9kle4»sou!at0ur,  nDf^Mi  sécant meni  parle  oeoirerparallèlfiiudDt>au}|)lanJtaii^ 
|]feot  dti  posYUtiM. 

728.>Le8  ooiistruQtîohsfpréGédeatessuppofteDt  émettons  les  nffijnDus.p^is^^^..^ 
étaient positnfevoarysirun  des^priansnorinâu^.àS  fourDÎssaîtuaeaccLionâitiMfe 
au-dessus  du  plan  taogeat,  le  rayon*  de  oourbupe  )o,  de>cetteseolioatsetTOttvaiit 
négatif  (n^  686,  no^e),  la  moyenne  proportionnelle  l/ôjT,  serait  imaginaire;  ré- 
sultat qui  s'accorde  bien,  il  est  Traî ,  »f  ec  la  tiakitle  des  diamètres  de  Thyper- 
bole  d^  d\  d'\...^  lesquels  ne  rencontrent  plus  cette  courbe  quand  ils  s*écartent 
au-delà  •  d'une  certaine  limite,  mais  qui  ex,ige  une  modification  dans  les  opéra- 
tions graphiques.  Lors  donc  qu'on  renoontrera  des  sections  normales  situées  au- 
dessus  du  plan  tangeat  de  S  en  M«  on  ne  tiendra  compte  que  de  la  grandeur 
absolue  de  leurs  rayons  decourbure^^,  fj\^  p\^-'u  etaprès  avoir  construit  les 
moyennes  proportionnelles 


fwc^  =  l/cjo.   fnd'  =  1/  co^.    mS' =V7û 


<^e.^  ^''"^ —y  cp^,  w?  — Kcp^,..,., 


on  aura  soin  de  distinguer  cette  classe  de  rayons  vedteurs,  pour  réunir  leurs 
extrémités  par  une  hyperbole  particulière  (^M'qui  sera  une  noufelle  branche 
de  Vtndicatrtce ,  et  que  l'on  peut  regarder  comme  la  section  que  produirait 
dans  Thyperboloïde  osculateur,  un  plan  parallèle  au  plan  tangent,  mais  mené 
«  au-dessus  du  point  M,  et  à  une  distance  égale  à  c. 
FiG.  138.  7^9.  Cela  posé  ,  on  construira  le  premier  axe  ma  de  l'indicatrice,  en  le 
menant  par  le  milieu  de  l'arc  de  cetxde  df  décrit  arec  Un  des  diamètres  md^ 
puis  le  second  axe  m^&qui  est  perpendiculaire  au  premier,  et  Ton  en  conduira 
le$  asymptotes  fnPet  mQ  communes  àces  deux  hyperboles  conjugua.  Alors  « 
les  deux  rayons  de  courbure  de  la  surface  S  au  point  M  (n*  698)  auront  pour 
grandeurs 

c  c 

et  les  sections  principales  seront  données  par  deux  plans  normaux  qui  forme* 
raient  avec  le  plan  connu  relatif  à  md^  les  angles  <2mo  et  c?/n6;  ou  plutôt,  si 
l'on  regarde  le  plan  de  la  fig.  1 38  comme  parallèle  au  plan  tangent  de  S  en  M, 
les  droites  mo et  mb  seront  les  traces  des  pUtasowtiMicix quin^ntienneni  oes 
sections  prineipâfes,  et  -ce  seroiit  aoesî  les  projections  des  tangentes  aux  deux 
lignes  de  courbure  qui  parlent  de  M. 

730.  Quant  aux  plans  normaux  limites  qui  séparent  tes  seclîoaS'O#fi9€0iei  ou 
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situées  au-dessous  du  plan  tangent^  d'avec  celles  qui  se  trouTent  au-dessus  et 
que  nous  appelerons  concaves^  nous  sayons  (n*  694) qu'ils  coupent  la  surface  S 
suivant  des  courbes  dont  les  rayons  de  courbure  sont  infinis  au  point  M;  donc 
ces  plans  auront  pour  traces  sur  le  plan  tangent,  les  diamètres  infinis  de  Tin- 
dicatrice,  c'est-à-dire  les  deux  asymptotes  mPet  mQ  qui  se  détermineront  au 
moyen  du  rectangle  construit  sur  les  deux  axes  ma  etmb.  II  résulte  de  là  que 
ces  asymptotes  auront  chacune  un  contactdu  second  ordre  ^  au  moins,  avec  les 
deux  sections  normales  limites  ;  et  en  effet ,  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  sont 
précisément  les  intersections  du  plan  tangent  en  M  avec  L'hyperboloïde  oscu* 
lateur. 

731.  D'ailleurs,  comme  ce  plan  tangent  doit  couper  la  surface  S  non 
convexe  suivant  une  courbe  à  deux  branches  passant  par  le  point  M,  il  arrivera 
encore  que  les  droites  mP  etwQ  seront  tangentes  à  ces  deux  branches.  En 
effet  ,  chacune  de  ces  droites  se  trouve  dans  le  plan  tangent ,  et  à  deux  élé- 
ments communs  avec  S  ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent;  donc 
ces  deux  éléments  appartiennent  à  l'intersection  de  la  surface  par  son  plan  tan- 
gent ,  courbe  dont  chaque  branche  offrira  ainsi  un  contact  du  second  ordre 
avec  mP  ou  mQ.  En  outre ,  ce  sont  ces  deux  branches  qui  fourniront  les  li- 
mites précises  des  quatre  j-égions  tour  à  tour  convexes  et  concaves  {n«  694)  , 
que  présente  la  surface  S  autour  du  point  M. 

732.  Les  considérations  précédentes  permettent  de  simplifier  la  méthode 
du  n^  727  pour  une  surface  S  non  convexe,  en  admettant  que  l'on  sait  cons- 
truire les  tangentes  au  point  multiple  de  l'intersection  de  cette  surface  avec 
son  plan  tangent  ;  ou  en  se  bornant  à  les  mener  approximativement,  hypothèse 
d'autant  plus  plausible  que  la  direction  de  ces  droites  sera  ici  mieux  indiquée^ 
parce  que  chaque  branche  de  l'intersection  offrira  un  arc  presque  rectiligne 
(n«  731)  dans  les  environs  du  point  considéré  M.  Il  suffira,  en  effet,  de  cons- 
truire cette  intersection  sur  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  de  S  en  M  ,  de 
lui  mener  des  tangentes  mV  et  wQ  au  point  multiple  ,  lesquelles  seront  les 
asymptotes  de  Tindicairice  qui  n'aura  pas  besoin  d'être  tracée;  puis,  de  diviser 
en  deux  parties  égales  les  angles  aigus  et  obtus  que  forment  ces  asymptotes  : 
alors  ces  droites  bissectrices  ma  et  mb  seront  les  traces  des  plans  normaux  prin-- 
cipaux,  et  aussi  les  tangentes  aux  deux  ligues  de  courbure  partant  de  M.  En- 
suite, il  restera  à  construire  les  sections  faites  dans  la  surface  S  par  chacun  de 
ces  plans  principaux  ,  et  à  trouver  (n*  666)  les  rayons  de  courbure  de  ces 
sections  qui  seront  ceux  de  la  surface  elle-même. 

Cette  marche  s'emploierait  avec  avantage  pour  un  point  quelconque  d'un 

45 
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hyperboloïde  ou  paraboloîde  gauche  ^puisque  la  section  du  plan  tangenlserait 
iei  coBi posée  de  deux  droites  qui  tieudraient  lieu  des  tangentes  qu'il  (allait 
mener  ci-dessus  approxinaativemeot.  Pour  une  surface  gauche  quelconque 
{fig^  143),  une  de  ces  tangenles  serait  la  gënératrice  rectiligne  GPM,  et 
la  seconde  branche  Rta  de  riotersection  s'obtiendrait  par  la  marche  générale 
du  a' 583. 

733.  Au  contraire,  si  l'oû  voulait  construire  rigoureusement  les  tangentes 
au  point  multiple  de  l'intersection  d'une  surface  non  convexe  quelconque  , 
avec  son  plan  tangent,  il  n^  aurait  qu'à  déterminer  comme  au  n°  737,  les  di- 
rections et  les  rayons  de  courbure  des  deux  sections  principales  pour  le  point 
de  contact  assigné  ;  puis  ,  en  déduire  par  len*  730  les  asymptotes  de  l'indica- 
trice ,  lesquelles  seraient  les  tangentes  cherchées. 

FiG.  45.  734.  APPLICATION  AU  T0R9.  Cc  torc ,  représente'  dans  l'épure  45  ,  a  été 
coupé  par  son  plan  tangent  M'TT  relatif  au  point  (H,  W) ,  suivant  une 
courbe  à  deux  branches  MHRE....  etlHAr^....  que  nous  avons  construite  au 
n®  268.  Pour  trouver  les  tangentes  de  ces  branches  eu  M ,  nous  observerons 
qu'ici  où  la  surface  est  de  révolution ,  le  méridien  A'M'B'est  à  la  fois  une  pre* 
mière  ligne  de  courbure  et  une  section  principale  (n**  708)  dont  le  rayon  de 
courbure  est  R  ==  M  &>  ;  l'autre  section  principale  serait  située  dans  le  plan 
&)M'Ç  perpendiculaire  au  méridien  précédent ,  et  elle  aurait  pour  rayoa  de 
courbure  R'  =M'Ç,  c'est-à-dire  la  portion  de  la  normale  comprise  çntre  le 
point  M'  et  l'axe  O'Z'  de  révolution  (n<»  708).  Pour  en  déduire  l'hyperboloïde 
osculateur  au  point  (M  ,  M') ,  il  Éaul  (n»  698)  donner  à  Taxe  réel  de  cette  sur- 
face, dirigé  suivant  la  norn^ate  (M'o),  MB),  une  longueur  arbitraire  c  que  nous 
choisirons  ici  égale  précisément  au  rayon  M'ai  ,  parce  qu'il  en  résultera  pour 
le    second  axe   réel    dirigé  suivant   (tua,   BC),    cette   valeur  très-simple 

a  =z\/cJSk  =  Nl%  \  c*est-à-dire  que  l'hyperboloïde  sera  de  révolution ,  et  aura 
pour  cercle  de  gorge  le  méridien  donné  (  A'M'B  a  ,  ÀC)«  Quant  à  Taxe  imagi- 
naire qui  sera  perpendiculaire  à  ce  méridien  et  passera  par  son  centre  (iii» ,  Bj , 

sa  longueur  détwivânée  par  6=  k^c.R',  sera  la  droite  M'C  moyenna  propor- 
tiénoelle  entre  M'fc)  et  M'C»  Maintenant  que  l'hyperboloïde  osculateur  est  com- 
plé|eme«t  déterminé,  nous  sommes  dispensés  de  construire  par  points  l'indi- 
eatrice ,  puisque  cette  courbe  n'est  autre  chose  (n<*  727)  que  U  sectioa  feite 
dans  l'hjpei?bolo¥le|  par  le  plan  (xxù&  parallèle  au  plan  tangent  UT'T  ;  ce  sera 
donô  une  hyperbole  ayant  pour  axe  réelokx,  et  pour  axe  imaginaire  une  droite 
égale  à  M'fet  élevée  par  le  centre  (0)1  B)  perpendiculairement  au  plan  ver- 
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ticai.  Les  asymptotes  de  cette  indicatrice  seraient  alors  fectles  à  coDstruire  ; 
mais  comme  il  faudrait  ensuite  les  projeter  sur  le  plan  tangent  MTT ,  cela 
refient  ëvidemmeot  à  prendre  M'(^  »«  a» ,  puis  a  élever  du  point  (^  une  per- 
pendiculaire au  plan  vertical  qui  ait  pour  longueur  M'S;  et  l'hypoténuse  du 
triaogle  rectangle  ainsi  formé  ,  sera  la  projection  de  Tasymptote  sur  le  plan 
tangent,  et  ce  sera  aussi  (n?  731)  la  tangente  même  de  la  section  que  forme 
ce  plan  dans  le  tore.  Enfin,  pour  obtenir  cette  tangente  sur  le  plan  horizontal, 
il  faudra  projeter  le  côté  Wi'  de  ce  triangle  suivant  M<î,  puis  élever  une  per- 
pendiculaire fk  a»  M'^^  et  la  droite  XM  sera  la  tangente  de  la  branche  Mhre. 
La  tangente  }!'M  de  l'autre  branche  MHRE  s'obtiendrait  par  le  tnoyen  de  la 
seconde  asymptote,  mais  cela  se  réduit  à  prendre  ^X''  =s(^X;  ainsi,  quanta  la 
méthode  pratique^  on  voit  que  la  construction  de  ces  deux  tangentes  n'exigera 
qu'un  très-petit  nombre  d'opérations  fort,  simples. 

735.  Après  avoir  déterminé  par  les  méthodes  précédentes,  les  tangentes  ou 
les  premiers  éléments  des  deux  lignes  de  courbure  relatives  à  un  point  quel- 
conque M  assigné  sur  une  surface  générales,  il  faudrait,  pour  obtenir  le  cours 
entier  de  ces  lignes,  répéter  des  opérations  semblables  sur  un  point  M,  très- 
voisin  de  M,  et  choisi  sur  Tune  des  deux  tangentes  déjà  trouvées;  puis,  agir 
de  même  pour  un  point  M,  voisin  de  M,,  et  placé  sur  Tune  des  deux  direc- 
tions que  comportent  les  lignes  de  courbure  relatives  à  ce  dernier  point;  et 
ainsi  de  proche  en  proche.  Mais  la  complication  et  les  incertitudes  d'une  pa- 
reille marche,  font  assez  voir  que  la  détermination  complet  des  lignes  d^ 
courbure  est  un  problème  qui  est  généralement  insoluble  par  des  opérations 
purement  graphiques;  c'est  donc  à  l'Analyse  qu'il  faudra  recourir  polir  se  pro- 
curer des  doi^nées  certaines  sur  ceite  matière,  quand  la  surface  ne  tombera 
pas  dans  un  des  genres  examinés  aux  n^  707...  711;  et  nous  allons  exposer  les 
beaux  résultats  auxquels  Monge  est  parvenu  dans  l'exeoif^  d'un  ellipsoïde  à 
trois  axes  inégaux  (*). 

736.  Soient  a,  b^  e  les  trois  demrr^axes  de  l'ellipsoïde  donné,  entre  lesquels  Fig.  144. 
nous  supposerons  les  relations  a^b^  o.  Adoptons  pour  plan  horizontal  de 
projection,  un  pbn  paraQèle  aux  éeux  axes  las  plus  grands,  el  choisissons  le 

plam  vertical  parallèle  à  Taxe  maxiauni  et  à  Taxe  minimum;  abrs,  si  (0, 0') 
est  le  centre  de  la  surfiice,  et  que  l'on  décrive  sur  les  démi<^aixcs  OA  «-*  •, 
OB  8>  b,  wae  cUipse  (ABDE^  A'D'),  ce  sera  le  contour  apparent  de  l'ellip^ 


(^  Xoje%  le  cbap.  XVI  de  notre  Anatgie  appliquée  à  la  géométrie  det  (rois  ditueHMtie, 
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solde  sur  le  plan  horizontal;  tandis  que  le  contour  apparent  relatif  au  plan 
vertical ,  sera  l'ellipse  (A'CiyF',  AD)  décrite  avec  les  demi-axes  O'A'  =«, 
O'C  =  c.  La  troisième  ellipse  principale  qui  a  pour  demi-axes  /i  et  c,  se  trouve 
projetée  sur  BE  et  CF';  et  nous  l'avons  rabattue  ici  suivant  £C\  Quant  aux 
excentricités  de  ces  trois  ellipses,  on  les  trouvera  graphiquement  par  les  re^ 
lations  connues 

ainsi  il  deviendra  facile  de  construire,  par  le  secours  de  quatrièmes  propor- 
tionnelles^ les  deux  distances 

sur  lesquelles^  comme  demi-axes,  on  décrira' une  ellipse atixiliatre gœS^  puis 
une  hyperbole  aumliaire  aJy.  Ensuite,  on  portera  sur  les  axes  de  la  projection 
verticale,  deux]distances 

avec  lesquelles,  comme  demi-axes,  on  décrira  une  nouvelle  ellipse  auxiliaire 
X'XZ'  qui  se  trouvera  toujours  en  dehors  de  Teilipsoïde,  puisque  ses  deux  axes 
sont  évidemment  plus  grands  que  aet  ô. 

737.  Cela  posé  ,  l'analyse  apprend  que  les  lignes  de  courbure  de  la  pre- 
mière espèce  sont  projetées  horizontalement  suivant  des  hyperboles  TC,  LS, 
KR,....,  et  yerticalement  suivant  des  ellipses  T'U",  L^S',  K'RV*-*»  ^"^  ^  cons- 
truisent avec  les  données  précédentes  ,  comme  il  suit.  Après  avoir  choisi  sur 
OA  un  point  T  arbitraire,  mais  situé  entre  0  et  a,  on  trace  les  deux  coordon- 
nées Te  et  s9  de  Tellipse  auxiliaire  a6;  puis ,  avec  l'abscisse  ÔT  comme  axe 
réel,  et  avec  l'ordonnée  06  comme  axe  imaginaire,  on  décrit  une  hyperbole 
TU.  Ensuite ,  on  projette  le  point  U  où  cette  hyperbole  ya  couper  le  contour 
apparent  ABD,  en  U'  à  partir  duquel  on  trace  les  deux  coordonnées  U'ic  etirC 
de  l'ellipse  auxiliaire  X^Z';  puis,^  avec  l'abscisse  O'U^  et  l'ordonnée  O'C  comme 
demi^axes,  on  décrit  une  ellipse  ^T'U'  qui  est  la  projection  verticale  de  la 
ligne  de  courbure  déjà  projetée  horizontalement  suivant  TD.  On  sent  biea 
que  cette  ligne  de  courbure  est  gauche ,  mais  fermée^  et  qu  elle  ofiFre  des  par- 
ties symétriques  au-dessus  et  au-dessous,  en  avant  et  en  arrière  des  plans  prin- 
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cipaux  de  leUipsoide,  ce  qui  fait  que  sesdeux  projections  n'occupent  qu'une 
portion  limitée  d'hyperbole  ou  d'ellipse. 

738.  Quant  aux  lig^nes  de  courbure  de  la  seconde  espèce,  elles  se  pro- 
jettent  horizontalement  et  verticalement  sur  des  ellipses  (f>MV,  9MT'), 

{yi^\  ,  VNT), qui  se  construisent  de  la  manière  suivante.  Après  avoir 

pris  un  point  arbitraire  V  entre  a  et  A ,  on  trace  les  deux  coordonnées 
\i  etâip  de  l'hyperbole  auxiliaire  ocy;  puis,  sur  les  droites  OV  et  0'^  comme 
demi-axes,  on  décrit  une  ellipse  (//V9.  Ensuite,  on  projette  le  sommet  9 
ou  (/f  de  cette  courbe,  sur  lellipse  principale  rabattue  suivant  EC,  et  Ton 
relève  le  point  f'  en  f  sur  le  plan  vertical  ;  alors,  en  traçant  les  deux  coor- 
données ffjt,  et  (xW  de  lellipse  auxiliaire  X!Z' ,  on  obtient  les  deux  demi- 
axes  O'W  etOyde  Tellipse  cherchée  (f\'W\  dont  une  partie  seulement 
reçoit  la  projection  verticale  de  la  ligne  de  courbure  qui  est  aussi  formée  et 
gatiche. 

739.  Étudions  maintenant  les  variations  de  forme  que  subissent  les  lignes 
de  courbure  des  deux  espèces,  lorsque  les  points  T  et  V  s'éloignent  ou  se  rap- 
prochent dea.  Quand  le  point  T  est  en  O,  et  le  point  Y  en  A  ,  la  projec- 
tion de  la  première  ligne  de  courbure  se  réduit  évidemment  à  la  droite  BOE 
et  la  seconde  devient  l'ellipse  ABD,  ce  qui  montre  que  les  deux  ellipse» 
principales  EG'  et  ABDE  sont  elles-mêmes  des  lignes  de  courbure;  en  effet, 
les  normales  de  Tellipsoïde  menées  par  tous  les  points  de  Tune  ou  de  l'autre 
de  ces  courbes,  sont  situées  dans  leur  plan  ,  et  ne  peuvent  manquer  de  se 
couper  consécutivement.  Lorsque  les  points  T  et  Y  se  rapprochent  de  a  , 
1  hyperbole  TU  et  l'ellipse  YM9)  se  resserrent  de  plus  en  plus,  et  quand 
ces  points  sont  arrivés  en  a,  la  seconde  se  réduit  évidemment  à  la  portion 
de  droite  a^u,  tandis  que  la  première  est  remplacée  par  les  portions  recti- 
lignes  «A  et  uD  ;  de  sorte  qu'ici  les  deux  lignes  de  courbure  viennent  à 
coïncider,  et  leur  ensemble  fournit  Tellipse  principale  (AD,  A'CDO.  On 
voit  donc  que  le  point  a  et  son  homologue  0  déterminent ,  sur  l'ellip- 
soïde, quatre  points  singuliers  (a,  a),  (a,a^),  (o),  0'),  (o),  ca"),  pour 
lesquels  les  lignes  de  courbure  des  deux  espèces  viennent  se  confondre, 
comme  le  montre  aussi  la  projection  verticale  où  les  ellipses  ^T'U'  et  9T'A¥^ 
s'ouvrent  de  plus  en  plus  ,  l'une  dans  le  sens  horizontal ,  l'autre  dans  le  sens 
vertical  ;  ou  plutôt ,  dans  ces  quatre  points,  la  direction  des  lignes  de  cour- 
bure devient  indéterminée,  comme  le  prouve  l'analyse ,  et  la  courbure  de  la 
surface  est  tmiforme  autour  de  chacun  d'eux  ;  de  sorte  que  ce  sont  quatre  om- 
biUcSf  teb  que  nous  les  av<His  définis  au  n»  692. 
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740.  L'analyse  prouve  encore  que,  sur  le  plan  vertical ^  toutes  les  el- 
lipses des  deux  séries  se  trouvent  tWe^rî^e/ dans  le  losange  X^X'Z'%qui  touche 
l'ellipse  principale  A'CDT'  prëcisëœent  aux  quatre  ombilics;  et  pour  montrer 
une  application  de  cette  belle  théorie  «  nous  allons  citer  ce  que  Bîonge  a 
écrit  sur  ce  sujet. 

741  •  c  S'il  était  question  de  voûter  un  espace  circonscrit  en  projection 
horizontale  par  une  ellipse,  on  ne  pourrait  pas  donner  à  la  voûte  une  sur- 
fei  ce  plus  convenable  que  celle  de  la  moitié  d^un  ellipsoïde  dont  une  Ae% 
ellipses  principales  coïnciderait  avec  Tellipse  de  la  naissance  ;  et  en  suppo- 
sant que  cette  voûte  dût  être  exécutée  en  pierres  de  taille,  il  faudrait 
que  la  division  en  voussoirs  fût  opérée  au  moyen  des  lignes  de  courbure 
dont  nous  avons  donné  la  construction .  et  que  les  joints  fussent  les  sur- 
faces développable  B  normales  à  la  voûte.  Les  lignes  de  division  en  vous«* 
soirs ,  traceraien  t  sur  la  surface  des  compartiments  rectangulaires  susceptibles 
de  décoration  ;  et  ces  compartiments  eux-mêmes  n'auraient  rien  de  fan-* 
tastique  ,  puisqu'ils  ne  seraient  qu'une  suite  nécessaire  de  la  première  don^ 
née,  qui  est  une  ellipse  \  mais  la  destination  de  cet  edaptaoement  pourrait 
influer  sur  le  choix  de  celui  des  trois  axes  qu'il  faudrait  placer  verttca- 
leœenL 

1  II  n'y  aurait  aucune  raison  pour  faire  Taxe  vertical  égal  à  l'un  des  deux 
axes  horizontaux  ;  ainsi  les  trois  axes  seraient  inégaux.  Dans  oette  hypo- 
thèse ,  l'axe  vertical  pourrait  être  plus  grand  que  les  deux  autres  «  et  alors 
la  voûte  aérait  surmontée  ;  il  pourrait  être  plus  petit ,  et  la  voûte  serait 
surbaissée;  enfin ,  il  pourrait  être  compris  entre  les  deux  autres,  et  la  voûte 
serait  moyenne.*  La  voûte  surmontée  aurait  en  général  plus  de  hardiesse 
et  plus  de  dignité;  et  si  la  naissance  était  elle-même  à  une  giande  hau-> 
leur,  quelle  que  lût  d'ailleur»  la  destination  de  l'emplacement,  ce  serait 
la  voûte  stHrmontée  qu'il  faudrait  employer ,  parce  que  sa  grattde  éiévation 
faisant  paraître  ses  dimensions  verticales  plus  petites  qu'eilea  ne  seraient  réel** 
lement ,  écraserait  trop  une  voûte  d'une  autre  espèce.  La  voûte  surbaissée , 
en  dimimiant  le  volume  d'air  compria  dans  l'emipiaceaieat ,  serait  pkis  h^ 
vorable  à  ta  voix  d'un  orateur.  Si  lemplaeemeftt  idevait  être  éclairé  par  deuit 
hiatres  suspendus  à  la  voûte  ,  il, faudrait  que  cette  voûte  fût  ou  surmontée 
ou  surbaissée  ,  parce  que  ,  dans  ces  deux  cas ,  sa  surface  aurait  deux  om* 
bilics ,  placés  symétriquement  au^essus  du  grand  axe  de  l'ellipse  horizontale, 
et  que  ces  ombilics  ^  rendus  trés-apparenta  par  les  campartiments  qui  se  dis- 
tribueraient  autour  d'eux ,  seraient  les  points  natureb  de  auepenston  :  alora. 
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on  pourrait  disposer  du  rapport  entre  Les  axes ,  pour  que  ces  points  fussent 
espacés  d'une  manière  c<Mitenable« 

>  Au  contraire ,  si  femplaeement  devait  airoir  quatre  grandes  ouvertures, 
ou  si  la  voûte  devait  être  portée  par  quatre  groupes  de  colonnes ,  ou  enfin 
si ,  dans  la  décoration  intérieure ,  on  employait  quatre  supports  distribués sy- 
nëtriquement  ^  il  faudrait  choisir  la  vouie  moyenne  pour  laquelle  les  quatre 
ombilies  sont  toiijours  dans  la  naissance  ^  et  placer  les  massifs  ou  les  sup- 
porta aux  quatre  extrémités  de»  axes ,  parce  que  c'est  aux  environs  de  ces 
quatre  points ,  et  loin  des  ombilics,  que  les  lignes  de  courbure ,  rendues  ap- 
parentes par  la  décoration  de  la  route  ,  et  qui  d'ailleurs  rencontrent  toutes 
verticalement  La  naissance,  s'e'carteat  plus  lentement  delà  Ugnede  plus  grande 
pente  de  la  sur&ce. 

742»  >  On  s'occupe  aujourd'hui  de  la  construction  de  salles  pour  les  deux 
eonseils  de  la  législature:  les  emplacements  dont  on  a  pu  disposer  jusqu'à 
présent  pour  de  semblables  salles ,  ont  forcé  de  donner  à  TamphUbéâtre 
mmiis  de  profondeur  en  face  de  Torateur  que  sur  les  côtés;  mais  Texpérience 
ayaBt  prouvé  que  la  Toix  se  porte  aune  plus  grande  distance  en  face,  il  parait 
que  c'est  une  disposition  toute  contraire  qu'on  devrait  adopter.  De  toutes  les 
formes  allongées  qu'on  poun^ait  donner  à  Tamphitheàtre,  il  n'y  en  a  aucune 
dont  la  loi  soit  plus  simple  et  plus  gracieuse  que  Tellipse  :  il  faudrait  donc 
que  la  salle  fût  elliptique ,  et  qu'elle  fût  couverte  par  une  voûte  en  ellipsoïde 
surbaissée. 

»  Le  service  des  assemblées  législatives  exige  un  emplaoemeol  pour  le 
bureau  ,  en  avant  duquel  est  la  tribune  de  l'orateur»  En  plaçant  le  bureau 
à  un  des  sommets  de  l'ellipse  y  on  pourrait  lui  consacrer  un  espace  suffisant 
pour  la  commodité  du  service ,  et  Porateur  se  trouverait  naturellement  placé 
sous  un  des  ombilios  de  la  voûte  :  l'amphithéâtre  n'occuperait  que  la  par- 
tie qui  serait  en  avant.  Une  galerie  qui  ferait  le  tour  entier  de  la  salle  . 
et  qui  serait  assez  élevée  pour  être  très-distincle  de  ramphrtheâtre ,  fourni* 
i-ait  des  places  au  public.  La  salle  ,  qui  n'anrait  ni  tribune  ai  aucune  espèce 
d'irr^ularilé ,  pourrait  être  décorée  par  des  colonnes  ^  à  chacune  desquelles 
correspondrait  une  nervure  de  la  Toûle ,  pUée  suivant  la  ligne  de  courbure 
ascendante.  Toutes  ces  nervures  ^  verticales  à  leur  naissance  ,  se  courbe- 
raent autour  de  l'un  ou  de  l'autre  ombilic,  pour  redescendre  ensuite  ii  plomb 
sur  les  colonnes  opposées ,  et  elles  seraient  croisées  perpendiculairemeot  par 
d'autres  nervures  pliéas  suivant  les  lignes  de  lautre  courbure.  Lesiiàtervàllesde 
ces  nervures  pourraient  être  à  jour,  soîl  pour  éclairer  la  salle,  soit  pour  donner 
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de»  issues  à  l'aîr,  et  formeraient  un  vitrage  moins  fantastique  que  les  roses  de 
nos  églises  gothiques.  Enfin,  deux  lustres  suspendus  aux  ombilics  de  la  yoùte  , 
et  à  la  suspension  desquels  la  Toute  entière  semblerait  concourir ,  serviraient 
à  éclairer  la  salle  pendant  la  nuit. 

'  »  Nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  à  cet  égard  ;  il  nous 
suffit  d'avoir  indiqué  aux  artistes  un  objet  simple,  et  dont  la  décoration,  quoi- 
que très-riche  ,  pourrait  n'avoir  rien  d'arbitraire ,  puisquelle  consisterait  prin- 
cipalement à  dévoiler  à  tous  les  yeux  une  ordonnance  très-gracieuse ,  qui  est 
dans  la  nature  même  de  cet  objet.  » 

743.  Pour  rendre  l'épure  144  applicable  aux  idées  que  Monge  vient 
d'exposer  ,  il  faudrait  distribuer  les  lignes  de  courbure  ascendantes  de  ma- 
nière qu'elles  divisassent  Tellipse  de  naissance  Â6DE  en  parties  égales  US, 

SR,  Alors  ,   le  point  U  étant  donné,  on  le  projetterait  en   If   d'où 

l'on  conclurait  les  deux  demi-axes  TJ'tt  et  ttÇ  de  l'ellipse  ÇT'U'  ;  et  celle-ci 
étant  tracée  fournirait  le  point  T'  qui ,  projeté  en  T ,  déterminerait  le  som- 
met et  les  axes  Te,  ed  ,  de  l'hyperbole  demandée  TU.  Quant  aux  lignes  de 
la  seconde  courbure ,  on  les  ferait  passer  par  des  points  qui  diviseraient  la 
demi-ellipse  ECB  en  un  nombre  impair  de  parties  égales;  et  chaque  f>oiut 
de  division  (f'  étant  projeté  en  (// ,  et  relevé  en  (f ,  ferait  connaître  comme  au 
n"  758,  les  demi-axes  ^et  dV,  y'^  et  ^W',  des  ellipses  ^//Vy  et  9'V'W'  suivant 
lesquelles  se  projette  une  ligne  de  la  seconde  courbure. 

in;.  143.  744.  HYPERBOLOIDE  OSCULATEUR  h  long  (Fum  génératrice  d'une 
surface  gauche  S.  Nous  avons  vu  (n*"  578)  que  si,  dans  les  plans  tangents 
relatifs  à  trois  points  M ,  M%  M"  pris  sur  la  même  génératrice  G ,  on  tra- 
çait des  droites  arbitraires  MQ  ,  M'Q' ,  M"Q" ,  et  qu'on  les  adoptât  pour  di^ 
rectrices  de  la  droite  mobile  G ,  on  obtiendrait  ainsi  un  hyperboloïde  à  une 
nappe  qui  raccorderait  la  surface  S  tout  le  long  de  la  droite  GMM'M",  c'est- 
à-dire  qui  aurait,  en  chaque  point  de  cette  ligne,  le  même  plan  tangent  que 
S  ;  de  sorte  que  l'élément  superficiel  MM'M'Ww'm ,  indéfini  en  longueur  , 
serait  commun  aux  deux  surfaces.  Or  il  y  a  une  infinité  d'hyperboloîdes  qui 
jouissent  de  cette  propriété ,  puisque  les  trois  directrices  MQ ,  M'Q' ,  M"Q" 
peuvent  être  tracées  à  volonté  dans  les  plans  tangents.  Mais ,  si  l'on  choisit 
la  droite  MQ  de  manière  qu'elle  soit  tangente  à  la  courbe  Ma  suivant  laquelle 
la  surface  S  est  coupée  par  son  plan  tangent  en  M ,  on  sait  (n°  731)  que 
cette  tangente  aura  deux  éléments  Mm  et  mn  communs  avec  Ma  ,  et  pai* 
suite   avec  S:  il  en  arrivera  autant  pour  les  droites  M'Q',  M''Q",   si  on  le« 
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choisit  tangentes  aux  sections  MV,  W'atf  ^  que  tracent  dans  la  surface  les 
plans  tangents  relatifs  aux  points  M'^  M'^;  par  conséquent,  en  adoptant 
ces  trois  tangentes  particulières  pour  directrices  dei'hyperboloïde,  ce  dernier 
aura  ainsi  deux  éléments  superficiels  MM'W'm  et  inm!'n'n  communs  arec  S  , 
et  sera  dit  l'hyperboloïde  osculaieur  de  cette  surface ,  le  long  de  la  droite 
assignée  GMM'M''.  La  génération  de  cet  hyperboloïde  ne  renfermant  plus 
que  des  données  entièrement  fixes ,  il  sera  unique ,  et  offrira  avec  la  surface  S 
un  contact  plus  intime  que  tous  les  autres  ;  d'ailleurs  ^  pour  tout  point  de  la 
droite  GM  ,  les  lignes  de  courbure  de  S  seront  tangentes  à  celles  de  Thyper- 
boloide  osculateur,  et  ces  dernières  sont  aisées  à  déterminer  d'après  les  remar- 
ques du  no  732. 


/*6 


LIVRE  IX. 


AOPITIONS. 


CHAPITRE   PREMIER 


Théorèmes  divers. 


Noas  réunissons  ici  diverses  propositions  relatives  à  des  théories  antérieures,  mais  qui  n'auraient 
pas  eu  alors  d'application  prochaine ,  et  nous  deviendront  utiles  daiis  la  Perspective  ,  les 
Ombres  et  la  Stéréotomie. 


745.  Lorsqu^un  cylindre  pénètre  dans  une  sphère  par  une  courbe  plâî^i,  ,  /a^e— 
conde  branche  de  l'intersection  est  également  plans  ;  d'ailleurs  cette  courbe  de 
sortie^  qui  est  un  cercle  égal  à  la  courbe  cTenirée  ,  se  trouve  perpendiculaire  au 
plan  qui  serait  mené  à  angle  droit  sur  la  courbe  d'entrée  et  parallèlement  aux 
génératrices  du  cylindre. 

Conduisons  par  le  centre  de  la  sphère  I  un  plan  de  projection  qui  soit  pa- 
FiG.    145.  rallèle  aux  géne'ratrices  du  cylindre  et  perpendiculaire  à  la  courbe  d'entrée  : 
alors  cette  courbe ,  qui  est  nécessairement  un  cercle,  s'y  trouvera  représentée 
par  la  corde  Â6  égale  à  son  diamètre,  et  les  génératrices  CA,  FB  ,  sortiront 
de  la  sphère  par  les  points  A^  et  B'  éyidemment  situes  sur  le  même  grand 
cercle  que  A  et  B  ;  tandis  qu'une  arête  quelconque  DM  sortira  de  cette  surface 
pdiv  un  point  dont  la  projection  W  tombera  sur  la  droite  A!h\  En  effet,  toutes  les 
cordes  parallèles  ÂA%  BB\  MM',.-)  comprises  dans  la  sphère,  seraient  divisées 
en  deux  parties  égales  par  le  plan  OR  mené  du  centre  perpendiculairement  à 
leur  direction  commune  ;  donc  les  ordonnées  EA,  PM,  IBsont  respectivemeat 
égales  à  EA\  PH^IB"  ;  et  dès  lors  il  est  certain  que  les  trois  points  A^,  M',  B\ 
se  trouvent  en  ligne  droite,  puisque  A,  M,  B,  remplissent  déjà  cette  condi- 
tion. D'où  il  résulte  que  la  courbe  de  sortie  est  projetée  sur  la  droite  A'M'B'  , 
et  qu'ainsi  elle  est  plane  ;  d'ailleurs  elle  satisfait  bien  aux  autres  conditions  de 
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renoncé ,  d'après  le  choix  du  pian  de  projection  employé  ici ,  et  atlend«ii|iie  le 
diamètre  Â'B'  est  évidemment  égal  au  diamètre  ÂB. 

Observons  que  si  le  cyti»dre  pénéti^t  dans  ia  sphère  par  un  f^and  cercle 
iel  nue  aOby  la  courbe  de  swtie  serait  l'autre  |;rand  cercle  ^'Ob'  ;  et  pour 
coQSlruire  plus  atsément  •cette  denmère  courbe  qui  se  rencontrera  dans  ïé'^ 
pure  des  Ombres  d'une  niche  ^  il  suffira  d'employer  ue  plan  de  projection  qui 
<ioit  parallèle  auK  orayons  de  lumière  et  perpendiculaire  à  la  courbe  d'entrée  , 
puisque  sur  un  tel  plan  ^  la  courbe  de  >sorlie  se  projettera  suivait  une  droite. 

746.  Dan$  rinterseciion  d'un  oàne  avec  une  ^hère^  si  la  courJbe  d'eniftée  est 
PLARB ,  la  courbe  de  sortie  l'est  pareillement. 

Adoptons  pour  le  plan  de  la  figure  celui  qui,  passant  par  le  centre  de  la  Fie.  146. 
sphère  et  le  sommet  du  cône ,  se  trouve  en  même  temps  perpendiculaire  à  iâ 
courbe  d'entrée ,  et  désignons-le  sous  le  nom  de  plan  horizontal.  La  courbe 
d^entrée  qui  est  nécessairement  un  cercle ,  sera  projetée  suivant  une  corde  AB 
de  la  sphère ,  et  si  S  est  le  •sommet  situé  dans  notre  plan  horieontal ,  les  deux 
arêtes  SA,  SB,  iront  évidemment  sortir  de  la  sphère  par  les  points/r  b;  mais, 
en  outre ,  je  dis  que  la  droite  ab  est  ia  projection  totale  de  la  courbe  de^ortie. 
En  effet ,  si  par  le  .point  de  la  «urfeM)e  conique  qui  est  projeté  en  m ,  on  mène 
on  plan  vertical  A'mB'  parallèle  à  AB .,  il  <cou|>era  le  oône  suivant  un  cercle  du 
diamètre  A'B' ,  que  nous  rabattrons  ici  suivant  kfm'h'  ;  et  Tordonnëe  m'm  du 
c6ne  étant  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  parties  de  ce  diamètre , 
nous  aurons 


7» 


snm    îï=  A'  m  .  mB'. 


Mais  les  deux  triangles  mA'a  et  niR'b  sont  semblables ,  puisque  l'angle  A^ 
égale  l'angle  S\b  qui  a  pour  mesure  le  même  arc  que  l'angle  abB  ;  donc  ces 
triangles  donneront  l'égalité  suivante  , 


A'm  .  mB'  =  am  .  mb^  d'où  mm'  ^==am  .  mb. 

Cette  dernière  relation  prouve  que  l'ordonnée  rabattue  suivant  mm' ,  appar- 
tient aussi  au  cercle  vertical  décrit  sur  ab  comme  diamètre  ;  et  puisque  ce 
nouveau  cercle  est  évidemment  sur  la  sphère  proposée ,  nous  en  conclurons 
que  le  sommet  de  l'ordonnée  mm\  ou  le  point  du  cône  qui  est  projeté  en  m^ 
se  trouve  en  même  temps  sur  la  sphère.  Comme  on  en  dirait  autant  de  tout 
autre  point  du  cône  projeté  en  n  sur  ab  «  il  est  certain  que  le  plan  vertical  ab 
coupe  le  cône  et  la  sphère  suivant  un  cercle  unique  ,  lequel  est  la  seconde 
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branche  de  leur  intersection  ou  la  courbe  de  sortie  ;  ce  qui  démontre  le  théo^ 
rème  annoncé. 

747.  Observons  que  le  cercle  vertical  ab  est  précisément  ce  qu'on  appelle 
la  section  antù-parallèle  du  cône  SÂB  à  base  circulaire  ;  car  la  première  con- 
dition que  doit  remplir  cette  section  ,  c'est  d'être  perpendiculaire  au  plan 
principal  du  cône  ,  c'est-à-dire  à  celui  qui ,  passant  par  le  sommet  S  et  le 
centre  C  de  la  base  circulaire  ÂB,  se  trouve  en  outre  perpendiculaire  à  cette 
base  ;  or  ce  plan  coïncide  évidemment  avec  celui  de  notre  épure ,  lequel 
contient  les  points  S ,  O,  et  le  rayon  OC.  Ensuite,  Ja  section  anti-parallèle  doit 
former  ,  sur  le  plan  principal ,  un  triangle  Sab  semblable  et  non  parallèle  à 
SâB  ;  condition  qui  est  encore  remplie ,  puisque  nous  venons  d'observer  que 
les  angles  SAB  et  Sba  ayaient  la  même  mesure. 
FiG.  147.  748.  Lorsque  deux  cylindresdu  second  degré  se  coupent  suivantunepremière 
courbe  plane  ^  la  courbe  de  sortie  est  aussi  plane. 

Supposons  que  Tellipse  EMMTN'N  soit  la  courbe  d  entrée ,  commune  aux 
deux  cylindres  (les  mêmes  raisonnements  seront  applicables  à  une  hyperbole 
ou  à  une  parabole)  ;  alors,  en  menant  divers  plans  qui  soient  parallèles  aux  gé- 
nératrices des  deux  cylindres  à  la  fois ,  ils  traceront  dans  lellipse  des  cordes 
MN)  M'N',...,  parallèles  entre  elles,  et  chacun  de  ces  plans  coupera  d'ailleurs 
les  deux  cylindres  suivant  quati^.  droites.  Celles  qui  répondront  au  plan  sé- 
cant MN ,  savoir  MA  et  NB  ,  Ma  et  ^b ,  formeront  par  leurs  intersections,  un 
parallélogramme  MnNm  dont  les  deux  sommets  m  et  n  appartiendront  évi- 
demment à  la  courbe  de  sortie  ;  de  même,  cette  courbe  passera  par  les  points 
m'  et  n'  où  se  coupent  les  quatre  arêtes  M'A'  et  N'B' ,  MV  et  N'6%  contenues 
dans  le  plan  sécant  M'N'  ;  et  ainsi  des  autres.  Or  toutes  les  diagonales  mn , 
m'n%...,  sont  évidemment  parallèles  ;  elles  passeront  d  ailleurs  par  les  milieux 
des  cordes  MN,  M'N',...,  et  par  suite,  elles  rencontreront  toutes  le  diamètre 
EF  conjugué  avec  ces  cordes.  Donc  ces  diagonales  formeront,  en  s'appuyant 
sur  la  droite  EF ,  une  surface  nécessairement  plane  qui  contiendra  toute  la 
courbe  de  sortie  mm'Vnn  ;  ainsi ,  cette  dernière  satisfait  bien  à  l'énoncé  du 
théorème. 

749.  On  voit  d'ailleurs  que  la  courbe  mm'ïnn  sera  de  même  espèce  que  la 
courbe  d'entrée  ;  car,  pour  des  abscisses  communes  OP,  OP'' ,. . . ,  les  ordonnées 
MP  et  mP,  M'P'  et  m'P',....  seront  évidemment  proportionnelles  ;  de  sorte  que 
les  deux  branches  de  TintersecLion  seront  ici  deux  ellipses  ayant  un  diamètre 
commun  EF.  Il  est  clair  aussi  qu'aux  extrémités  de  ce  diamètre ,  les  tangentes 
ET  et  EV  des  deux  courbes ,  ainsi  que  les  arêtes  des  deux  cylindres ,  se  trou- 
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yeronttoutes  parallèles  aux  plans  sécants  employés  ci^essus;  par  conséquent, 
les  cylindres  proposés  auront  deux  plans  tangents  communs  et  parallèles. 

750.  Lorsque  â^ux  surfaces  du  second  degr4  ont  vu  axe  gomuh,  engran- 
deur  et  onposiiton^  elles  ne  peuvent  se  couper  que  suivant  bbux  courbes  plakes, 
quipassent  Vune  et  Vautre  par  Vaxe  commun. 

D'après  l'hypothèse  admise,  les  deux  surfaces  aiu*ont  le  même  centre,  et  en 
faisant  passer  par  ce  point  notre  plan  horizontal  de  projection,  que  nous 
choisirons  d'ailleurs  perpendiculaire  à  Taxe  commun  (0,  O'C),  il  coupera  les  Fig.  148. 
deux  surfaces  données  suiyantdeux  courbes  du  second  deg;ré  et  concentriques 
ABDE  et  ahde.  Or ,  si  ces  dernières  se  rencontrent  en  deux  points  G  et  H,  il 
y  en  aura  nécessairement  deux  autres  I  et  K,  diamétralement  opposés  aux 
premiers ,  et  qui  seront  encore  communs  aux  deux  courbes.  Alors  le  plan 
Tcrtical  GI  coupera  les  surfaces  proposées  suivant  deux  courbes  qui  coïncide- 
ront complètement ,  puisqu'elles  auront  les  mêmes  demi-axes  OG  et  O'C; 
donc  cette  section  commune  sera  une  des  branches  de  l'intersection  totale  des 
deux  surfaces^  et  l'autre  branche  sera  la  section  aussi  commune,  faite  par  le 
plan  vertical  HK. 

Ces  raisonnements  àont  applicables  à  toutes  les  surfaces  du  second  degré 
qui  ont  un  centre,  qu'elles  soient  ou  non  de  même  espèce^  pourvu  que  l'axe 
commun  soit  en  même  temps  réel  ou  imaginaire  dans  les  deux  surfaces  à 
la  ibis. 

75 1«  Si  la  première  n'avait  pas  de  centre,  son  axe  unique  serait  infini;  et 
par  conséquent  la  seconde  devrait,  pour  satisfaire  à  l'énoncé  du  théorème, 
être  aussi  un  paraboloïde  ayant  le  même  sommet.  Alors  on  couperait  ces 
deux  paraboloïdes  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  commun,  et  ces  deux 
sections  qui  auraient  évidemment  le  même  centre,  se  rencontreraient  en 
quatre  points  diamétralement  opposés,  tels  que  G  et  I,  H  et  K  dans  la  figure 
précédente;  d'où  l'on  conclurait  que  le  plan  conduit  par  la  droite  GI  ou  HK, 
et  par  l'axe  commun,  coupe  les  paraboloïdes  suivant  deux  paraboles  qui  ayant 
même  axe,  même  sommet,  et  un  point  commun  G  ou  H,  se  confondront  né- 
cessairement. 

752.  On  peut  généraliser  le  théorème  du  n*"  750,  en  l'appliquant  à  deux 
iur£ices  du  second  degré  qui  ont  detêx  plans  tangents  communs  et  parallèles.  En 
effet,  la  droite  qui  joindra  les  points  de  contact  de  ces  plans,  sera  un  dia- 
mètre commun  aux  deux  surfaces  \  le  plan  diamétral  conjugué  avec  ce  dia- 
mètre, devant  être  parallèle  aux  plans  tangents  donnés,  se  trouvera  le  même 
pour  la  première  et  la  seconde  surface,  et  il  coupera  celles-ci  suivant  deux 


360  LIVRE  IX.  ^  ABDlTIOm. 

couii>es  coocentriques^  telles  que  ABDE  et  o^cfe;  desarteque  ie  {^lan  meoé  par 
GI  ou  HK  ^  et  par  le  diaiDètre  comiBUD^  produira  dansles  surfaces  proposées 
deux  seclkms  qui  devront  encore  eoincider,  atteodu  .qu^elles  ^auitmt  deux  dia- 
mètres conjugués  commuDs  eu  directioa  et  eu  long^ueur;  dame  œ9  ^urface^  m 
couperont  suivant  deuûs  courbes planeg, 
FiG.  '149.  753.  Un  cas  particulier  de  «oe  théorène  se  présente  dans  la  reuCMânede 
deujj  berceaux  cylindrique  qui  ont  le  mémepUm  de  moMêonoe'eiiamémefmmide. 
En  eflSet^  si  le  cercle  AMNB  et  i'ellipse  amnb  doat  ies  aves  vertioaus  sont 
égaux ,  représentent  les  bases  de  ces  eyltndues  qui  sont  ici  Rabattues  autour 
des  axes  AB  et  ab  situés  daus  le  plan  horiz^atal  de  la  naissance,  on  Yoît  d'a- 
bord que  lesquatre  génératrices  AG,  Bfi,  ^^Gr^éS.^  se  rencontrent  ea  formant 
le  rectangle  GHIK.  Ensuite,  si  Ton  coupe  les  deux  cylindres  par  unméoie 
^lan  horizontal,  on  obtiendra  cpiatre  arêtes  paient  des  points  M,  N,  m,  a, 
et  qui  se  rencontreront  nécessairement  en  des  poiats  dont  les  projections 
M'j  K^  M\  W.  tomberont  .précisément  sur  les  diagonales  du  reelangle  GHK: 
car,  les  deux  ordonnées  pm  et  PM  étant  égales,  on  sait  que  les  abscisses  ap  et 
AP  sont  entre  elles  comme  les  deux  axes  a^&et  A6,ce  qui  donne  la  proportion 

Gai  M  ::&K:KI; 

d'où  l'on  conclut  que  le  point  M'  est  en  ligne  droite  ayec  G  et  I.  On  prouvera 
semblablement  que  K'  tombe  sur  la  même  diagonale,  tandis  que  Vf  et  M'' sont 
sur  la  droite  HK;  ainsi,  rintersection  totale  des  cylindres  proposés  ise  oompo* 
aéra  des  deu«x  ellipses  situées  dans  les  plans  verticaux  iGI  et  HK. 

754.  il«iA.RQUE.  Lorsque  deux  aur&ices  quelconques  S  et  S'  se  touohmU 
en  un  point,  et  qu'en  outre  elles  se  coupent  suirant  tine  courbe  à  deu9K 
branches  qui  passent  par  le  point  considéné,  il  n'est  plus  posaible  de  toouver 
les  tangentes  de  ces  branches  au  point  multiple  ,  par  la  tméllKMle  des  plans 
tangents,  puisque  ceux-ci  coïncidenL  Mais,  «i  J  on  aubstittie  aux  ^anrfiaees  S 
et  S'  deux  surfaces  du  second  degré  1  et  2'  qui  soient  osculatrioes  idespre* 
mières,  ilest.éTident.que  l'intersection  de  2  a^ec  S^^aura  ;les  méaies  tangentes 
que  l'intersection  de  S  avec  S".  Or,  comme  dans  chaque  surfoce  2  ou  T,  il  ya 
un  axe  c  ou  &  qui  est  arbitraire  en  longueur  (n**  696),  quoique  toujours  dw 
rigé  suivant  la  normale  au  point  considéré,  si  Ton  prend  cet  ase  égal  départ 
et  d'autre^  il  arrivera  que  les  sunËatces  2  et  2'  se  couperont  suivant  deux  couidies 
planes  (n*"  750),  4ont  les  :projecUons  sur  u»  plan  perpendiaulmm  à  /a  normale^ 
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se  réckiiroAl  à  deiiti  ckbilbes  fecilea  à  construire  ;  alors  ces^  droites  seront  évi- 
demment  lesr  taii^eiitea  des  deux  branches  de  Tiatersection  de  S  avec  S',  pout? 
le  point  multiple  eo  questioii.  Cette  métbode  inigpéniîeuse  ai  été  donnée  par 
M.  Tk.  (Mtviery  dan^^un  Mémoipe  inséré  an  31®  cakiev  du  Journal'  de  rÉeoh 
Polytechnique;  et  l'auteur  l'a  appliquée  au  eotwid^  de  la  vaéie  dCaréèe»  en  tour 
ronde  ^  dont  ooua  ayons  tvouTé  lea  tangentes  par  ua  autre  moyen  (n^"  646  )« 

755.  DES  TANGENTES  CONJUGUÉES  ou  réetproquee.  Lorsqu'un  côneFir..   150 
VMKN  est.  circonscrit  à  une  surface  du  second  deg,i;é,  tme  arête  quelconque  YM. 

de  ce  cône  et  la  tangente  MT'  menée  à  la.courbe  de  contact  MKN  par  le  pied 
de  cette  arête ,  sont  tQUfour»  reepectivementparaUàlee  à  deu^  diamètres  conjugués 
de  la  section faite^  dan3  la  surface ,  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  \WT\ 
Pour  démontrer  ce  théorème  (*),  adoptons-comnae  plan  de  la  figure  leplan 
diamétral  qui,  passant  par  l'arrête  M V  et  le  diamètre  VO ,  coupera  la  surfoce 
suivant  une  courbe  NXBIY  h  laquelle  VBI  sera  tangente.  D'ailleurs ,  si  nous 
meqooe  le  plan  diamétral  conj^ugué  de  VO,  la  section  de  ce  plan  ayec  la  sur- 
face sera  une  courbe  EZY  parallèle  et  semblable  {u!"  S54)  à  NJCM,  et  par  suite 
les  tapgentes  YT  et  9iT^  se  trouveront  parallèles  ;  donc  ^  le  conjugué  de  OY 
sera  une  droite OZ  parallèle  à  MV.  Celaposé^  les  trois  diamètres  OX,  OY, OZ 
étant  coi^u^es  entre  eux,  il  en  résulte  que  le  planXOY  de  lafigure  actuelle, 
divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  parallèles  à  OZ;  donc  il  en  sera 
de  même  du  diamètre  RY'  tiré  parallèlement  ik  MY  ;  et  ce  diamètre  étant 
ainsi  le  conjugué  de  OZ  dans  la  section  RZY'  qui  se  trouve  bien  parallèle  au 
plan  tangent  YMT,  l'énoncé  du  théorème  en  question  est  justifie\  puisque  OY' 
et  OZsont  respectivement  parallèles  à  l'arête  YM  et  à  la  tangente  MT^ 

756.  Ces  deux  tangentes  de  la  surface  ont  été  aussi  nommées  réciproques , 
parce  que  si  Ton  plaçait  sur  MT'  le  sommet  d'un  nouveau  cône  circonscrit  à 
l'ellipsoïde,  la  courbe  de  contact  de  ce  cône  aurait  pour  tangente  la  droite  MV. 
En  effet,  la  section  faite  dans  la  surface  proposée  par  un  plan  parallèle  au  plan 
tangent  en  M,  serait  encore  la  courbe  RZY\  dont  le  diamètre  OZ  parallèle  à 
MT'  a  pour  conjugué  OY';  ainsi  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe  de  contact, 
qui  doit,  par  le  théorème  précédent,  se  trouver  parallèle  à  0Y^  ne  pourrait 
être  que  M  Y  qui  remplit  cette  condition. 


(^)  Il  est  dd  à  M.  Bupîn  ;  mais  noas  le  démontrons  ici  d*une manière  différente,  sans  pas- 
ser par  rîDtermëdiaire  d*un  cylindre. 
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FiG.151.  757.  Celte  réciprocité  et  le  théorème  du  n"*  755  sur  lequel  elle  est  fondée  « 
s'étendront  facilement  à  un  cône  circonscrit  à  une  surfiice  quelconque  S.  Car, 
soient  ÂMB  la  courbe  de  contact  de  ces  deux  surfaces,  MTunede  ses  tangentes, 
et  YM  larête  du  cône  qui  aboutit  au  point  de  contact;  cette  arête  peut  être 
regardée  (n""  182)  comme  l'intersection  de  deux  plans  tangents  infiniment  yoi- 
sins,  menés  du  sommet  Y  à  la  surface,  et  dont  les  points  de  contact  petq  avec 
S,  se  trouveront  sur  la  courbe  AMB.  Maintenant  ^  imaginons  Tellipsoide  ou 
rhyperboloïde  2,  qui  serait  osculateur  de  S  en  M  :  dansles  enrirons  de  ce 
point ,  les  surfaces  S  et  2  auront  deux  plans  tangents  consecutii^  de  communs; 
donc  les  points  p  eiq  appartiendront  aussi  à  la  courbe  de  contact  A'MB'  du 
cône  qui,  ayant  son  sommet  en  Y,  serait  circonscrit  à  2;  et  par  suite  ,  cette 
dernière  courbe  aura  encore  pour  tangente  MT.  Or,  dans  la  surface  1 ,  on  sait 
(  n""  755  )  quelle  relation  existe  entre  M  Y  et  MT  ;  donc  aussi  ,  pour  la  surfiice 
quelconque  S,  V arête  du  cane  drconscrit  et  la  tangente  à  la  courbe  de  contact j 
sont  respectivement  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  section  faite pa- 
rallèfementauplan  tamjentj  dans  la  surface  du  second  degré  osculatrice  de  S;  et 
ces  deux  tangentes  offrent  pareillement  la  réciprocité  énoncée  au  n^  756. 

758.  Ce  théorème  ,  qui  nous  sera  utile  dans  la  perspective  d'un  tore  et 
d'un  piédouche,  subsiste  évidemment  pour  un  cylindre  circonscrit  à  la  surfoee 
quelconque  S,  puisqu'on  peut  supposer  le  sommet  Y  placé  à  Tinfini  sur  MY  ; 
et  il  serait  facile  de  retendre,  par  des  considérations  semblables,  aune  surfece 
développable  quelconque  qui  se  trouverait  circonscrite  à  la  surfece  donnée  S. 
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CHAPITRE  IL 

Méthode  des  Plans  cotés  (*). 

759.  Pour  représenter  graphiquement  les  points  et  les  lignes,  nous  avons  vu 
qu'il  suffisait  d'assigner  leurs  projections  sur  deux  plans  fiies,  et  que  delà  on 
pouvait  déduire  tout  ce  qui  intéressait  sur  les  distances  de  ces  points  ,  sur  la 
forme  de  ces  lignes  ou  des  surfaces  auxquelles  elles  appartiennent,  etc.  Mais, 
dans  certains  cas,  comme  pour  les  dessins  deFortiScalion  et  pour  la  Topogra- 
phie, on  trouve  plus  commode  de  définir  les  objets  seulement  par  leurprojectton 
horizontale^  à  laquelle  on  ajoute  des  cotes -qui  indiquent  la  hauteur  des  divers 
points  au-dessus  d'un  plan  horizontal  fixe,  que  Ton  suppose  plus  bas  que  tous 
les  objets  en  question.  Il  est  évident  que  cette  méthode,  où  Ton  n'emploie  qu'un 
seul  plan  de  projection  ,  suffit  néanmoins  pour  déterminercomplétement  la 
position  de chaqu?  point,  parce  que  la  cote  de  celui-ci  remplace  sa  projection 
verticale,  et  pourrait  même  servir  à  retrouver  cette  projection,  si  on  le  désirait. 
Aussi  nous  allons  voir  que,  par  celte  marche,  on  résout  aisément  tous  les  pro- 
blèmes élémentaires  de  la  Géométrie  descriptive,  et  d'une  manière  qui  se  prête 
mieux  aux  traductions  numériques  auxquelles  on  est  obligé  de  recourir  dans  la 
Fortification;  car  ici  les  données  et  les  résultats  d'un  problème  offrent  des  di- 
mensions trop  considérables  pour  pou  voir  être  exprimées  sur  les  dessins  autres 
ment  que  par  le  moyen  d'une  échelle  de  réduction.  Ajoutons  encore  que, dans 
la  Fortification,  le  pea  de  relief  de  la  plupart  des  objets  aii-dessus  du  sol,  com- 
parativement à  leurs  dimensions  horizontales,  rendrait  incommode  l'emploi 
d  un  pian  viertioal  de  projection^  sur  lequel  le  plus  graad  nombre  des  droites 
considérées  seraient  presque  horizontales ,  et  iraient  se  rencontrer  fort  loin. 

760.  Observons  ,  d'ailleurs ,  que  ce  mode  de  description  ayant  élé  d'abord 
employé  pour  «des  côtes  sous-marinés  rajyportées  au  niveau  de  la  tOÊer^  TuMge 
a  prévalu  de  compter  les  ordonnées  verticales  cfe  Aatif  «n  6a«,  eo  lesregardaat 
eomtne  de-véritables  sondes  abaissées  é^^vi  phm  de  comparaison  horizontal  si  tué 


{*)  La  plus  grande  «partie  de  ce  eha{>iiPé  e«t  tiitëe ,  en  sttbsUnœ ,  «des  Leçons  rédigées  en 
I8tl  poorfEcoJe  l'Application  de  Metz ,  par  H.  le  ei^iuîiie  du  Génie  Noizêî^  qui  a  ainsi 
coordeoné  et  perfectionné  les  éléments  de  la  aétbode  des  plans  cotés ,  quoiqu'elle  eût  été 
déjà  employée  par  d'autres  ingénieurs, 
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au-nkêsut  de  lous  les  objets  considérés  ;  tandis  que  k  plan  de  projection  sur 
lequel  on  opère,  est  toujours  censé  horizontal  etplacé  aune  distance  arbitraire 
au-dessous  àe  ces  mêmes  objet  s.  Du  reste,  ces  conventions  ne  rendront  pas  plus 
difficile  réyaluation  de  la  différence  de  niyeau  de  deux  points  donnés  ;  mais 
il  faudra  se  rappeler  que  le  point  qui  est  affecté  de  \diCQlela  plus  forte  ^  est  plus 
bas  que  Vaulre. 
Pl.  62,  761 .  D  après  cela,  un  point  sera  représenté  par  sa  projection  et  par  sa  cote, 
*'^^-  ■•  comme  celui  qui  est  indiqué  (ISl^^S)  dans  la  fig.  1. Cependant,  s'il  y  avait 
plusieurs  points  remarquables  situés  sur  la  mémeyerticale,  il  faudrait  écrire  la 
cote  de  chacun  d'eux  auprès  de  celte  projection  commune. 
FiG.  1.  762.  Une  droite  est  définie  par  sa  projection^  avec  les  cotes  de  deux  cfe  ses 
points.  De  là  il  serait  facile,  au  moyen  d'un  trapèze  rabattu,  de  conclure  gra- 
phiquement lalongueur  d'une  portion  de  cette  droite,  son  inclinaison  sur  l'ho- 
rizon, la  cote  d'un  troisième  point  de  cette  ligne,  donné  par  sa  projection;  ou 
réciproquement,  la  projection  d'un  point  défini  par  sa  cote  :  mais,  comme  pour 
les  applications  que  nousavons  en  vue  ici,  il  faudrait  finir  par  évaluer  ces  résul- 
tats en  nombres ,  il  sera  plus  exact  et  plus  commode  de  construire  d'abord  IV- 
chelle  de  pente  de  la  droite  proposée.  Soient,  par  exemple  (t4°,7)  et  (I2"»,5)les 
deux  points  donnés;  on  commencera  par  chercher  l'intervalle  L  qui,  sur  la  pro- 
jection de  la  droite,  séparera  deux  points  dont  les  cotes  différeront  d'un  mètre, 
et  on  y  parviendra  évidemment  par  la  proportion  suivante,  où  D  désigne  l'in- 
tervalle des  deux  projections  données  : 

(14V— i2",5):d:;i-:l  =  ^d. 

Ainsi,  après  avoir  évalué  D  en  parties  de  l'ébA^/Zd  horizou tàlï  du  dessin,  on 

8 
calculera  aisément  la  longueur  L;  et  si  l'on  porte  les  Tq  de  cette  longueur  au- 
dessous  du  point  (14*"  ,7),  on  obtiendra  celui  qui  doit  avoir  la  cote  IS*".  Puis 
en  portant,  à  pailir  de  ce  dernier  point  ,1a  longueur  L  plusieurs  fois  de  suite, 
on  trouvera  les  points  qui  répondent  aux  cotes  14*",  13"*,  là"*, ,  et  il  res- 
tera à  subdiviser  un  de  ces  intervalles  en  dix  parties  égales  ,  pour  compléter 
Véchelle  de  pente  de  la  droite  proposée. 
FiG.  1.  763.  Cela  posé,  désignons  par  A  la  projection  assignée  d*un  poiutsitué  sur 
cette  droite,  et  dont  on  demande  la  cote.  SiÀtombe  entre  le?  divisions  13*  et 
14°>,  par  exemple,  on  prendra  avec  le  compas  la  distance  horitontale àvn^inX 
A  au  point  1 3",  et  en  la  portant  sur  la  partie  de  Téchelle  de  pente  qui  est  subdi . 
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Tisëeen  déeîmètres,  on  verra  quelesile  nombrede  décimètres  qu'il  feu  t  ajou- 
tera 15",  pour  obtenir  la  cote  du  point  projeté  eoA.  Les  centimètres  pourront 
sWimer  à  Tue. 

On  trouvera  aussi  aisément  la  projection  d'un  point  dont  la  cote  serait 
assignée. 

764.  Pour  avoir  la  vraie  distance  de  deux  points  de  la  droite,  donnés  par 
leurs  projections,  on  cherchera  d'abord  leurs  cotes;  puis,  on  calculera  Thypo- 
ténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  la  hauteur  serait  la  différence  de  ces  cotes, 
et  dont  la  base  serait  égale  à  l'intervalle  des  deux  projections,  estimé  en  mètres 
•ur  l'échelle  harizantale  du  dessin. 

765.  Quant  à  la  pente  de  la  droite,  on  entend  par-là  la  tangente  trigonomé-  Fig.    1 . 
trique  de  Tangle  que  celle  ligne  fait  avec  l'horizon  ;  c'est-à-dîre  la  différence  de 
niveau  de  deux  points  de  cette  droite,  divisée  parla  distance  de  leurs  projec- 
tions. Ainsi,  pour  la  droite  citée  n<>  762,  la  pente  est  exprimée  par  la  fraction 

ou . 

D  L  ' 

en  se  rappelant  que  L  désigne  ici  l'intervalle  qui  sépare  les  projections  de  deux 
points  dont  les  cotes  diffèrent  d'un  mètre,  et  qu'il  faut  estimer  cette  longueur 
en  parties  de  l'échelle  horizontale  du  dessin.  On  énonce  encore  cette  règle  , 
en  disant  que  la  pente  d'une  droite  est  le  rapport  de  la  hauteur  à  la  base. 

766.  Réciproquement,  si  Ton  donne  la  projection  d'une  droite  et  la  cote  Fie.    1. 

14*,7d'unde  ses  points^  avec  la  pente  j- que  doit  avoir  celte  ligne,  on  prendra 

sur  l'échelle  horizontale  du  dessin,  une  longueur  égale  à  3  mètres ,  laquelle 
étant  portée  à  la  suite  du  point  (  1 4"',7  ),  fera  connaître  le  point  qui  devrait  avoir 
la  cote  (  13", 7).  Alors  on  connaîtra  deux  points  cotés  de  la  droite,  et  l'on  cons- 
truira son  échelle  de  pente  comme  au  n*  762. 

767.  Par  un  point  donné  (1 0«,6)  mener  unedroite parallèle  à  une  droite  déjà  Pic.    1 . 
connue.  Par  le  point  donné  on  tirera  une  parallèle  à  la  projection  de  la  pre- 
mière droite,  et  ce  sera  évidemment  celle  de  la  seconde.  Ensuite,  comme  ces 

deux  droites  doivent  avoir  la  même  pente,  si  Ton  joint  le  point  (10™, 6)  de  la 
seconde  avec  le  point  affecté  de  la  même  cote  sur  la  première,  puis  si  l'on  tire 
des  parallèles  à  cette  ligne  de  jonction,  par  les  divisions  entières  de  la  première 
droite,  on  formera  immédiatement  l'échelle  de  pente  de  la  droite  demandée, 
laquelle  sera  ainsi  complètement  déterminée. 

768.  Lorsque  la  première  droite  ne  sera  donnée  que  par  deux  points  cotés  Fie.    L 
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(14"*, 7)  et  (IS^'fS),  on  portera  Tiatervalle  D  de  ces;  projectioa»,  au-dessous  du 
point  (lO'^fO),  et  Ton  obtiendra  ua  second  point  de  la  nouvelle  droite,  lequel 
aura  évidemment  pour  sacote(10"',6-}-2«,2)  ou(12"',8).  Alors  on  achèvera 
rëchelle  de  la  droite  demandée,  comme  au  n*  762. 

769.  UNE  COURBE  isolée  se  représente  par  sa  projection  horizontale  ac- 
compagnée des  cotes  d*un  cei'tain  nombre  de  ses  points,  assez  rapprochés  pour 
que  l'œil  puisse  saisir  le  cours  ascendant  pu  descendant  de  cette  ligne,  ou  pour 
que  les  arcs  intermédiaires  puissent  être  regardés  comme  des  droites.  Mais  , 
presque  toujours,  les  courbes  sont  liées  à  des  surfaces  que  nous  apprendrons 
bientôt  à  représenter  ;  c'est  pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  davan- 
tage ici. 

Vl.  62  ,  770.  UN  PLAN,  lorsque  c'est  une  grandeur  réellement  existante,  et  qu'il 
FiG.  2.  est  p3p  conséquent  limité  de  toutes  parts,  se  représente  par  la  projection  de 
son  contour  dont  chaque  angle  doit  avoir  sa  cote;  et  Ton  y  ajoute  un  certain 
nombre  de  sections  de  niveau  qui  sont  ici  des  droites  parallèles  à  sa  trace  hori- 
zontale. Ces  sections,  que  Ton  choisit  équidistantes  et  éloignées  d  un  mètre  ^ 
par  exemplei  dans  le  sens  vertical ,  doivent  être  marquées  à  leurs  deux  extré- 
mités d'une  cote  commune  :  puis,  si  Ton  trace  une  perpendiculaire  à  ces  hori- 
zontales, ce  sera  évidemment  la  projection  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  du 
plan  proposé;  et  en  cotant  les  points  où  elle  est  rencontrée  par  les  diverses 
horizontales ,  elle  deviendra  ce  qu'on  appelle  l'échelle  de  pente  du  plan  en  ques- 
tion ,  laquelle  est  ordinairement  indiquée  par  un  trait  double.  Ce  mode  de 
représentation  équivaut  à  regai*der,  ainsi  qu'on  le  fait  dans  la  géométrie  des- 
criptive ,  un  plan  comme  engendré  par  une  de  ses  horizontales  qui  glisserait, 
parallèlement  à  elle-ooiême  ,  sur  la  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  plan. 

FiG.  2  771.  Lorsqu'unplanest  illimité^  et n  existe psis  réellement,  on  le  représente 
seulement  par  une  de  ses  horizontales  cotée,  avec  son  échelle  de  pente  gra- 
duée :  on  assigne  ainsi  la  génératrice  et  la  directrice  de  cette  surface  ,  ce  qui 
suffit  pour  la  déterminer  complètement.  Souvent  même  on  se  contente  de 
marquer  l'échelle  de  pente  graduée  ,  parce  que  de  là  on  peut  déduire  autant 
d'horizontales  cotées  que  l'on  veut,  puisqu'elles  sont  toujours  perpendiculaires 
à  la  direction  de  l'échelle. 

772.  Lorsqu'un  plan  est  horizontal ,  son  échelle  de  pente  n'existe  plus  , 
mais  tous  les  angles  de  son  conijour  portent  la  même  cote;  ou  bien ,  si  ce 
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plan  est  indéfini,  oa  le  désigne  par  le  plan  horizontal  à  la  cote  n.  Si  le  plan 
doané  est  Tortiçal ,  on  le  représente  simplement  par  sa  trace  horizontale. 

773.  Déterminer  le  plan  qui  passe  par  trois  points  donnés  (9™  ,4) ,  (  1 4") ,  et  Fw .   2 . 
(17™),  On  joindra  par  une  droite  le  premier  et  le  dernier  de  ces  points  ,  ***• 

et  au  moyen  d'une  proportion  analof^ue  à  celle  employée  dans  le  n^  762  , 
on  cherchera  sur  cette  droite  un  point  qui  ait  pour  cote  14™^  alors  la  droite 
qui  réunira  ce  dernier  point  avec  le  second  des  points  donnés  ^  sera  évidem* 
ment  une  horizontale  du  plan  demandé  ;  et  une  parallèle  menée  par  le  point 
(17™)  sera  une  seconde  horizontale  de  ce  plan,  dont  l'e'chelle  de  pente  de- 
viendra dès  lors  très-facile  à  marquer  et  à  graduer. 

La  môme  marche  s'appliquerait  évidemment  au  cas  où  le  plan  demandé 
devrait  passer  par  un  point  et  par  une  droite  donnes;  et  si  cette  droite 
était  déjà  pourvue  de  son  échelle  de  pente ,  la  solution  serait  encore  plus 
simple* 

774.  Par  une  droite  donnée ,  conduire  un  plan  dont  la  pente  soit  —  .      On  Pl.  62, 

*  FiG   3 

doit  connaître  au  moins  les  cotes  de  deux  points  de  cette  droite ,  qui  sont 

ici  10"  et  12" ,5  :  alors  ^  en  regardant  le  premier  point  comme  le  sommet 

d*un  cône  droit  dont  les  génératrices  auraient  Tinclinaison  .-  (n^  765) ,  il  suf-< 

fira  évidemment  de  mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  qui  passe  par  le  second 
point.  Or  ,  si  l'on  décrit  un  cercle  qui  ait  pour  centre  la  projection  du  point 
(10")^  et  pour  rayon  une  longueur  prise  sur  Téchelle  horizontale  du  des- 
sin, et  égale  à  n  fois  la  différence  2°^,5  des  cotes  des  points  donnés,  ce 
cercle  sera  la  Irace  du  cône  en  question  sur  le  plan  horizontal  qui  passe 
par  le  point  inférieur  (12'",5)  ;  donc  ,  en  menant  par  ce  dernier  point  deux 
tangentes  à  ce  cercle ,  on  obtiendra  les  traces  horizontales  de  deux  plans 
qui  satisferont  au  problème  ;  et  leurs  échelles  de  pente  s'en  déduiront  aisé- 
ment ,  puisque  Ton  connaîtra  leurs  directions  et  deux  points  cotés  de  chacune 
d^elles.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  le  problème  n'admettra  qu'une  solu- 
tion ou  deviendra  impossible,  selon  que  la  pente  assignée  sera  égale  à  celle  de 
la  droite  donnée,  ou  moindre  que  cette  dernière. 

775.  Lorsque  la  droite  définie  par  les  deux  points  cotés,  se  trouvera  très- 
peu  inclinée,  la  méthode  précédente  conduirait  à  tracer  un  cercle  très-petit, 
et  par  là  peu  commode  à  employer.  Dans  ce  cas ,  on  prendra  un  plan  hori- 
zontal inférieur  aux  deux  points ,  et  coté  en  nombre  entier;  puis ,  on  décrira 
sur  ce  plan  deux  cercles  dont  les  centres  soient  les  projections  des  deux 
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points  proposés ,  et  dont  les  rayons  soient  n  fois  la  hauteur  de  chacun  de  ces 
points  au-dessus  de  ce  plan  horizontal.  On  aura  ainsi  les  bases  de  deux  cdoes 

dont  la  pente  sera  —  ,  et  il  resleraàmener  une  tangente  commune  à  ces  deux 

cercles. 

776.  Si  la  droite  donnée  était  horizontale  ,  on  connaîtrait  de  suite  la  pro* 

jection  de  l'échelle  de  pente  du  plan  cherché;  puis ,  comme  Tinclinaison —  est 

assignée ,  il  n'y  aurait  qu'à  porter  sur  cette  échelle ,  à  partir  de  la  droite 
proposée,  une  longueur  de  n  mètres  mesurée  sur  Téchelle  horizontale  du  des- 
sin ,  et  lextrémité  de  cette  longueur  répondrait  à  un  point  de  Péchelle  de 
pente  ^  dont  la  cote  serait  moindre  d'un  mètre  que  le  point  situé  sur  la  droite 
donnée.  Ayant  ainsi  deux  points  cotés  de  cette  échelle  de  pente,  il  serait  bien 
facile  d'en  acheyerla  graduation. 
FiG.    4.     777,  Par  un  point  (10™,5)  situé  sur  un  plan  donné,  tracer  sur  ce  plan  une 

droite  dont  la  pente  soit  ^.  On  tracera  une  horizontale  de  ce  plan  dont  la  cote 

diffère  de  celle  du  point  donné,  de  4'"  par  exemple;  puis ,  ayec  un  rayon  égal 
à  4  fois  la  base  n  de  la  pente  assignée ,  et  du  point  donné  comme  centre,  ou 
décrira  un  arc  de  cercle  qui ,  en  coupant  Tfaorizontale  choisie ,  fera  connaître 
le  point  que  l'on  doit  joindre  avec  le  point  donné  pour  avoir  la  droite  de- 
mandée. On  sent  que  ce  problème  aura  en  général  deux  solutions  ;  mais  elles 
se  réduiront  à  une  seule ,  ou  deviendront  impossibles,  si  la  pente  assignée  pour 
la  droite,  égale  ou  surpasse  celle  du  plan  donné. 

778.  Etant  donnée  la  projection  d'un  point  situé  sur  un  plan  connu,  trouver 
la  cotede  cepoinlf  On  mènera  par  celte  projection ,  une  perpendiculaire  sur 
l'échelle  du  plan ,  et  la  cote  du  point  de  rencontre  sera  celle  du  point  pro- 
posé. 

Si  1  échelle  du  plan  n'était  pas  construite ,  et  qu  il  fût  représenté  seulement 
par  diverses  horizontales,  on  pourrait  appliquer  sur  le  point  proposé  une  règle 
d  ivisée  en  millimètres ,  en  la  plaçant  de  manière  que  deux  divisions  entières 
tombassent  sur  les  horizontales  voisines  ;  par-là  ,  on  apprécierait  immédiate- 
ment la  fraction  de  mètre  qu'il  faut  ajouter  à  la  cote  de  l'horizon  taie  supérieure 
pour  obtenir  la  cote  du  point  en  question. 
Fie.  5.  779.  Trouver  Fintersection  de  deux  plans  donnés.  On  tracera  dans  chaque  plan 
deux  horizontales  qui  aient  respectivement  les  mêmes  cotes;  et  la  rencontre 
de  ces  quatre  droites  fera  connaître  deux  points  cotés  de  l'intersection  deman- 
dée, ce  qui  en  déterminera  la  projection  et  la  pente. 


ir^ — 'T^- 


CHAPITRE  11.  —  MÉTHODE  DES  PlkKS  COTÉS.  575 

780.  Lorsque  les  horizontales  des  deux  plans  proposés  se  rencontreront  Fig.    6. 
trop  loin,  on  emploiera  deux  plans  auxiliaires  qui ,  en  coupant  chacun  des 

plans  donnés  suivant  deux  droites,  feront  connaître  deux  points  de  Tintersec- 
tion  cherchée. 

De  même,  si  les  deux  plans  donnés  avaient  leurs  horizontales  respective- 
ment parallèles,  un  seul  plan  auxiliaire  suffirait,  parce  qu'alors  l'intersection 
demandée  devrait  être  aussi  parallèle  aux  horizontales  primitives. 

781.  Trouver  V intersection  (Tune  droite  et  (Tun  plan  flEt>nn^«.  On  conduira  Fie.    7. 
par  la  droite  proposée,  un  plan  auxiliaire  dont  les  horizontales  seront  deux 
parallèles  menées  arbitrairement  par  deux  points  de  cette  droite;  puis,  en 
cherchant  l'intersection  de  ce  plan  auxiliaire  avec  le  plan  donné,  cette  inter- 
section coupera  la  droite  proposée  au  point  que  Ton  demandait. 

782.  On  trouvera  semblablement  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  Fig.   8. 
données  ,  qui  seraient  situées  dans  le  même  plan  vertical.  Car,  en  condui* 

sant  par  chacune  d'elles  un  plan  arbitraire,  l'intersection  de  ces  deux  plans 
ira  passer  par  le  point  cherché  ,  dont  la  coCe  s'estimera  ensuite  comme  au 
n'  763. 

783.  Par  un  moyen  analogue,  on  pourra  reconnaître  si  deux  droites 
données,  dont  les  projections  sont  différentes,  se  coupent  effectivement;  car^ 
dans  ce  cas,  il  faudra  que  l'intersection  des  deux  plans  arbitraires  conduits 
par  ces  droites ,  aille  passer  par  le  point  commun  aux  deux  projections 
données. 

784.  Par  unpoini  donné  (10'»,4),  conduire  un  plan  parallUeà  unplan  donné.  Pt.  63, 
L'échelle  de  pente  du  plan  cherche',  sera  parallèle  à  celle  du  plan  connu ,  et  Fig.    9. 
passera  par  le  point  donne'.  D'ailleurs,  puisque  l'inclinaison  doit  être  éj^ale,  il 
suffira  de  joindre  le  point  (10"", 4)  avec  celui  qui  a  la  même  cote  sur  1  échelle 
donnée,  puis  de  mener  à  cette  ligne  de  jonction,  des  parallèles  par  les  autres 
divisions  de  l'échelle  du  plan  connu. 

785.  Par  deux  droites  données,  conduire  deux  plans  qui  soient  parallèles  Vi^.   10. 
entre  eux.  On  mènera  par  un  point  de  la  première  droite,  une  parallèle  à  la 
seconde;  et  par  un  point  de  celle-ci  une  parallèle  à  la  première  droite.  Alors, 

en  conduisant  un  plan  par  la  première  et  la  troisième  droites,  puis  un  autre 
plan  par  la  deuxième  et  la  quatrième,  on  obtiendra  évidemment  les  deux 
plans  demandés.  On  sent  bien  qu'ils  se  réduiraient  à  un  seul,  si  les  droites 
primitives  se  coupaient;  ou  qu'ils  deviendraient  indéterminés^  si  elles  étaient 

parallèles. 

786.  D'un  point  donnée  (^^î^)  abaisser  une  perpendiculaire  sur  unplan 
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connu.  La  projection  de  cette  perpendiculaire  sera  évidemment  paraUèh  à  la 
projection  de  l'échelle  du  plan,  mais  leurs  inclinaisons  seront  inverses  Tune 

de  l'autre;  c'est-à-dire,  que  si  la  pente  du  plan  donne  est  ^  ,  par  exemple, 

celle  de  la  droite  cherchée  sera  ^.  Alors  ,  en  prenant  sur  Téchelle  horizon- 
tale du  dessin  ,  nne  longueur  égale  à  5  mètres ,  et  portant  cet  intervalle 
sur  la  perpendiculaire  indéfinie,  au-dessous  du  point  donné  (8m, 2),  on  ob- 
tiendra un  second  point  de  cette  perpendiculaire  qui  aura  pour  cote  {8"^,2-f'S™) 
ou  (13°>,2).  Par-la ,  cette  perpendiculaire  sera  complètement  déterminée; 
mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'exécuter  ces  constructions,  ainsi  que 
celles  qui  sont  indiquées  dans  les  deux  numéros  suivants. 

787.  Si  d'ailleurs  on  cherche  (n""  781)  le  point  de  rencontre  de  cette  per- 
pendiculaire avec  le  plan  proposé,  puis  que  l'on  calculé  la  vraie  distance  de 
ce  point  de  section  au  point  donné  (n^  764),  on  connaîtra  la  plus  courte  dis- 
tance de  ce  dernier  point  au  plan  proposé. 

788.  De  même ,  si  l'on  demandait  la  plus  courte  distance  d'un  point  à 
une  droite  ,  on  conduirait  par  ce  point  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
droite,  et  léchelle  de  ce  plan  se  construirait  par  un  procédé  inverse  de  ce- 
lui du  n""  786.  Ensuite  ,  on  chercherait  le  point  de  rencontre  de  ce  plan  et 
de  la  droite  proposée  ,  puis  la  vraie  distance  de  ce  point  de  section  au  point 
donné. 

Les  questions  qui  précèdent  suffisent,  san«  doute,  pour  montrer  comment 
on  résoudra  tous  les  problèmes  où  il  n'y  aura  à  combinerque  des  droites  avec 
des  plans. 

Pl.  63,  789.  LES  SURFACES  COURBES,  surtout  lorsqu'elles  ne  sont  pas  suscep- 
Fic.  11.  tibles  d'une  définition  rigoureuse,  comme  cela  arrive  pour  la  surface  du  sol, 
se  représentent  par  les  projections  d^un  certain  nombre  de  courbes  de  niveêtu^ 
qui  sont  les  sections  que  produiraient  dans  cette  surface  des  plans  horizon- 
laux,  équidÙ9tants  dans  le  sens  vertical:  puis,  l'on  regarde  chaque  zone  com- 
prise entre  deux  courbes  de  niveau  consécutives,  comme  engendrée  par  «ae 
droite  qui,  en  glissant  sur  ces  deuxcourbes  ,  demeurerait  constamment nor* 
wale  à  Tune  d'elles,  par  exemple  à  la  courbe  inférieure.  C'est  donc  une êurfhce 
gauche  que  l'on  substitue  ainsi  à  la  surface  réelle  du  terrain ,  dont  la  forme  ri- 
goureuse ne  serait  connue  qu'autant  qu'on  aurait  assigné  la  loi  géométrique  qai 
lie  entre  elles  les  diverses  sections  de  niveau  ;  mais  cette  approximation 
bien  sufiisante  ici. 


CHAPITRE  11.  —  MËTBODE  DES  PLANS  COTÉS.  S77 

790.  Ordinairement ,  les  courbes  horizontales  sont  assez  rapprochées  et 
assez  peu  différentes  dans  leur  courbure,  pour  que  la  ^génératrice  rectiligne  de 
chaque  zone  puisse  être  regardée .  comme  sensiblement  normale  aux  deux 
courbas  à  la  toï%.  Dans  cette  hypothèse,  la  surface  que  l'on  substitue  à  la  zone 
du  sol,  devient  développable (n<>  180)  ;  car  chaque  génératrice  ,  pour  passer 
à  une  position  infiniment  voisine,  se  meut  sur  deux  tangenteséyidemmentpa- 
rallèles  ,  et  dès-lors  situées  dans  un  même  plan. 

791.  Lorsque  la  distance  des  sections  de  niveau  se  trouve  ,  dans  certaines  Fig.  11. 
régions  ,  trop  considérable  pour  que  les  droites  génératrices  soient  sensible- 
ment normales  aux  deux  courbes  voisines ,  on  substitue  à  ces  droites  des  arcs 

de  courbe  qui  remplissent  cette  condition  ;  et  par-là  on  ne  chaîne  pas  le 
mode  de  génération  ,  car  cela  revient  à  imaginer  d'autres  sections  de  niveau 
intercalées  entre  les  premières,  et  assez  voisines  pour  intercepter  sur  la  géné- 
ratrice curviligne,  des  arcs  qui  puissent  être  regardés  comme  confondus  avec 
leurs  cordes. 

792.  Si  ,  à  pai'tir  d'un  point  donné  sur  la  surface,  on  mène  ainsi  une  nor* 
maie  àla  courbe  inférieure  :  puis,  que  du  pied decette  normale,  on  en  conduise 
une  autre  perpendiculaire  à  la  troisième  courbe,  et  ainsi  de  suite  ;  l'ensemble 
de  ces  diverses  normales  formera  la  ligne  déplus  grande  pente  de  la  surfece  , 
relativement  au  |toint  de  départ. 

795.  Trouver  la  cote  (Fun  point  donné  par  sa  projeetion  horizontale  ,  et  si"  Fig.  1 1 . 
tué  sur  une  surface  connue.  Si  cette  projection  tombe  entre  les  courbes  de 
niveau  qui  ont  lés  cotes  12"*  et  13"* ,  on  mènera  par  ce  point  une  génératrice 
normale  dont  les  extrémités  auront  ces  mêmes  cotes;  et  au  moyen  d'une  simple 
proportion,  on  trouvera  la  cote  du  point  proposé(12°^,6). 

794.  La  question  réciproque  ,  où  l'on  aurait  pour  but  de  trouver  tous  les 
points  de  la  surface  qui  ont  une  cote  donnée  (14°^,5),  est  également  fectle  à 
résoudre;  et  c'ei^t  par  ce  moyen  qu'on  intercalera  de  nouvelles  courbes  de  ni- 
veau entre  les  premières,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  la  figure. 

795.  Construire  leplan  tangent  pour  unpoint  donné  sur  une  surface  connue.  Fig.  11. 
Lorsque  le  point  donné  M  sera  placé  sur  une  des  courbes  de  niveau  ,  le  plan 
tangent  devra  passer  par  la  tangente  de  cette  coiu*be  et  par  la  génératrice 
rectiligne  LM  qui  lui  est  normale;  ainsi,  en  prolongeant  cette  normale  jusqu'à 

la  courbe  supérieure  ,  la  partie  interceptée  fera  connaître  :  1<*  la  direction  de 
téchelle  depente  du  plan  demandé;  2^  les  cotes  de  deux  points  de  cette  échelle, 
dont  la  graduation  sera  bien  facile  à  achever.  Si  Ton  admet  Thypothèse  du 
n"  790y  ce  plan  touchera  la  zose  tout  le  long  de  la  génératrice  interceptée  LM; 
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tandis  qu'il  ne  serait  tangent  qu'au  point  M,  si  l'on  conservait  la  génération  du 
no  789. 

796.  Quand  le  point  de  contact  sera  donné  entre  deux  courbes  de  niveau 
consécutives  ,  on  mènera  encore  de  ce  point  une  normale  à  la  courbe  in- 
férieure ;  et  si  cette  droite  est  sensiblement  normale  à  la  courbe  supérieure  ^ 
la  partie  interceptée  fournira  la  direction  et  la  grandeur  d'une  des  divisions 
de  Téchelle  du  plan  tangent.  Dans  le  cas  contraire  ,  on  tracera  (n"  794)  la 
section  horizontale  qui  passerait  par  le  point  donné  ;  et  alors  la  tangente 
et  la  normale  de  cette  courbe  détermineraient  le  plan  tangent  comme  au  nu- 
méro précédent. 

797.  Dans  les  applications  de  la  méthode  actuelle  ,  il  importe  beaucoup 
de  savoir  discerner  d'avance  quelle  sera  la  position  du  plan  tangent  par  rap- 
port à  la  surface  ,  dans  les  environs  du  point  de  contact.  Or  ,  d'après  ce  que 
nous  avons  dit  sur  la  courbure  des  surfaces  et  la  note  du  n^  695 ,  on  peut 
poser  ,  comme  vraie  en  général ,  la  règle  suivante  :  Lorsque  deux  courbes 
tracées  sur  une  surface  se  coupent  à  angles  droits ,  et  que  l'une  et  l'autre  sont 
convexes^  c'est-à-dire  situées  au-dessous  du  plan  tangent  relatif  au  point  com- 
mun ,  la  surface  est  elle-même  convexe  tout  autour  de  ce  point.  Cette  con- 
séquence ne  souffrirait  d'exception  que  si  les  tangentes  aux  deux  courbes  rec- 
tangulaires se  trouvaient  comprises  dans  le  même  angle  obtus  PM9  ou  QM/> 
{fig.  134)  formé  par  les  deux  plans  normaux  limitée  dont  nous  avons  parlé 
au  n"*  694  :  mais  ce  cas  exceptionnel  ne  se  présentera  pas  ici  pour  la  sec- 
tion de  niveau  et  la  ligne  de  plus  grande  pente,  du  moins  en  conservant 
l'hypothèse  d'une  zone  développable  admise  au  n<>  790;  car  alors  cette  ligne 
de  plus  grande  pente  sera  tangente  hVunedeè  deux  sections  principales.  Ainsi, 
pour  s'assurer  que  la  surface  du  sol  est  convexe  autour  d'un  certain  point  ,  il 
suffira  de  reconnaître  que  la  courbe  de  niveau  et  la  ligne  de  plus  grande 
pente  sont  toutes  deux  convexes  dans  le  voisinage  de  ce  point  ;  or  la  première 
de  ces  lignes  ^st  donnée  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  horizontal ,  et  quant  à 
la  seconde,  voici  un  caractère  facile  à  saisir. 

FiG.  11.  798.. En  désignant  par  A4a  distance  verticale  de  deux  sections  de  niveau 
consécutives,  et  par/  leur  distance  LM  en  projection  horizontale,  il  est  clair  que 
l'inclinaison  a  de  la  tangente  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  au  point  M,  sera 

donnée  par  la  relation  tanga  =  y  Si  donc  on  veut  que  cette  courbe  soit 

convexe ,  ou  située  au-dessous  de  sa  tangente  dans  le  voisinage  du  point  con- 
sidéré, il  faut  évidemment  que  languie  a  aille  en  augmentant  à  mesure  que 
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Ton  descend  de  L  à  M ,  N  ^  P, ,  et  conséquemment  que  les  distances  hori- 
zontales /  ou  LM,  MN ,  NP ,....  aillent  en  diminuant,  puisque  h  est  constant. 
D'après  ces  remarques ,  on  peut  poser  les  réglés  suivantes  : 

1^  La  surface  est  convexe^  c'est-à-dire  inférieure  au  plan  tangent  tout  au- 
tour du  point  de  contact,  quand  toutes  les  courbes  de  niveau  voisines  sont 
conveœes^  et  que  leur  distance  horizontale  ii^tmmtie  en  descendant^  ou  du  moins 
reste  constante. 

2^  La  surface  est  concave^  ou  supérieure  au  plan  tangent,  lorsque  toutes  les 
courbes  de  niveau  sont  concaves^  et  que  leur  distance  horizontale  augmente  en 
descendant,  ou  du  moins  reste  constante. 

3®  Lorsque  les  courbes  de  niveau  sont  convexes,  et  que  leur  distance  hori* 
zontale  augmente  en  descendant,  la  surface  est  convexe  dans  le  sens  horizontal, 
mais  elle  est  concave  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente,  comme  la  gorge 
d'une  poulie  dont  l'axe  serait  vertical. 

4""  Quand  les  courbes  de  niveau  sont  concaves,  et  que  leur  distance  horizon- 
tale diminue  en  descendant,  la  surface  est  concave  dans  le  sens  horizontal  et 
convexe  dans  le  sens  de  la  ligne  de  plus  grande  pente,  comme  la  gorge  d'une 
poulie  dont  l'axe  serait  horizoutaL 

Mais,  dansées  deux  derniers  cas,  et  dans  les  autres  variétés  de  forme  que 
peurent  offrir  les  courbes  de  niveau,  le  plan  tangent  se  trouve  en  partie  au- 
dessus,  et  en  partie  au-dessous  de  la  surface;  par  conséquent  il  coupe  le  terrain, 
et  l'on  ne  peut  plus  s'en  servir  utilement  pour  les  problèmes  du  défilement.  Le 
même  inconvénient  a  lieu  dans  le  second  cas  cité  plus  haut. 

799.  Il  résulte  aussi  des  considérations  précédentes  que  la  pente  du  sol  est      ^ 
d^autant  jt>/ti^  roide  que  les  courbes  du  niveau  sont  plus  rapprochées  les  unes  des 
autres  en  projection  horizontale;  et  si  deux  de  ces  courbes  venaient  à  se  toucher, 

le  terrain  serait  à  pic  en  cet  endroit. 

600. Trouverrintersectiond'unplandonnéavecunesurfaceconnue.Oalncera  p^.  63^ 

les  horizontales  du  plan,  qui  ont  les  mêmes  cotes  que  les  courbes  de  niveau  de  Fig.  12. 
la  surface  proposée;  et  leurs  rencontres  mutuelles  feront  connaître  les  points 
de  l'intersection  demandée.  Il  faudra  prendre  garde  de  confondre  les  points 
d'entrée  avec  les  points  de  sortie^  etquelquefois  intercaler  de  nouvelles  courbes 
de  niveau  dans  les  parties  où  les  données  ne  seront  pas  assez  voisines.  Pour 
obtenir  le  point  culminant  de  la  section ,  il  faudra  chercher  approximativement 
une  génératrice  normale  à  deux  courbes  de  niveau  voisines,  et  qui  soit  parallèle^ 
en  projection,  à  Féchelle  de  pente  du  plan  sécant;  car  le  plan  tangent  qui  tou- 
chera la  surface  tout  le  long  de  cette  génératrice  (n®  790),  ne  pourra  couper 
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le  plan  sécani  quesuirant  une  horizontale  qui  sera  la  tangente  au  point  culmi- 
nant. Il  restera  ensuite  à  chercher  le  point  de  rencontre  de  cette  génératrice 
avec  le  plan  sécant  donné,  ce  qui  s'eSectuerapar  la  méthode  du  n""  781 ,  ainsi 
qu'on  le  Toit  sur  Isifig.  12. 

801  •  Lorsque  le  plan  proposé  est  Tertical,  la  section  est  projetée  sur  sa  trace; 
mais  alors,  comme  on  connaîtra  les  cotes  des  points  où  il  coupe  lescourbesde 
niveau,  on  pourra  exécuter  un  profil  rabattu. 
FiG.  13.      802.  Trouver  Tintereectiond'unechmteeiif  une  surface  chnnées.Oaw 

par  cette  droite  un  plan  arbitraire;  et  en  cherchant  la  section  qu'il  produira 
dans  la  surface  ,  cette  courbe  ira  renconti'er  la  droite  primitive  au  point  de- 
mandé. 

805.  On  trouvera  Tintersection  de  deux  surfaces  connues,  en  combinant 
les  courbes  de  niveau  qui  ont  des  cotes  respectivement  égales  dans  les  deux 
surfaces. 

804.  S^il  s^agissait  d'avbir  le  point  de  rencontre  d'une  surface  avec  une 
courbe,  on  imaginerait ,  par  cette  dernière,  un  cylindre  horizontal  dont  on 
chercherait  Fintersection  avec  la  surface  donnée,  opération  qui  s'exécuterait 
comme  au  n"*  800;  alors  celte  intersection  irait  couper  la  courbe  donnée»  aux 
points  qui  sont  communs  à  cette  dernière  et  à  la  surface  proposée. 

Nous  nous  bornons  ici  à  ces  indications  succinctes,  parce  que  les  autres  ques- 
tions que  Ton  pourrait  traiter  par  ces  méthodes,  n'auraient  d'intérêt  qu'en  les 
présentant  sous  une  forme  qui  les  rattacherait  spécialement  à  \ai  Fortificaiion. 
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CHAPITRE  III. 

Notions  préliminaires  sur  les  Engrenages. 

805.  Quand  un  corps  solide,  quelle  que  soit  sa  forme,  tourne  autour  d'un 
axe  fixe,  tous  les  points  de  ce  corps  décrivent ,  dans  un  même  temps,  des  arcs 
de  cercle  correspondants  à  desangles  qui  sont  nécessairement  égaux ^  puisque  le 
système  est  de  forme  invariable  ;  donc  ces  arcs  se  trouvent  proportionnels  à 
leurs  rayons  qui  sont  les  distances  de  ces  divers  points  à  l'axe  fixe  ,  et  consé- 
quemment  les  YÏtesses  absolues  v^v\if^...  de  tous  ces  points  sont  aussi  propor- 
tionnelles apx rayons  r,  r',  r^' ,...;  de  sorte  que  si  l'on  désigne  par  &>  la  vUesse 
absolue  commune  à  tous  les  points  qui  sont  placés  à  une  distance  de  l'axe  égale 

,  à  Vuniid^  on  aura  toujours  les  relations 

-SB  j;^c»  —  SCS    ....saca  ,  Cl  OU  »  =  fû),  t?' =  r'W   ,••.♦ 

Laquantitéb)  est  cequ'on  appelle  la  v^tof^ean^ubtre ou  là  vitesse  de  rotation  du 
système,  soit  qu  elle  demeure  constante  ou  qu'elle  varie  avec  le  temps. 

806.  Cela  posé  ,  le  but  qu'on  se  propose  dans  un  engrenage  cylindrique  ,  Pi*-   64, 
c'est  d'établir  entre  deux  axes  parallèles,  projetés  en  O  et  0^,  une  dépendance  ^^^'   '  * 
telle  que  quand  on  imprimera  au  premier  une  vitesse  de  rotation  o),  le  second 

axe  prenne  aussi  une  vitesse  de  rotation  (ù  qui  ait  avec  ta  un  rapport  constant 
et  assigné  dans  chaque  question  particulière.  Or,  si  l'on  divise  l'intervalle  OO 
en  deux  parties  OA  =  R,  (Yk  =  K\  qui  soient  en  raison  inverse  des  vitesses  o) 
et  u%  ou  telles  que  Ton  ait 

R:R'  ::û)':a); 

puis,  si  avec  ces  distances  comme  rayons,  on  décrit  deux  cercles  tangents  en  A 

et  dont  chacun  soit  lié  invariablement  avec  son  axe,  on  atteindra  évidemment 

le  but  proposé,  en  faisant  tourner  ces  deux  cercles  primitifs  de  manière  que  les 

points  de  l'une  et  l'autre  circonférence  prennent  des  vitesses  €$bsolues  qui  soient 

égahs.  Car,  en  les  désignant  par  V  et  V ,  il  en  résultera  des  vitesses  angulaires 

données  pcnr  les  formules 

V  v 
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et  si  V  =  V ,  il  s'ensuivra  bien 

û:û'  ::  R':R  ::  «:&>'. 

Mais^  pour  que  les  vitesses  absolues  des  deux  circonférences  OAet  O^A  soient 
égales,  il  faut  évidemment  que  les  deux  points  A  et  a,  placés  actuellement  en 
contact  sur  la  ligne  des  centres,  parcourent  dans  un  même  temps,  des  arcs  A  A' 
et  aa' qui  soient  égaua en  longtteur  absolue;  c'est  donc  là  déBnitivement  la  con- 
dition essentielle  qui  devra  être  remplie  dans  tout  engrenage. 

FiG.  1 .  807.  Pour  que  le  mouvement.de  rotation  imprime  à  la  roue  0  soit  transmis 
à  la  ro!|e  0'  d'une  manière  efficace  et  capable  de  vaincre  des  résistances  consi- 
dérables ,  on  arme  ces  deux  roues  de  saillies  ou  elents ,  terminés  par  des  sur- 
faces cylindriques  projetées  sur  des  courbes  telles  que  AB  eia6.  Mais  si  l'on  peut 
tracer  à  volonté  l'un  de  ces  profils  ab ,  l'autre  ne  doit  pas  être  choisi  arbitraire- 
ment :  sans  quoi  la  condition  essentielle  dun*  806  ne  se  trouverait  pas  rem- 
plie; et  pour  énoncer  plus  clairement  la  forme  qui  convient  au  profil  AB ,  nous 
poserons  la  question  dans  des  termes  un  peu  différents. 

Pl.  64       808.  Imaginons  que  le  cercle  O  demeure  entièrement  immobile ,  et  que  le 
FiG.  2.  cercle  0^  roule  sur  celui-là»  sans  glisser,  et  en  entraînant  la  courbe  a6qui  fait 
corps  avec  lui.  En  prenant  sur  les  diverses  positions  0\  ,  0\  ,(y,  ,....  de  ce 
cercle  mobile,  les  arcs 

A,a,  =A,A,    A,a.  =A,A,     A,a,  =  A,A, 

on  obtiendra  d'abord  lepicycloïde  aafljti^a^  (n<>  471)  :  puis ,  si  Ton  trace  les 

courbes  a^ô^ ,  a^^ ,  a,6, , identiques  avec  ab  pour  la  forme  et  la  situation 

relative,  ces  courbes  se  couperont  consécutiven^ent  en  des  points  t,  t",  t",  t"', 
qui  donneront  lieu  à  un  polygone  curviligne  ;  mais  en  rapprochant  indéfini- 
ment les  centres  0'^,  0',,  0%,  ce  polygone  deviendra,  à  la  limite,  une  courbe 
continue  Ae^e^e.e^B  qui  se  nomme  Venveloppe  de  toutes  les  courbes  indivi- 
duelles a6,  aji^^^a^b^  ,....,  parce  quelle  se  trouve  évidemment  tangente 
à  chacune  de  celles-ci  que  l'on  appelle  les  efwdoppéei  {n^  190,  192). 

Cela  posé  ,  je  dis  que  jcette  enveloppe  Ae^B  est  le  profil  qu'il  faut  adopter 
pour  la  dent  de  la  roue  O.  En  effet ,  si  l'on  faisait  toomer  autour  du  centre  O 
le  système  invariable  des  deux  cercbs  O  et  0\ ,  aao»  altérer  en  rien  leur 
situation  relative ,  jusqu'à  ce  que  la  droite  OA ^  (X^  eût  repris  la  position 
verticale  OAO' ,  ces  deux  cercles  se  trouveraient  alors,  avec  les  courbes  A«^B 
et  afi^^  dans  une  position  (fig,  3)  qui  serait  évidemment  identique  avec  celle 
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qu'auraient  prise  les  cercles  O  et  O'dela  fig.  2,  si  ceux-ci  avaient  simple- 
ment tourné  autour  de  leur 9  centres  immobiks^  et  de  manière  à  imprimer  aux 
circonférences  aCt  ctff^  des  vitesses  absolues  ^ales  :  car,  sur  IdL  fig.  3,  on 
voit  bien  que  les  points  A  et  a^  qui  se  trouvaient  primitivement  en  contact  sur 
la  ligne  des  centres,  auront  parcouru  des  arcs  Â^Â  et  A^a^  égaux  en  longueur 
absolue^  puisqu'ils  sont  les  mêmes  que  les  arcs  A^A  et  A^a^  de  la /!^.  2,  et 
que  ceux-ci  sont  égaux  par  la  définition  du  roulement  donnée  au  n""  469.  Donc, 
comme  il  en  arriverait  autant  pour  les  cercles  0  et  O', ,  O  et  O', ... ,  on  peut  af- 
firmer que  la  condition  essentielle  aux  engrenages  (n*  806)  sera  bien  remplie, 
si  l'on  adopte  pour  profil  conjugué  de  aib  l'enveloppe  Ae^B  définie  comme  nous 
Tavons  fait  ci-dessus. 

809.  De  là  on  peut  conclure  ce  principe  général  :  faire  tourner  simultané- 
ment les  deux  cercles  0  et  0'  autour  de  leurs  centres  immobiles,  et  de  manière 
que  les  circonférences  aS  et  a^  prennent  des  vitesses  égales^  c'est  la  même 
chose  que  de  faire  rouler  la  circonférence  aff  sur  la  circonférence  aS  entière 
ment  immobile,  sauf  à  ramener  ensuite  le  système  de  ces  deux  cercles,  rendu 
invariable,  dans  la  situation  où  la  ligne  des  centres  reprendra  la  position  pri- 
mitive 0(y.  Mais  on  doit  sentir  que  ce  second  mode  de  mouvement  est  plus 
commode  pour  les  opérations  graphiques  ,  puisqu'on  peut  les  effectuer  sur 
le  plan  du  cercle  O  devenu  immobile. 

De  même  si,  dans  la  première  hypothèse,  on  a  besoin  de  trouver  la  courbe 

gg^g^ décrite  sur  le  plan  mobile  du  cercle  0,  par  un  point  quelconque  g 

lié  invariablement  avec  la  circonférence  aS ,  il  suffira  de  fsdre  rouler  celte 
dernière  sur  la  circonférence  aS  entièrement  fixe;  et  alors  le  point ^  décrira 

une  épieycloide  allongée  j^^/^^,^, que   nous  avons  appris  à   construire 

(n*  473),  et  qui  sera  la  courbe  que  l'on  cherchait. 

810.  On  voit  donc  que,  pour  la  théorie  des  engrenages,  il  est  nécessaire  Fig.   2. 
de  savoir  construire  f  enveloppe  dee  positions  successives  que  prend  une  courbe 

ab  entroAnéepar  un  cercle  mobile  O'  qui  roule  sur  un  autre  cercle  O  entièrement 
fiœosOa  pourrait,  il  est  vrai,  se  contenter  de  tracer  cette  enveloppe  Ae^e^e^efi 
en  la  rendant  sensiblement  tangente  aux  courbes  individuelles  a6,a^6,,a,6,,... 
construites  comme  au  n"*  808  ;  mais  on  obtiendra  plus  de  précision,  en 
cherchant  directement  la  position  des  points  de  contact  par  le  théorème 
suivant. 

Si  l'on  considère  le  cercle  individuel  O',  avec  l'enveloppée  correspondante 
a,i,,  et  qu'oipi  mène  à  eelle-ci  une  normale  A,e,  partant  du  point  de  contact  du 
cercle  mobile,  je  dis  que  e^  sera  le  point  de  contact  de  Tenveloppe  AB  sur  la 
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courbe  a, 6,.  En  effet,  pendant  la  rotation  du  cercle  0\  pour  paaser  à  une  posi- 
tion infiniment  Toîsine,  le  pointé,  décrit  (n*  470)  une  petit  arc  circulaire  «,e  qui 
a  pour  rayon  la  distancé  A,0,  :  or  puisque  cette  droite  a  été  choisie  normaleà  la 
courbe  a, 6,,  Tare  e,e  sera  tout  entier  sur  l'enTcloppée  a, 6,;  donc  le  point  e  se 
trouyera  commun  à  l'enveloppée  a,6,  et  à  celle  qui  la  suit  immédiatement,  et 
dès-lors  ce  point  appartiendra  à  l'enveloppe  cherchée  AB.  Mais  cette  enveloppe 
passerait  aussi  par  un  point  analo^e  b'  situé  à  gauche  de  «,«  et  qui  serait  Tinter- 
section  de  la  courbe  a^b^  avec  l'enveloppée  qui  la  précède  immédiatement;  donc 
l'élément  e'e^t  se  trouve  commun  à  l'enveloppée  a,£,  et  à  l'enveloppe  générale 
AB;  par  conséquent  le  contact  de  ces  deux  lignes  est  bien  en  e^^  et  leur  normale 
commune  est  A  e,. 

811.  D'après  cela,  quand  l'enveloppéca^  sera  définie  géométriquement,  on 
saura  mener  à  ses  diverses  positions  des  normales  partant  des  points  A,,  A,,..., 
lesquelles  feront  connaître  autant  de  points  e,,^,,.**^  ^^  l'enveloppe  générale. 
Si  l'enveloppée  ab  n'est  donnée  que  graphiquement,  après  l'avoir  transportée 
dans  la  positiona,6,,  par  exemple,  on  cherchera  une  ouverture  de  compas  telle 
qu'en  décrivant  du  centre  A,  un  arc  de  cercle,  il  touche  simplement  la  courbe 
a,6,;  une  petite  portion  de  cet  arc  appartiendra  sensiblement  à  l'enveloppe,  et 
en  raccordant  tous  les  arcs  semblables  par  un  trait  continu,  on  obtiendra  l'en- 
veloppe cherchée  avec  une  exactitude  suffisante  pour  la  pratique.  Néanmoins 
ce  tracé  offrirait  encore  plus  de  précision,  si  on  Teffectuait  avec  les  rayons  des 
cercles  osculateurs  de  l'enveloppe;  c'est  pourquoi  nous  allons  donner  le  moyen 
de  trouver  ces  derniers. 

812.  Auparavant,  observons  que  si  Ton  faisait  au  contraire  rouler  sur  le 
cercle  (Y  rendu  fixe,  le  cercle  0  devenu  mobile  en  emportant  ayec  lui  la 
courbe  Ae^e^e^efi^  l'enveloppe  de  toutes  les  positions  de  cette  dernière  courbe 
serait  précisément  la  ligne  ab.  En  effet,  lorsqu'un  point  du  cercle  O,  A,  par 
exemple,  sera  venu  en  contact  avec  la  circonférence  O/,  la  courbe  a^b^.  qui 
touche  actuellement  la  ligne  A^^B,  coïncidera  évidemment  avec  aft,  et  consé» 
quemment  cette  dernière  se  trouvera  bien  tangente  k  la  position  qu'aura  prise 
alors  la  ligne  A^.B. 

Pl.  64^  813.  Centres  de  courbure  de  l'enveloppe.  Soit  0"  une  position  quelconquedu 
Fi6.  4.  cercle  mobile  qui  touche  le  cercle  fixe  0  au  point  a;  soient  ab  l'enveloppée 
correspondante  à  cette  situation  AmB  l'enveloppe  générale,  Cet  C  les  centres 
de  courbure  de  ces  lignes  pour  le  point  de  contact  m,  centres  qui  doivent  être 
sur  la  normale  commune  «cm,  et  dont  le  premier  est  censé  connu  par  ladéfini^ 
tion  de  la  courbe  ain6.  Si  Ton  prend  sur  les  cercles  primitifs  deux  arcs  aa^  et  aa' 
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qui  soient  égaux  en  grandeur  absolue  et  infiniment  petits,  la  droite  Gz^m,  sera 
(n<»810)  une  normale  de  l'enveloppe,  et  CmV  une  normale  de  l'enveloppe'e; 
or  9  quand  la  rotation  du  cercle  (f  aura  amené  le  point  a'  en  contact  avec  a^ , 
les  deux  normales  C<x,  et  CV  se  trouveront  nécessairement  en  ligne  droite  ^ 
ainsi  que  les  deux  rayons  Oa^  et  OV  ;  d'où  l'on  conclut  que  les  angles  Oa,C  et 
(^a'C  doivent  être  égaux  actuellement,  puisqu'ils  ne  changeront  pas  de  gran- 
deur pendant  le  roulement  du  cercle  O'.  Gela  pose,  en  désignant  par  9  l'angle 
OaC  =  O'aC,  on  a  évidemment 

Oa,C  =  y  +  0  — C,     0VC'=9)  +C'— 0'; 

d'où  il  résulte,  en  égalant  ces  deux  expressions, 

(a)  0  +  0'  =  C  +  C'. 

Pour  estimer  ces  derniers  angles,  il  faut  employer  les  arcs  décrits  de  leurs  som- 
mets avec  un  rayon  égal  à  l'unité  ,  et  comparer  ces  arcs  avec  aa^  et  oa'que 
l'on  doit  regarder  comme  une  seule  Ugne  droite  perpendiculaire  à  OaO\  Dès 
I()rs,  en  posant 

on  trouvera  aisément 

angleO=^-,  C^g-.,  C=-y:3^,C  -y^; 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  Tégalité  précédente  (a),  il  viendra 

formule  très-simple  qui  fera  connaître  le  rayon  de  courbure  jode  l'enveloppe, 
et  par  suite  son  centre  de  courbure  C,  quand  on  connaîtra  le  rayon  p  de  l'en- 
veloppée. 

814.  On  prévoit  aisément,  sans  tracer  une  nouvelle  figure,  qu'on  devra  chan- 
ger le  signe  de  [/  dans  cette  formule  ,  quand  le  centre  G  tombera  du  même 
côté  que  C  par  rapport  au  point  m  :  il  en  faudra  feire  autant  pour  R',  si  le  cen- 
tre 0'  est  placé  du  même  côté  que  0  relativement  au  point  de  contact  a  des 
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deux  cercles.  Ainsi,  dans  le  Câs  dtf  la  /%r.  5 ,  Téquation  (A)  prendra  la  f»me 


(B)  (;^-^)<^*?-H- 


qui  est  bien  symétrique  dans  toutes  ses  parties.  Sous  ce  point  de  vue,  il  eût  été 
plus  rationnel  d'établir  la  démonstration  sur  la/î^.  5,  où  les  ccntressont  place» 
d'un  même  côté  de  la  tangente  ;  mais  comme  ce  dernier  cas  se  pr^sei^te  beau- 
coup plus  rarement  dans  les  engrenages,  nous  ayons  touIu  fixer  Tattention  sur 
les  données  les  plus  habituelles . 

Lesformules(A)et(B)etcellesdun<»817sont  duesàM.  ^arary,  ainsi  que  la 

construction  graphique  fort  élégante  que  nous  aUoas  exposeï*. 
FiG-  6.  815.  Joignons  par  des  droites  les  centres  O  et  C,  0'  et  C  ;  puis  ,  en  prolon- 
géant  ces  droites,  cherchons  les  points  D  et  D^  où  elles  iront  couper  la  perpen- 
diculaire aD  élevée  sur  la  normale  commune  Cad  ;  il  arrivera  que  ces  deux 
points  D  et  ly  seront  confondus.  En  eflfet,  si  des  centres  O  et  (X  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  ta  normale  CoC  »  on  formera  des  triangles  semblables  avec 
CxD  et  C  aD' ,  desquels  on  tirera  aisément 

(^— p)Rsîn^  ,  (/  +  P)  R'  •"» ? 

Or  la  formule  (A)  donne,  en  transposant  le  second  et  le  troisième  terme , 

!lcogy--(f  —  I?)  ^  (p'  +p)-^W  COB  y^ 

ce  qui  prouve  que  les  valeurs  précédentes  de  aD  et  aD'  sont  bien  égales. 

816.  Ainsii  quand  on  connaîtra  le  centre  de  courbure  C  pour  le  point  m  de 
l'enveloppée  amb^  on  tirera  la  droite  CO'que  l'on  prolongera  jusqu^à  ce  qu'elle 
rencontre  en  un  point  D  la  perpendiculaire  aD  élevée  sur  la  normale  amO  : 
puis  <,  en  joignant  oe  pMnt  D  avec  O  ^  la  droite  CD  ira  couper  la  normale  pro- 
longée 0<x  an  point  C  qui  sera  le  cenfere  de  cearbure  de  l'enveloppe  AmB  pour 
le  point  m.  Lorsque  l'enveloppée  amb^  au  lieu  d*étre  définie  par  ses  propriétés 
géométriques,  ne  ^ena  flonnée  que  graphiquement,  on  trace  raphisieurs  cercles 
tangaafts  Qn«ià  oettecQurbe,e(teAebaisiss««t  celui  d'entre  eut  <fui  approchera 
davafinii^e  de  se  eo^foiMire  ^wq  ab  dans  leseiiviiM>«s  4e  i»,  son  esQlre  pourra 
être  pris  pour  le  point  C. 
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Daas  toiM  les  ea»,  «i  avec  les  rayons  tels  que  €«»,  oa  décrit  de  petits  arcs  de 
cercle,  etqu'onles  raccorde  parun  trait  continu,  on  obtiendra  le  tracé  deTen- 
iFeloppe  AffiB  de  la  manière  ^aphique  ]a  plus  eucte. 

817.  ÂTant  d'appliquer  ces  résultats  à  divers  exemples ,  nous  placerons  ici 
une  remarque  importante  pour  la  théorie  des  engrenages;  c'est  que  pendant  la 
rotation  du  cercle  0' sur  le  cercle  fixe  O,  la  courbe  om^  ne  roule  pas  simple- Fig.  4. 
ment  sur  AmB ,  mais  elle  glisseen  même  temps  sur  cette  dernière  (n®  469)  , 
d*6u  il  résulte  entre  les  dents  des  deux  roues  un  flottement  qui  consomme  une 
partie  de  la  force  motrice.  En  effet ,  lorsqu'à  une  époque  quelconque  les  cer- 
cles 0  et  (y  se  touchent  en  a ,  le  contact  m  de  lenveloppe ayec  l'enveloppée 
est  donné  par  la  normale  CamC  menée  de  ce  point  a\  donc,  quand  un  dépla- 
cement infiniment  petit  aura  foit  toucher  les  cercles  par  les  points  a  et  <x^,  les 
normales  correspondantes  seront  les  droites  CV  et  Cx^  qui  vont  déterminer 
les  points  m' et  m^  par  lesquels  l'enveloppée  et  l'enveloppe  se  toucheront  à  cette 
seconde  époque  du  mouvement.  Or^  si  les  arcs  mm'  et  mm^  ne  sont  pas  égaux 
et  dirigés  dans  le  même  sens  ,  il  est  clair  qu'il  y  aura  glissement  de  Tune  des 
courbes  sur  Vautre  :  calculons  donc  ces  arcs. 

On  a  évidemment 

,      mm — - 

/»  — p  /  +  P 


iHifi,  **  — —  ^      mm  ""      ,  ,         ^ 


Jonc        «m.  -  «m'  =   (-^  __--^^c08^A=  Q  +  ~^pd., 

en  réduisant  d'après  laformule(Â).  D'ailleurs,  si  Ton  considère  un  déplacement 
de  grandeur  finie,  représenté  par  /'  -  /  sur  le  cercle  fixe,  la  différence  des  arcs 
parcourus  sur  l'enveloppe  et  l'enveloppée  parleur  point  de  contact ,  sera  donnée 
par  l'inlégrale  définie 

donc,  en  excluant  le  cas  inusité  où  la  portion  de  normale  om  ==/)  changerait 
de  signe  dans  l'intervalle  de  ^  à  /'  ^  il  est  certain  que  cette  intégrale,  composée 
d'éléments  tous  positifs,  ne  sera  jamais  nulle;  et  par  suite  il  y  aura  toujours  un 
glissement  entre  les  courbes  amb  et  AmB. 

818.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  au  cas  très-particulier  où  poserait  supposé 
constamment  nul  ;  car  cela  exigerait  que  Tenveloppee  et  l'enveloppe  fussent 
confondues  avec  les  circonférences  O'  et  0.  Si  l'un  des  deux  centres  C,  C,  était 
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situé  entre  a  et  m,  on  doit  apercevoir,  sur  la/!y.  4,  que  les  points  m,  et  mise- 
raient placés  l'un  à  gauche  et  l'autre  à  droite  de  m  ;  mais  comme  alors  un  des 
arcs  mfii^^'mm' ,  serait  négatif,  ce  serait  encore  leur  différence  analytique  qui 
donnerait  l'écartement  des  points  m^  et  m%  de  sorte  que  l'intégrale  à  s'applique 
aussi  à  ce  cas.  Enfin,  lorsque  le  roulementest  intérieur,  commedans  la  fig.  5, 
cetteintégrale  prendra  la  forme 


*' = (4  -  4')/^^'^' 


mais  puisque,  dans  ce  cas ,  les  rayons  R  et  R^  sont  nécessairement  inégaux  , 
la  différence  ^  des  arcs  parcourus  par  le  contact  se  trouvera  encore  différente 
de  zéro,  et  il  y  aura  toujours  un  glissement  entre  l'enveloppe  et  l'enveloppée, 
pourvu  quepne  change  pas  désigne  dans  l'intervalle  que  l'on  considère. 

Revenons  maintenant  à  la  construction  graphique  des  centres  de  courbure 
d'une  enveloppeyCnprenant  pour  exemples  les  cas  employés  le  plus  ordinai- 
rement dans  les  engrenages. 
Pl.  65,      8i9.  Enveloppe  (Tun  poini  mobile.  Si  l'enveloppée  se  réduit  à  un  point 

FiG.  9.  unique  A  placé  sur  la  circonférence  même  du  cercle  mobile ,  l'enveloppe  ne 
sera  autre  chose  que  la  courbe  décrite  par  ce  point ,  c^est-à-dire  l'épicycloïde 
simple  ÂMB  :  ce  serait  l'épicycloïde  allongée  A^M'B' ,  si  le  point  générateur 
était  placé  en  A'  à  l'extérieur  du  cercle  mobile;  et  s'il  était  place  intérieure* 
ment  en  A'' ,  il  donnerait  lieu  à  l'épicycloïde  raccourcie  k"M!'B'\  On  a  vu  pré- 
cédemment (n^*  471 ,  473)  combien  il  est  facile  de  trouver  les  points  M,M'  , 
M*^  de  ces  courbes  ,  qui  répondent  à  chaque  position  du  contact  a  du  cercle 
mobile  O'  ;  et  que  les  normales  correspondantes  sont  les  droites  aM,  aM',  aW. 
Maintenant ,  pour  obtenir  les  centres  de  courbure  ,  il  faut ,  suivant  la  règle 
du  n®8l6  ,  élever  sur  chaque  normale  une  perpendiculaire  aD ,  aU^  ou  alï' , 
et  la  prolonger  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  le  diamètre  MO  :  puis,  enjoignant  le 
point  de  section  D,  D' ou  D'' ,  avec  le  centre  0  par  une  droite  ,  cette  dernière 
rencontrera  le  prolongement  de  la  normale  au  centre  cherché  C,  O  ou  C\ 

FiG.  9.  820.  Pour  l'épicycloïde  simple  AMB,  on  voit  bien  que,  sans  tracer  la  per- 
pendiculaire «D,  le  point  de  rencontre  avec  MO'  sera  toujours  à  l'extrémité  D 
de  ce  diamètre  ;  en  outre ,  la  suite  des  centres  de  courbure  analogues  à  C  «  for- 
mera une  développée  ACE  qui  sera  elle-même  une  nouvelle  épicycloîde  que 
l'on  peut  déterminer  à  priori  de  la  manière  suivante.  Après  avoir  élevé  la  per- 
pendiculaire es  sur  la  normale ,  on  décrira  un  cercle  qui  ait  pour  diamètre 
l'intervalle  o£^  et  un  autre  cercle  qui  ait  pour  rayon  06  :  puis ,  en  faisant  rou- 
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1er  le  premier  sur  le  second,  le  point  C  engendrera  la  développée  ACE.  Pour 
justifier  cette  assertion,  adoptons  les  notations  suivantes  : 

puis,  observons  qu'à  cause  de  aD  s=  HT,  on  a  évidemment 

ce  qui  donne  la  relation  ' 

r  :  R  :>'  :  R';       d'ailleurs  R^r+Sr'; 
d'où  l'on  conclut 


R+aR'  R+2R" 

Ces  valeurs  constantes  prouvent  déjà  que  les  deux  cercles  décrits  avec  0?  et 
aS  resteront  invariables  de  grandeur,  quelle  que  soit  la  position  du  contact  a 
du  cercle  primitif  0'  ;  dès  lors ,  après  avoir  pris  l'arc  AF  égal  à  la  demi-cir- 
conférence MaD,  et  avoir  tiré  le  rayon  OEF,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  démontrer 
que  TarcSC  est  égala  SE.  Or  les  arcs  semblables  6C  et  HT  sont  proportionnels 
à  leurs  rayons;  et  comme  le  second  de  ces  arcs  égale  aD  =  oF ,  on  a  donc 

r'  r 

arc  ffGs=-gr.aF,arcê£s  g.  aF, 

d'où  il  resuite  que  les  arcs  6C  et  êE  sont  effectivement  égaux  en  longueur 
absolue,  d'après  la  proportion  trouvée  plus  haut  entre  les  quatre  rayons. 

821  •  Pour  le  sommet  B  de  rëpicycloïde  primitive,  le  centre  de  courbure 
est  donc  à  l'origine  E  de  la  développée  ACE;  et  comme  la  règle  générale  du 
n*  S16  devient  insufiisante  pour  obtenir  ce  centre  particulier  E ,  il  est  utile 
de  savoir  le  trouver  directement.  Or  la  valeur  de  r  rapportée  ci-dessus  montre 
que  si  l'on  décrit  sur  OB  comme  diamètre  une  demi-circonférence,  elle  cou- 
pera le  cercle  primitif  du  rayon  0  A  en  un  point  G  tel  que  la  perpendiculaire 
GE  fournira  le  point  cherché  E. 

822.  On  doit  remarquer  que  l'épicycloide  est  une  courbe  rectifiable  ;  car 
puisqu'un  arc  d'une  développée  est  toujours  égal  à  la  différence  des  rayons  de 
courbure  qui  aboutissent  à  ses  extrémités ,  il  en  résulte  que  Tare  AC  égale  la 
droite  CaM.  La  demi-branche  ACE  aura  pour  longueur  £B=  2r'+  2R';  et  si 
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on  reut  l'exprimer  au  naojen  dee  seuls  ëlemento  de  cette  épicycloïde^  il  suffira 
de  substituer  ici  la  valeur  de  R'  en  foocUon  de  r  el  f. 
Pl.  65,  S23.  Enveloppe  d'un  cercle.  Soient  0  le  cercle  fixe,  O'  le  cercle  mobile  qui, 
FiG.  1 0.  en  roulant  sur  l'autre ,  entraîne  avec  lui  un  petit  cercle  tanb  dont  le  centre  M 
est  placé  sur  la  circonférence  O'.  Ce  point  M  a  décrit  répicycloîde  AM;  et  pour 
obt  enir  Tenveloppe  em,  il  fout,  suivaût  la  règle  du  n^  81 1,  mener  de  chaque 
point  de  contact  a ,  une  normale  à  l'enveloppée  amb^  c'est-à-dire  tirer  la 
droite  aM.  Cette  dernière  rencontre  l'enveloppée  en  deux  points  met  m';  donc 
il  y  aura  ici  deux  enveloppes,  l'une  intérieure  em,  l'autre  extérieure  effn^  les- 
quelles toucheront  l'enveloppée  atnb  aux  pdints  m  et  -m»  Ces  deux  enveloppes 
auront  les  mêmes  centres  de  courbure  C  et  la  même  développée  ACE  que  l'épi* 
cycloïde  AM;  mais  leurs  rayons  de  courbure  seront  tous  plus  petits  ou  tous 
plus  grands  que  ceux  de  cette  dernière  ligne,  de  la  quantité  constante  Mm  =  r; 
de  sorte  que  ces  trois  courbes  seront  équidistantes  partout,  dans  le  sens  de  leurs 
normales  communes. 

824.  Chacune  de  ces  enveloppes  présente  un  rebroussement  à  Tendroit  où 
elle  vient  rencontrer  la  développée  ACE.  Pour  déterminer  le  point  e,  il  suffit 
d'observer  qu'alors  le  rayon  de  courbure  de  l'epicycltfîde  devient  égal  à 
Mm  =  r,  et  que  la  portion  de  normale  désignée  par  p  au  n*  813 ,  est  ici  la 
corde  oM  da  cercle  mobile;  si  donc,  dans  laformule(A)deeenuméro,onpo6e 

/o  =  r,    /o' = 2R'  cos  y, 
on  en  déduira  aisément 


âVl^  +  ll'  p 


ce  qui  montre  qu'en  prenant  sur  la  circonférence  O,  i  partir  du  point  A,  un 
arc  égal  à  celui  qui»  dans  le  cercle  O'^a  pour  corde  la  valeur  que  nous  venons 
de  trouver  pour  p»  on  obtiendra  le  point  decontaot  «  qui  répond  au  rebrousse* 
ment  cherché  e;  et  dès  lors  ce  dernier  point  se  construira  fisM^ilemeot,  comme 
on  l'a  fait  pour  le  centre  C  au  moyen  de  «• 

Au  lieu  d'appliquer  la  formule  (A)  à  l'épicycloîde  Ali,  ofi  aurait  pu  rappli- 
quer directement  à  l'enveloppe  em  dont  le  rayon  de  eourbure  devient  nul  pour 
la  point  cherché  c  ;  akM^s  il  aurait  feUu  poser 

^s*0,    /8'=r,    p+r*=]D'=2R'cos9, 


CHAPmB  m.-  PRf  LIlOifAIUS  80»  ÏM  ENGRENAGES.  S9l 

et  Ton  aurait  trouvé  pour  jp'  qui  représente  la  corde  H»^  la  m^e  valeur  que 
ci-dessus. 

025.  La  seule  partie  de  ces  euTeloppes  qui  soit  utile  dans  les  ap{Jieatioas 
aux  eng^naçesy  c'est  la  brauehe  em,  ou  pour  parler  [dus  eKactement*,  c'est  (a 
portion  âm  de  cette  branche  qui  se  trouTe  à  l'extërfeur  du  cercle  O.  Quoique 
Porigine  9  de  cette  portion  utile,  diffère  très-peu  du  rebroussemont  e ,  si  Ton 
Tcut  déterminer  précisëment  le  premier  de  ces  points,  on  obsv?era  qu'il  se 
présente  quand  le  petit  cercle  passe  par  le  contact  a  dM  cercles  O  et  0\  c'est» 
à-dire  quand  la  corde  Ma  se  trouve  e'gale  au  rayon  Mm.  Done  il  suffira  de 
prendre  Tare  Âd^  ë^l  à  celui  qui,  dans  le  cercle  O^  a  pour  corde  le  rayon  Mm. 

820.  Enveloppe  iFun  rayon.  Si  nous  adoptons  pour  enveloppée  la  i^yoa  Fie.  11. 
O'A  du  cetx^e  mobile  O,  ^enveloppe  sera  l'ëpicydofde  Amb  engendrée  par  le 
point  A  d'an  cerde  V  qui  serait  décrit  sur  AO^  comme  diamètre,  et  qui  rou^ 
lerait  lui-même  sur  la  circonférence  O.  En  eSet|  quand  le  œrele  O'sera  par* 
venu  dans  la  position  quelconque  O'',  le  rayon  O^  A  occupera  une  s^uation  O' a 
déterminée  par  la  condition  aa  =aA;  si  donc  nous  abaifiâons  sur  cette  envcr 
ioppée  (y a  la  perpendiculaire  <xm,  (e  point  m  sera  (a*  81 1)  |i|i  point  de  Ve»* 
veloppe  cherchée.  Mais  ce  point  m  appartiendra  évidemmeni  à  la  eâreoAfe^ 
rence  Y'  décrite  sur  oO'  comme  diamètre,  et  dès  lors  les  arcs  am  et  aa  qui 
répondent  à  un  même  angle  aO'^a  et  so^t  déeritsavec  des  rayons  doubles  Tun 
de  l'autre,  se  trouveront  égaux  en  longueur  absolue;  d'où  l'on  conclut  que  l'arc 
aan  égale  aussi  l'arc  «A,  et  qu'ainsi  le  point  m  déjà  trouvé  pour  Tenveloppe, 
appartient  effecti?emeutàrépicycloïde  AB  que  décrirait  le  point  A  du  cercle  Y 
qui  roulerait  sur  la  circoafiérenoe  O. 

827,  Ce  qui  précède  désMotre  en  mkœ  temps  que  si  le  cercle  Y  roulait 
dans  intérieur  du  cercle  O'  devenu  immobile,  le  point  A  de  cette  circonfé- 
rence V  décrirait  une  épicycloïde  rectiligne  qui  serait  précisément  le  rayon 
AO,  ou  plutôt  le  diamètre  entier  du  cercle  0',  CQmme  nous  l'avons  déjà  vu  au 
n"  475.  De  sorte  qu'ici  l'çaveloppée  et  l'^veloppe  sont  engendrées  par  le  rou- 
lement du  mètm  cef çte  Y  $w  les  çirapAf^en/ç;^  0  et  0';  et  pç  v^lW  n'est 
qu'un  cas  particulier  de  la  proposîtâoiA  suivante. 

826.  Enveloppe  d'une  épioycloide.  Si  4'on  fait  rouler  un  cercle  U  de  rayon  Fio.  V2. 
quelconque,  d'abord  dans  l'intérieur  du  cercle  O',  et  ensuite  à  l'extérieur  du 
cercle  O,  un  même  point  delà  circonférence  U  décrira  ainsi  deux  épicycloïdes 
ab  et  AB,  dont  la  dernière  sera  l'enveloppe  de  toutes  les  positions  que  pren- 
dra l'enveloppa  ai,  lorsque  d^Ho-ci  se  trouvera  entrçiînée  par  la  rotation  du 
cercle  O'  sur  la  c4rçï(|D£6reaçe  Q.  Eu  eff^ti  preiM>ï]^  les  cercles  0  et  0'  dans 
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une  position  quelconque  où  ils  se  touchent  en  a ,  puis  traçons  le  cercle  U 
tangent  aux  deux  autres  dans  ce  même  point.  Alors  la  circonférence  U  ira 
couper  l'épicycloide  ab  en  un  point  m  tel  que  l'arc  atn  —  oa;  mais  par  suite 
de  la  rotation  du  cercle  0'  sur  0,  l'arc  oa  >=  aÂ;  donc  les  arcs  can  et  a  A.  sont 
égaux,  et  conséquemment  le  point  m  de  la  courbe  ab  appartient  aussi  à  l'épi- 
cycloide AB.  D'ailleurs  ces  deux  ëpicycloîdes  sont  tangentes  au  point  commun 
m,  puisque  pour  l'une  comme  pour  l'autre  (n®  472)  la  normale  est  la  corde 
atn  du  cercle  générateur  U.  Mais  il  est  très-rare  qu'on  emploie  ces  deux  profils 
"  curvilignes  pour  les  dents  des  roues,  attendu  qu'on  trouve  bien  plus  commode 
d'adopter  le  système  de  la  fig.  1 1  où  l'un  des  deux  profils  est  une  droite 

Fig  .  13.  829.  Enveloppe  cTune  développante  de  cercle.  Adoptons  enfin  pour  enveloppée 
la  courbe  amb  qui  est  la  développante  (n*  479)  d'un  cercle  concentrique  avec 
O'  et  décrit  d'un  rayon  arbitraire  O'C  Si  du  point  a  nous  menons  à  ce  cercle 
O'C  la  tangente  «mC,  celle-ci  sera  normale  à  amb  et  elle  fournira  (n®  81 1)  un 
point  m  de  l'enveloppe  cherchée  AwB;  d'ailleurs  le  centre  de  courbure  C 
de  cette  enveloppe  s'obtiendra  (n  816)  en  tirant  O'C  et  sa  parallèle  OC,. la* 
quelle  se  trouvera  perpendiculaire  sur  la  normale  CaC  et  aura  évidemment 
pour  valeur  conttante 


(*)  En  gënëralisant  ces  ooosidérations,  on  peut  définir  anCrement  que  noua  ne  Pavons  fiitt 
au  no  808,1a  forme  que  doivent  avoir  les  profils  oonjngaés  des  dents  d'on  engrenage.  Pour 
cela ,  prenons  une  courbe  quelconque  W  tangente  eu  A  (fig.i)  aui  deux  cercles O  et  0',  et 
faisons-lâ  rouler  tour  à  tour  dans  rintérîenrde  la  circonférence  0'  et  à  rextërieur  du  cercle  0  ; 
alors  le  point  A  de  W  décrira  successivement  deux  courbes  ab  et  AB  qui  seront  les  profils  de- 
mandés. Car,  lorsque  les  cercles  0  et  0^  tourneront  autour  de  leurs  centres  immobiles,  et  de 
manière  à  imprimer  des  vitesses  égales  (n^  806)  aux  circonférences  «ff  et  ^Q\  il  arrivera  que 
les  courbes  AB  et  ah  engendrées  comme  ci-dessus,  se  iouoharoni  constamment  en  nn  point 
variable  pour  lequel  la  normale  commune  passera  toujours  par  le  point  A  sur  la  ligne  des 
centres.  C'est  ce  que  Ton  démontrera  avec  facilité,  si  l'on  substitue ,  d'après  le  principe  du 
n*  809,  au  mouvement  de  révolution  des  cercles  0  et  (X  autour  de  leurs  centres  immobiles,  le 
roulement  de  la  circonférence  O  sur  la  circonférence  0  entièrement  fixe. 

Mais  cette  seconde  définition  des  profils  des  dents,  serait  peu  commode  à  employer  dans  le 
cas  où  l'on  assigne  d'avance  et  arbitrairement  la  forme  ah  d'un  de  ces  profils  ;  car  il  faudrait 
alors  commencer  par  chercher  quelle  serait  la  courbe  W  qui,en  roulant  sur  0',  pourrait  en- 
gendrer le  profil  donné  ah^  ce  qui  offrirait  souvent  beaucoup  de  difficultés. 
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cTou  Ton  conclut  que  la  circonfëreoce  décrite  ateôle  rayon  OC  sera  le  lieu 
de  tous  les  centres  de  courbure  .de  reD^eloppeÂmB;  et  coosëquetziaient  cette 
enveloppe  est  elle-iuén>e  une  développante  dû  cercle  OC. 

830 <  Revenons  »  maintenant  ^au  véiûlable  état  de  deux  roues  dont  lune 
transmet  à  l'autre  le  mouvement  circulaire  qui  t'anime  ;  car ,  comme  nous  Tâ- 
tons dit  n*  808 ,  l'hypotfajèse  que  le  cercle  0'  roulait  sur  le  cercle  O  entière- 
ment fixe  ,  n'était  qu'une  fiction  propre  à  simplifier  Tétude  et  le  tracé  des 
enveloppes  dont  nous  avions  besoin.  Ainsi  ,  en  réalité  ,  les  centres  O  et  (V  Fie.  7. 
sont  fixes  tous  les  deux  ,  et  le  mouvement  de  révolution  qui  est  imprimé  à  la 
roue  O  se  communique  à  la  roue  0'  par  la  poussée  de  la  courbe  AB  sur  la 
courbe  ab  ;  mais  pour  que  ce  mouvement  satisfasse  à  la  condition  essentielle  du 
n»806  ,  il  faut  (n®  808)  que  l'une  de  ces  courbes  soit  Fenveloppe  de  l'autre 
dont  la  forme  demeure  arbitraire.  Toutefois  ,  on  doit  y  mettre  la  restriction  ^ 
que ,  dans  la  portion  de  ah  qui  sera  utiftsée ,  les  rayons  vecteurs  tels  que  O'm  , 
aillent  toujours  en  décroissant  ou  toujours  en  augmentant;  et  dès  lors  ceux  de 
AB,  tels  que  Om  varieront  constamment  en  sens  contraire  des  premiers.  Cela 
estnécessaire  pour  qu'il  y  ait  véritablement />ou«#^  d'une  dent  surrautre;car, 
si  Tun  des  rayons  vecteurs  O'm  était  maximum  ou  minimum,  il  serait  néces- 
sairement normal  k  la  courbe  ab;  or  quand  les  deux  dents  viendraient  se  tou- 
cher en  m,  la  normale  O'm  qui  doit  à  cette  époque  (n""  810)  passer  par  le  point 
de  contact  D  des  deux  cercles  ,  irait  donc  coïncider  en  direction  avec  la  ligne 
des  centres  ODO  ;  et  dès  lors  la  révolution  du  cercle  0  autour  .de  son  centre 
immobile,  produirait  une  vitesse  précisément  tangentîelle  à  la  courbe  amb^ce 
qui  ne  donnerait  lieu  qu'à  un  simple  frottement  qui  serait  rnsufiisant  pour  en- 
traîner fa  roue  O'. 

831  «  Lieu  de9  contacts.  Dans  le  mouvement  de  révolution  autour  des  centres  Fig.  7. 
fixes  0  et  (y  ,  le  point  de  contact  m  de  l'enveloppe  et  de  l'enveloppée  ,  qui 
toutes  deux  participent  à  ce  mouvement,  occupe  successivement  des  positions 
différentes  par  rapporta  la  droite  invariable  ODO'  et  au  point  D  dans  lequel 
les  cercles  mobiles  se  touchent  constamment  :  la  suite  de  ces  posittonsdu  point 
m,  sur  leplaafiKe  des  deux  cercles,  fbi^mé  une  courbe  utile  à  connaître.  En 
^néral,  on  l'obtiendrait  en  mesurant  sur  chaque  position  du  cerclé  mobile  de 
la  fig.  2,  le  rayon  vecteur  A,^,  et  l'angle  (i^kfi\^  pour  les  rapporter  ensuite 
aur  ia  fig.  7 ,  à  partir  du  point  D  considéré  comme  pôle;  mais,  dans  plusieurs 
cas,  ce  lieu  des  contacts  entre  ^enveloppe  et  l'enveloppée  s'obtient  d'ane  ma- 
BÎère  dipede  «t  trè»*siaiple. 
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1*  Si  Tenveloppée  se  réduisait  à  un  point  de  la  circonférence  0' ,  il  est  évi- 
dent que  celte  circonférence  serait  elle-même  le  lieu  demandé. 
FiG  11  ^  Lorsque  l'enveloppée  est  le  rayon  O'A  {pg.  11)  ,  le  lieu  des  contacts 
successifs  est  la  circonférence  V  décrite  sur  O'A  comme  diamètre  ;  car^  quelle 
que  soit  la  position  O'A'  du  rayon  mobile,  la  normale  AN'  qu'il"  feiut  abaisser 
du  point  A  (n'  811),  aboutira  toujours  sur  la  circonférence  Y. 

3^  Dans  le  cas  peu  usité  de  la /^.  12,  où  l'enveloppe  et  Tenveloppée  se 
raient  deui  épicycloïdes,  leurs  points  de  contact  se  trouveraient  tous  évidem- 
ment sur  la  circonférence  U,  placée  tangentiellement  aux  deux  cercles  primitif^ 
sur  la  ligne  invariable  qui  joint  les  centres  fixes. 

FiG.  13.  4''  Enfin,  lorsque  l'enveloppée  et  lenveloppe  seront  deux  développantes  de 
cercle  ,  le  lieu  de  leurs  contacts  successifs  sera  précisément  la  droite  C'oC  , 
tangente  commune  aux  deux  cercles  auxiliaires  qui  donnent  naissance  à  ces 
développantes;  car,  pendant  la  révolution  de  ces  courbes  autour  des  centres 
fixes  0  et  O',  la  normal  qu'il  faudrait  mener  du  point  a  (n^  81 1) ,  coïnciderait 
toujours  avec  la  droite  OaC. 

832.  Limitée  correspondantes.  Comme,dans  la  pratique ,  on  n'emploie  que 
des  arcs  peu  étendus  de  l'enveloppe  et  de  l'enveloppée  ,  il  importe  de  savoir 
limiter  une  de  ces  courbes  à  la  portion  vraiment  utile,  d'après  la  grandeur  de 
l'arc  conservé  pour  l'autre.  Or  les  points  correspondants,  c'est-à-dire  ceux  qui 
se  trouveront  en  contact  à  une  certaine  époque  du  mouvement  de  révolution, 
seraient  tout  naturellement  donnés  si  l'on  construisait  l'enveloppe  d'après  la 
méthode  du  n"*  81 1  et  la  /^.  2  ;  mais,  dans  la  plupart  des  cas  usuels ,  on  con- 
naît d'avance  la  nature  de  l'enveloppe  et  de  l'enveloppée ,  et  l'on  trace  ces 
courbes  indépendamment  l'une  de  l'autre;  de  sorte  qu'il  devient  nécessaire  de 
chercher  ensuite  les  limites  correspondantes  ,  ce  qui  est  facile  quand  on  a 
construit  le  lieu  des  contacts  successifs. 

833.  Par  exemple ,  dans  le  cas  de  la  fig.  1 1  où  l'enveloppée  est  le  rayon 
O'A,  et  l'enveloppe  Tépicycloïde  AmB  décrite  par  le  roulement  du  cercle  V  , 
pour  trouver  le  point  correspondant  à  N,  on  ramènera  ce  dernier  en  N^  sur 
la  circonférence  Y  qui  est  le  lieu  des  contacts  successifs  ,  au  moyen  d'un 
arc  de  cercle  décrit  du  centre  0;  puis,  du  centre  0'  avec  le  rayon  O'N' ,  on 
décrira  un  autre  arc  de  cercle  qui  transportera  le  point  N'  en  n  sur  le  rayon 
O'A  ;  et  ce  dernier  point  correspondra  à  N.  De  sorte  que  si  l'on  ne  conserve 
de  l'enveloppe  que  l'arc  AN  ,  la  seule  portion  utile  de  l'enveloppée  sera  An  ; 
or  ces  arcs  ayant  évidemment  des  longueurs  très-inégales ,  on  aperçoit  bien 
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qu'il  y  aura  glissement  et  par  suite  frottement  de  i'enyeloppe  sur  l'enveloppée^ 
comme  nous  l'avons  démontré  généralement  au  n"*  817. 

834.  Dans  \9i  fig*  13  où  l'enveloppe  et  l'enveloppée  sont  deux  dévelop- 
pantes, nous  savons  que  le  lieu  de  leurs  contacts  successifs  est  la  droite  C  aC. 
Donc  ,  pour  obtenir  le  point  correspondant  à  N ,  il  sufiBra  de  transporter  ce 
dernier  en  N'  par  un  arc  décrit  avec  le  rayon  ON  ;  puis ,  de  ramener  N'  en  n 
au  moyen  d'un  arc  de  cercle  décrit  du  centre  (V.  Ainsi,  les  arcs  AN  et  an, 

ABetAib, seront  les  arcs  correspondants^  qui  roulent  et  glissent  l'un 

sur  l'autre  pendant  la  révolution  des  cercles  O  et  0'  autour  de  leurs  centres 
fixes. 
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CHAPITRE  IV. 

Tracé  des  engrenages  plans  on  cylindriques, 

l\.  66  B35.  Lorsque  les  deux  roues  que  Ton  yeut  mettre  en  mouyement»  ont 
Fie.  14.  des  a^*es  parallèles  projetés  en  0  et  0'  sur  le  plan  de  notre  épure,  ces  roues, 
ainsi  que  les  dents  dont  elles  sont  armées ,  se  composent  de  tranches  cylin- 
driques plus  ou  moins  épaisses,  mais  dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux 
axes  :  dès-lors  ces  dents  se  projetteront  suivant  des  courbes  ou  profils  qu*il 
suflBra  évidemment  d'assigner,  pour  que  la  forme  totale  de  la  roue  soit  bien 
définie.  Nous  ferons  donc  abstraction  des  épaisseurs,  et  nous  n'aurons  à  nous 
occuper  que  des  profils  situés  dans  le  plan  de  l'épure.  Cela  posé,  d  après  les 
.notions  préliminaires  développées  aux  n^  806  et  808,  on  sait  qu'il  faudra 
commencer  par  diviser  l'intervalle  00'  en  deux  parties  0 A  =  R ,  O'A  =  R% 
qui  soient  en  raison  inverse  des  vitesses  angulaires  (n®  805)  (u  et  u  que 
l'on  veut  imprimer  aux  deux  roues  :  puis  ,  avec  ces  rayons ,  on  tracera  les 
cercles/>rtfniW^*«5etaS',  dont  les  ciiHîonférences  devront  prendre  des  vi- 
tesses  absolues  qui  soient  égales  :  c'est-à-dire  que  des  arcs  égaux  AA^et  aa' 
devront  passer  par  la  ligne  des  centres  00' ,  dans  un  même  temps. 

836.  Maintenant,  choisissons  deux  nombres  entiers  quelconques  n  et  n^ 
qui  soient  en  raison  inverse  des  vitesses  angul^res  &>  et  &>',  c'est-à-dire  tels 
que  Ton  ait 

n\  n\  \tù\  û)I  IR:R'; 


I  •  •  • . 


puis,  partageons  le  cercle  primitif  (xS  en  n  parties  égales  A  A%  A' A*',  A^A 
et  le  cercle  «'6' en  n  parties  égales  aa\  a'a",aV,...  Ces  divisions  auront  aussi 
la  même  longueur  absolue  dans  les  deux  cercles;  car,  d'après  la  proportion  pré- 
cédente, on  a  évidemment 

— -  =  -T-,   ou     AA    es  aa  ; 
n         n 

de  sorte  que,    par  la  révolution   des  deux  cercles,  les  points  A'  et  a.    A" 

et  a", arriveront  en  même  temps  sur  la  ligne  des  centres  00'.  Ensuite, 

nous  subdiviserons  chacune  des  dii)isions  précédentesen  deux  parties  inégales 

en  prenant  les  arcs  AB,  A'B',  A"B", égaux  entre  eux,  mais  un  tant  soit 

peu  moindres  que  la  moitié  de  AA^;  ces  arcs  partiels  formeront  la  base  de 


CHAPITRE  IV.  -  DES  ENGRENAGES    CYLINDRIQUES.  S97 

chaque  denl  ou  lé  plein  de  ^a  roue  ^  tandis  que  les  arcs  ÀB'  ^  A'V\ seront 

le  creua;  ou  V  intervalle  entre  deux  dents  consécutives.  On  opérera  de  même  sur 

le  cercle  primitif  ^c^d"  »  où  ab^ab\ seront  les  bases  des   dents  de  cette 

roucyun  peu  plus  petites  que  les  intervalles  ba' ,  b'd'  ^ Cette  différence  est 

nécessaire  pour  7e  jeu  qui  doit  exister  toujours  dans  Tengrenag^e,  commenouB 
le  montrerons  plus Join  (n''  842). 

837i  SI  l'on  veut  estimer  l'amplitude  de  ce  jeu  avec  précision ,  appelons  B 
ei  6'  les  bases  ÂBet  ab  qui  peuvent  être  inégales  ,1  et  T  les  interyalles ,  et 
nous  aurons 

f»  .1» 

d'où  l'on  conclut  pour  le  jeu 

J  =  I  —  B'  =  1'  —  B  =  —  —  (fi  +  B')  , 

c'est-à-dire  la  longueur  commune  (les divisions  moins  la  somme  des  bases.  Silcis 
bases  sont  égales  sur  les  deux  roues  ^  l'anaplitude  du  jeu  sera  l'excès  d'un  in- 
tervalle &ur  une  base  ;  mais,  dans  tous  les  cas ,  il  faut  que  ce  jeu  reste  compris 
entre  un  douzième  el  un  vingtième  de  la  longueur  constante  AA'  des  divisions 
primitives,  afin  de  ne  pas  trop  diminuer  répaisseurdesdents,etconséquemment 
la  résistance  dont  elles  sont  susceptibles;  et  aussi  pour  rendre  moins  sensibles 
les  chocs  alternatifs  qui  se  manifestent  souvent  lorsque  les  deux  roues,  tout  eu 
continuant  de  marcher  dans  le  même  sens,  éprouvent  des  variations  dans  leurs 
vitesses ,  produites  par  des  causes  accidentelles. 

Tous  les  détails  qui  précèdent  sont  communs  aux  différents  genres  d'en- 
grenage ,  et  ceux-ci  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  la  forme  du  profil  des 
dents  ;  mais  dans  tous  les  cas  ,  pour  remplir  la  condition  essentielle  (u''  806) 
que  des  arcs  égaux  AA'  et  aa  passent  en  même  temps  par  la  ligne  des  cen- 
tres, il  faudra  se  rappeler  que  les  profils  correspondants  ZÀF  et  jra/'doivent 
êlre,  l'un  par  rapport  à  l'autre,  enveloppe  «t  enveloppée {n''  808),  et  qu'on 
peut  choisir  à  volonté  un  de  ces  deux  profils ,  en  satisfaisant  toutefois  à  la  res- 
triction indiquée  au  n"*  830. 

838.  EH«RtNàGBvA  FLANCS,  rSif métrique  'et  réciproque.  Ici  nous  adopterons  Fig .  14. 
pour  profil  de  chaque  dent  de  la  rone O',  un   rayon  tel  que,  O'a  ;  et  dès- 
lors  le  profil  correspondant  AZ  sur  la  roue  0  ,  devra  être  un  arc  de  Tépi- 
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cycloïde  engendrée  par  le  point  a  du  cercle  V'  dëcrit  sur  le  diamètre  O'a , 
lequel  cercle  roulerait  sur  la  circonférence  0  ;  car  on  a  tu  (u**  826)  que  celte 
épicycloïde  était  V enveloppe  de  toutes  les  positions  que  prend  le  rayon  O'a 
pendant  la  rotation  du  cercle  0".  On  tracera  donc  cet  arc  AZ  par  le  pro- 
cédé du  n""  471  ou  par  celui  du  n""  472,  et  on  le  terminei^  au  point  Z  où 
il  coupera  le  rayon  OZ  mené  par  le  milieu  de  la  base  ÂB  :  puis,  on  trans- 
portera ces  résultats  symétriquement  à  gauche  de  ce  rayon  OZ ,  pour  ob- 
tenir le  profil  opposé  BZ;  car  ici  Tengrenage  est  symétrique  ,  c'est-à-dire 
destiné  à  tourner  également  de  droite  à  gauche  comme  de  gauche  à  droite  ; 
tandis  que  si  la  roue  O  ne  devait  jamais  mener  que  dans  le  second  sens,  la  forme 
du  profil  BZ  resterait  arbitraire  (*). 

839.  On  donne  le  nom  de  flanc  à  la  partie  plane  de  la  dent,  dirigée 
suivant  le  rayon  O'a  ;  et  comme  il  n'y  a  qu'une  faible  portion  de  ce  rayon 
qui  soit  touchée  et  conduite  par  Tare  ëpicycloîdal  ÂZ ,  il  importe  de  savoir 
trouver  I  étendue  précise  a/*que  doit  avoir  le  flanc.  Or,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  au  n""  833  ,  il  faudra  décrire  avec  la  distance  OZ  pour  rayon  ,  un 
arc  de  cercle  qui  transportera  l'extrémité  Z  enm  sur  lacirconférence  Y^;puis, 
ramener  ce  point  m  en  /"par  un  arc  de  cercle  décrit  du  centre  0'. 

840.  Ordinairement ,  on  rend  cet  engrenage  réciproque  ,  en  prolongeant 
le  profil  ZA  dans  l'intérieur  de  la  roue  0  par  un  flanc  AF ,  et  en  ajoutant 
à  l'extérieur  delà  roue  0'  une  dent  saillante  aj?6  dont  le  profil  est  formé  de 
deux  arcs  d'épicycloïde ,  symétriques  l'un  de  l'autre.  Ici  Tare  az  se  tracera 
en  faisant  rouler  sur  la  circonférence  O'  le  cercle  Y  décrit  sur  AO  comme 
diamètre;  et  l'étendue  précise  AF  du  flanc  qui  sera  conduit  par  l'arc  az^  s'ob- 
tiendra (n*  833)  en  décrivant  du  point  O'  l'arc  de  cercle  zM  terminé  à  la  circon- 
férence y  ;  puis,  en  ramenant  le  point  M  en  F  par  un  arc  concentrique  aved  0. 

Quand  une  fois  on  a  tracé  le  profil  FAZBE  sur  un  carton  que  l'on  dé- 
coupe  le  long  de  ce  contour,  cela  forme  un  panneau  mobilequi  se  transporte 

sur  les  autres  bases  A'B\  A''B'', et  au  moyen  duquel  on  trace  immédiatement 

les  profils  de  toutes  les  dents  de  la  roue  O.  On  opère  de  même  pour  la  roue  0\ 
en    employant  un  panneau  mobile  découpé  suivant  le  conlouv  fazhe. 


(*)  Pour  ëviter  toute  équivoque,  et  ne  pas  tomber  dans  des  contradictions  graves  sur  U  êen$ 
de  divers  mouvements  de  rotation  autour  d'axes  différents, il  faut  avoir  soin  d'observer  cha- 
cun d*eax  en  se  plaçant  sur  Taxe  correspondant. Ain8i,dana  la /tf  .14,81  le  système  fonctionne 
dansla  direction  indiquée  par  la  flèche  9,  il  faudradire  que  la  roue  0  tourne  débauche àdraiie, 
et  la  ruue  C  de  droits  à  gauche. 
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84! .  Limite  des  entailles^  ou  Courbe  de  raccord  entre  deux  profils.  A  la  suite  Fi€.  15. 
des  flancs  AF  et  BE  ^  il  faut  pratiquer  une  entaille  qui  permette  à  la  dent 
azb  de  se  mouvoir  librement.  Pour  en  déterminer  les  limites  précises,  con- 
sidérons la  fig.  15  où  le  jeu  de  Tengrenag^e  est  supposé  nul^  et  ou  dès-lors 
la  dent  azb  se  trouve  nécessairement  en  contact  avec  les  deux  profils  ZÀF 
et  Z^B'E'  à  la  fois;  alors  il  s'agira  de  chercher  le  lieu  FGË'  de  toutes  les 
positions  que  prend  le  point  z  sur  le  cercle  O  mobile  autour  de  son  centre, 
pendant  que  le  cercle  O'  tourne  lui-même  et  entraîne  le  rayon  0  z  autour 
du  point  fixe  0'.  Or^  d'après  les  considérations  exposées  au  n*  809,  cette 
courbe  FGE'  est  la  même  que  celle  qui  serait  décrite  par  le  point  z  dans  l'hy- 
pothèse où  le  cevcXeO'  roiderait  sur  le  cercle  O  entièrement  immobile  :  mais 
ce  dernier  genre  de  rotation  produit  une  épicyclo'ide  allongée  dont  nous 
aTons  donné  la  construction  au  n*  473;  c'est  donc  une  portion  du  nœud  de 
cette  épicycloïde  qu'il  faudra  prendre  pour  le  contour  FrE',  et  cet  arc  se 
raccordera  complètement  avec  les  deux  flancs  AF  et  B£\  En  effet,  si  nous 
considérons  {fig.  16)  la  dent  azb  parvenue  dans  la  position  où  elle  va  cesser 
d'être  en  prise,  et  où  l'extrémité'  du  flanc  ÂF  est  touchée  par  le  dernier  élé- 
ment de  l'arc  az^  alors  la  normale  commune  à  cette  enveloppée  et  à  cette 
enveloppe  est  la  droite  FD  (n®  810);  mais  en  regardant  le  point  z  comme 
ayant  décrit  dans  le  même  temps  Tépicycloïde  rallongée  E'GF,  la  droite  FD 
sera  aussi  (n^  470)  normale  à  cette  dernière  courbe;  d'où  l'on  conclut  que 
1  epicycIoîde  E'GF  est  bien  tangente  au  flanc  AF,  et  semblablement  elle  touche 
l'autre  flanc  B'E'  au  point  E'. 

842.  Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  la  base  ab  de  chaque  dent 
égale  précisément  l'intervalle  ÂB';  mais  cette  hypothèse  ne  doit  jamais  être 
admise  dans  la  pratique  :  car  il  en  résulterait  sur  chaque  face  bz  des  dents  en 
prise,  un  contact  inutile  pour  la  poussée,  et  par  suite  des  frottements  qui  di- 
minueraient notablement  l'effet  utile  de  la  force  motrice  :  d  ailleurs,  la  moindre 
irrégularité  dans  fes  profils  arrêterait  le  mouvement  de  la  machine,  ou  expose- 
rait les  dents  à  se  briser.  Il  faut  donc  toujours  admettre  un  certainjet^,  dont  nous 
avons  indiqué  les  limites  au  n^'  837;  et  dans  ce  cas,  qui  est  celui  de  la  fi^.  14, 
l'épicycloïde  FG  n'ira  plus  rejoindre  le  flanc  B'£%  et  on  devra  la  terminer  à  Fig.  14. 
son  sommet  G  situé  dans  la  circonférence  décrite  avec  le  rayon  OL  qui  se  trou  ve 
en  prenant  O'L  a»  O'z;  puis,  comme  il  faut  pourvoir  au  cas  où  une  cause  acci- 
dentelle venant  à  ralentir  la  vitesse  de  rotation  delà  roue  menante^  il  arriverait 
que  le  profil  faz  marcherait  à  vide,  tandis  que  la  poussée  s'exercerait  entre  les 
faces  ebz  et  Z^B^E'^  on  devra  tracer  aussi  l'épicycloïde  allongée  E'H'  symétri- 
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que  de  FG  (*)  ;  et  l'ensemble  de  ces  deux  branches  réunies  par  un  Irès-pelit 
arc  de  la  circonférence  OL,  composera  le  contour  FGH'E'  de  t'entaille  rigou- 
reusement nécessaire  pour  que  la  pointe  z  se  meuve  librement,  soit  dans  les  pe- 
tites vacillations  que  permet  le  jeu,  soit  dans  le  cas  où  la  roue  0  devrait  mener 
à  gauche  comme  à  droite. 

On  déterminera  semblablement  le  contour  ehg'f  de  l'entaille  à  pratiquer 
dans  la  roue  0'  pour  laisser  un  libre  passage  à  la  dent  A'Z'B%  en  le  compo- 
sant  de  deux  branches  d'épicycloîdes  rallongees.  décrites  par  l'extrémité  du 
rayon  OZ'.  lorsque  celui-ci  est  entraîné  par  le  roulement  du  cercle  0  sur  le 
cercle  O';  et  ces  deux  branches  se  raccorderont  avec  un  petit  arc  de  la  circon- 
férence dont  le  rayon  sera  07,  lequel  se  détermine  en  prenant  la  distance 
0/  =  OZ . 
FiG.  14.  843.  Au  lieu  de  s'en  teniràces  limites  rigoureuses,  il  faut  toujours,  dans  la 
pratique,  creuser  l'entaille  un  peu  plus  profondément  et  pour  simplifier  les 
procédés  d'exécution,  on  se  contente  ordinairement  deprolonger  les  flancs  jus- 
qu'à la  circonférence  OL,  dont  le  rayon  se  trouve  en  prenant  O'L  —  0'z\  de 
sorte  que  l'entaille  est  terminée  carrément,  comme  oo  le  voit  en  F"G,H,E'". 
En  outre,  comme  des  parties  aiguës  ou  des  arêtes  vives  exposent  à  des  arc- 
boutements,  ou  entament  les  surfaces  contre  lesquelles  ellesglissent  sous  l'effort 
d'une  grande  pression  ,  ce  qui  altère  la  courbure  primitive  des  profils  et  aug- 
mente les  frottements,  on  est  dans  l'usage  de  retrancher  la  portion  de  chaque 
dent  qui  a  voisine  la  pointe  Z,  comme  on  le  voit  en  B^XYA^,  en  prenant  soia 
d'adoucir  l'arête  vive  qui  résulterait  de  cette  troncature  exécutée  au  moyeu  d'ua 
cercle  concentrique  avec  0.  Les  dents  sont  dites  alors  échanfrinéesj  et  en  opé- 
rant de  même  sur  la  roue  0%  on  pourra  donner  aux  entailles  des  deux  roues 
un  peu  moins  de  profondeur  que  ne  l'indiquent  les  circonférences  OL  et  07. 

844.  Pour  fixer  convenablement  le  rayon  du  cercle  XY  qui  détermine  YdchanT- 
frinement,  il  feut  satisfaire  à  la  condition  suivante  :  lorsque  deux  dents  se  iou^ 
chent  en  A  sur  la  ligne  des  centres  0A0%  il  doit  y  avoir ^  après  cette  ligne^dans  le 


(*)  Ces  deux  arca  FG  et  E^H^  n'appartiennent  pas  à  la  même  ëpicycloîde  rallongée;  car,poar 
avoir  le  sommet  G  de  la  première,  il  faudrait  porter  sur  la  circonfiérenoe  «?,à  paKîr  du  point 
A,  un  arc  égal  a  la  moitié  àk  de  ii&;pui8,  tirer  le  rayon  Ok'  qui  couperait  la  circonféreoce  OL 
au  point  demandé  G.  Tandis  que  pour  Tautre  épicjcioîde  E'H^il  faudra  porter  Tare  Maur  le 
cercle  «r,roai8  à  partir  du  point  B',  en  faisant  joiier  les  deux  roues  pour  mettre  en  contact  le 
proûl  h%  avec  l'origine  B^  du  flanc  B^E\ 
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sens  du  mouvement^  un  autre  couple  de  dents  Tl  et  z'  qui  soient  encore  en  prise  à 
cet  instant4à.  Or,  comme  répîcycloïde  A'Z' touche  le  flanc  a*f'  en  un  point  x 
qui  se  trouve  en  abaissant  du  point  A  une  perpendiculaire  Aa?  sur  ce  flanc 
(n"  810) ,  il  suffira  donc  de  tirer  cette  normale  ,  et  de  prendre  la  distance  Ox 
pour  le  rayon  du  cercle  XT. 

S'il  arrivait  que  la  normale  kx  abaissée  sur  le  flanc  a'f^  allât  tomber  au-des- 
sus du  point  f^  cela  indiquerait  que  les  dents  sont  trop  écartées  pour  remplir  la 
condition  énoncée  ci^essus;  et  alors  il  faudrait  augmenter  les  nombres  net  n\ 
en  diminuant  la  grandeur  des  divisions  égales  A  A^  elaaf.  Nous  reviendrons  sur 
cetle  circonstance  au  n®  879. 

845.  Méthode  approximative.  De  la  condition  précédente  on  a  déduit  un  pro-  Fio .    1 4 
cédé  fort  simple,  mais  dont  Texaclitude  n'est  qu'approchée,  lequel  consiste  à 
remplacer  le  profil  épicycloidal  MZ'  par  un  arc  de  cercle  qui  passe  par  le  point 

X  indiqué  ci-dessus,  et  qui  touche  en  A'  le  flanc  rectiligne  A'FO  :  il  sera  bien 
fiaciie  de  trouver  le  centre  de  cet  arc  circulaire  que  l'on  devra  terminer  en  x,  en 
échanfrinant  la  dent  comme  précédemment.  Cette  méthode,  qui  doit  être 
proscrite  quand  il  s'agit  d'une  machine  de  précision  ,  peut  être  employée  dans 
une  machine  de  force  où  les  mouvements  sont  régularisés  par  des  volants;^\iT^ 
tout  lorsque  les  dents  de  la  roue  sont  assez  rapprochées  pour  que  les  portions 
de  profil  B^  X,  A^Y,  qui  restent  après  l'échanfrinement,  ne  dépassent  pas  4  ou 
5  centimètres. 

846.  Et  même  quand  un  dessin  a  pour  objet,  non  pas  de  servir  à  exécuter 
une  machine  dans  ses  vraies  dimensions,  mais  seulement  de  iaire  connaître  la 
disposition  de  ses  diverses  parties,  on  se  contente  de  figurer  les  dents  en  décri- 
vant un  cercle  qui  ait  pour  centre  le  milieu  &)  de  lare  B^A,,  et  pour  rayon 
Tune  des  deux  distances  égales  uB,  ou  cuA^;  alors  ce  cercle  fournit  d'un  seul 
coup  les  deux  profils  opposés  B,X,  et  A,  Y,  avec  une  approximation  sufiisante 
pour  Tindication  qu^on  a  en  vue. 

847.  Dans  notre  épure,  la  petite  roue  O'  est  supposée  pleine,  et  on  la 
nomme  unpigfwn.  La  grande  roue  0  est  évidée,  afin  de  la  rendre  plus  légère  : 
N  représente  }a  jante  qui  est  reliée  par  des  croisillons  P,  P',....  avec  le  moyeu; 
celui-ci  est  projeté  entre  les  deux  cercles  OQ  et  OS  dont  le  dernier  indique  le 
vide  destiné  à  recevoir  Varbre  de  la  roue  ;  et  cet  arbre  se  fixe  dans  le  moyeu; 
au  moyen  de  deux  clefs  que  Ton  introduit  dans  les  entailles  T,T'.  Enfin,  W  est 
unefretteou  anneau  de  ferqui  entoure  le  bout  saillant  du  moyeu,  pour  le  for- 
tifier et  empêcher  qu'il  n'éclate. 

848.  Remarque.  Si  après  avoir  construit  cet  engrenage,  on  avait  besoin  plus 
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l^rd  djB  chaDger  Iç  rapport  des  vitesses  angulaires,  et  qu'on  voulût consei*Yer 
intacte  la  roue  0  ,  en  substituant  seulement  fi  0'  \]oe  nouvelle  roue  0'^,  d'un 
rayon  différent,  on  sait  (n<^  808)  qu'il  faudrait  adopter  pour  le  profil  de  chaque 
dent  de  0'',  l'enveloppe  de  Tespace  qui  ser^iit  parcpuru  par  le  contour  ZAF 
dans  l'hypothèse  où  le  cercle  O  roulerait  sur  la  circonférence  0".  Or^  comme 
la  portion  ZA  de  ce  contour  est  déjà  une  épicyqloïde  engendrée  par  le  roule- 
ment du  cercle  Y'  sur  O,  on  a  vu  {n?  828)  que  son  enveloppe  était  une  autre 
épicycloïde  produite  par  le  même  cercle  Y'  roulant  dans  l'intérieur  de  la  cir- 
conférence 0'^  :  ce  sera  donc  cette  épicycloïde  intérieure  qui  remplacera  ici  le 
flanc  a/*;  et  quant  à  la  partie  de  rayon  ÂF^  son  enveloppe  sera  encore  (n""  826) 
une  épicycloïde  engendrée  par  le  roulement  du  cercle  Y  sur  la  circonférence 
O".  Ainsi  la  dent  de  cette  nouvelle  roue  n'aurait  pas  de  flanc  reotUigne;  et  son 
profil  entier  se  composerait  de  deux  arcs  appartenant  aux  épicyçloïdes  pro- 
duites par  les  cercles  V'  et  Y  qui  rouleraient  à  Fintérieur  et  à  l'extérieur  du 
cef  de  O'  :  le  tracé  serait  donc  moins  simple  qu'à  l'ordin^Mre ,  main  il  offrirait 
l'ayaq^a^e  de  faire  servir  la.  rpue  O  déjà  construite, 

Pl  .  67  «  849^.  EiÇGABif  AOJB  a  flancs  ,  symétviqH^^ ,  mais  non  réotproque.  La  grande 
FiG.  17.  fOMe  0  pourrait  seule  porter  de&dentspi^oprement  dites,  c'est-à-dire  des  sail- 
lies en  dehors  du  cercle  primitif  aS ,  tandis  que  le  pignon  n'aurait  que  dee 
flancs  a/\  he^  dirigés  suivant  des  rayons  dans  Tintérieur  du  cercle  primitif  aC\ 
L'étendue  de  ces  flancs  s'obtiendra  comme  au  n^  839,  en  ramenant  le  point  Z 
en  ^  sur  la  cirx^onférence  Y'  au  moyen  d'un  arc  décrit  du  centime  0;  puis  en  dé- 
crivant du  centre  0'  l'arc  de  cei*cle  m/à;  ensuite,  on  prolongera  ces  flancs  pour 
former  une  entaille  terminée  carrément  à  la  cirçonfeVence  O'g  dont  le  rayon 
doit  être  au  plus  égal  à  la  différence  des  distances  00'  et  OZ  (n^  843).  Quant 
à  la  roueO,  elle  n'auraità  la  rigueur  ni  flancs,  ni  creux;  mais  comme  il  est  tou- 
jours prudent  de  laisser  un  peu  de  jeu  pour  éviter  les  frottements  que  produi- 
rait un  déplacement  accidentel,  on  entaillera  cette  roue  dans  le  sens  des  rayons 
jui^qu  à  une  profondeur  de  1  ou  2  centimètres,  indiquée  par  le  cercle  GH. 

850«  Ici  c'est  la  roqe  qui  devra  triener  le  pignon.  En  effet,  on  voit  bien  que 
répicycloide  AZ  comnience  à  toucher  le  Hai}ca/*au  poixM*  a  t  lorsque  ce  flanc 
coïncide  avec  la  ligne  des  centres  00',  et  qu'après  cette  ligne  dans  le  sens  du 
mouvement,  le  contacta;  avec  le  rayon  OV/se  rapproche  du  centre  0';  donc,  à 
gauche  de  00\  le  profil  A.Z,  n'aura  aucun  point  de  commun  ayec  le  flanc 
Q'a^  1  lequel  ne  serait  touché  que  par  la  branche  d'épicycloïde  symétrique  de 
A,Z,.  Il  résulte  de  li^que,  quand  c'est  la  roue  qui  conduit  le  pignon,  les  dents 
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ne  sont  jamais  en  prise  qu'a/>ré#  la  ligne  d^s  centres  00',  dans  le  sens  du  mouve- 
ment ;  ce  qui  présente  un  avantage  important  poui*'  la  pratique  ,  comme  nous 
rexpliqueroiis  au  n*'  87S.  Dans  la  ^^.14,  il  y  avait  poussée  avant  Comme  après 
la  ligne  des  centres,  attendu  que  la  petite  roue  était  elle-même  armée  de  dents 
saillantes  en  dehors  du  cercle  primitif  a  S'. 

851.  CâfiMAuiiRi  mue  par  une  roue  dentée.  Si  dans' feùg^reùage  précédent,  Fig.  18. 
on  suppose  que  la  rbueO'  acquière  un  rayon  inBnf ,  lé  cercle  primitif  d'ê'  sfe 
changera  en  une  droite  tangente  à  fe  circonférence  aS  de  la  roue  0;  et  lai*ota- 
tioo  de  celle-ci  imprimera  un  mouvement  rectifigne  à  fa  pièce  droite  iY  , 
oorfimée  ùrdmaillère^  laquelle  est  maintenue  dans  cette  direction  par  des  cou- 
lisses  ou  des  guides.  Ici,  sans  s^occuper  du  rapport  dés  vitesses  angulaires  dont 
une  est  zéro ,  il  fendra  partager  la  circonférence  «S  en  un  certain  nombre  dé  . 
parties  égales  AA',  A' A",....  ;  puis,  reporter  la  longueur  rectifiée  d'une  dé  ces 
divisions  suivant  a  a' ,  a*(i\... 

Le  profil  AZ  de  la  dent  de  la  roue ,  devra  être  une  développante  àe  cercle  en- 
gendrëe  par  le  roulement  de  la  droite  «'g'  sur  là  circôtiférencè  c£  ;  Car  cette 
droite  est  ce  que  devient  ici  le  cercle  V  de  la  fig.  17,  lequel  avait  poili^  dia- 
mètre  le  rayon  db  cercle  O'  qui  est  infini  dans  lé  àdlé  actucF.  Par  la  même  raf- 
soD^les  flancs  de  la  crémaillère  seront  db^  droites  ag,bh^..\  perpendiculaires  à 
aC ,  eton  les  prolongera  jusqu'à  une  droite  ghg*  parallèle  à  aV,  et  menéeàubè 
distance  Ogr ^ale  au-  mofûs  à  OZ  :  ou  plutôt ,  ces  droites  agt^  bh^,...ûe serrent' 
qu'à  former  les  entailles  nécessaires  pour  le  libre  passage  dés  dents ,  car  ici 
les  flancs  delà  ci^maillète  se'  réduisent  H  un  pfnnt  unique.  En  effet ,  la' tan- 
gente a'g'  ëfàne  rioribàlé (ii*>  479)  à  toutes  les  dévelôiipantes  AZ ,  A'Z\  A^"Z",.. , 
c'est  précisément  aux  points  a,/3',  a'',....  que  serorit  placés  les  contacts  de*  cès( 
profils  avec  lesflatics  a^,  «y  ,*A''^'',....  Dailleul'S,  la  roué  OVaùrhit  pas  besoin  ' 
die  creux,  à  parier  rigour'ertsertienfi^,  puisqiie  lés*  fades  ^6  ,  a'l/\.v.  se  ti^ouveint 
tangentes  à  la  circonférence  otf  ;  mai^,  comme  il  faut  éviter  les  frottements,  bd 
entaillera  la-rèue  suivant  lé  cohtbur  A^Â'B^,  jiisqù^à  une proforideurd'un ceh- 
liaièlre  environ*  Ici  les  dents  ne  seront  en  prîie  qu^a(5HèB  là  lîgbè!  dés' céiiti'éà . 

8SS.  On{ieut  au«siiahfiier  la  crémaillère  de  dents  saillantes  AitS^>âVjb^...<)iu  Fio.  19. 
oonduirobt  de»  flancs  AP  ,  A'P',  taillé^dà^s  l^htériéur  de  là  robe  sm'Vàht  s'ès' 
rayions;  et  puisque  c'est  le  cei'éle  V  décrit  sur  ÀO  comme  diamètre  qu? ,  eh 
roulant  sur  la  circonfël^éncé  cS  _,  {^réduirait  Tépicycloïde  rectiligne  AF  ,*^c''éit~ 
ao»i  ce  ittéftie  cerde  y  qû^il  Mk^  droite  a'd"  pour  obtenir 

TeiiTeloppe €ijsr(n' 827)  :  cettedet^iè'ré'éourbe  sera  donc  anê' ci/cTùidè  ôMl- 
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naire  qui  se  construira  comme  au  a*  478.  Pour  fixer  retendue  précise  du  flanc 
A  F  qui  sera  touché  par  l'arc  az,  on  opérera  comme  dans  l'ëpure  14  dont  celle- 
ci  n'est  qu'un  cas  particulier  ,  en  transportant  le  point  je;  en  M  sur  la  circonfé- 
rence V ,  au  moyen  d'une  parallèle  à  «'S'  (n"  840)  ;  puis  ,  on  décrira  du 
centre  0  l'arc  de  cercle  MEF.  Enfin ,  on  prolongera  le  flanc  ÂF  jusqu'à  la  cir- 
conférence GH'G' décrite  ayec  un  rayon  OG  déterminé  parla  parallèle  MGj?  ; 
car  celte  limite  rigoureuse  deviendra  suffisante  dans  la  pratique,  attendu  qu'il 
faudra  échanfriner  les  dents  de  la  crémaillère,  pour  éviter  les  arcs^boutemenU 
que  produiraient  les  dents  en  prise  avant  la  ligne  des  centres  (n*"  877). 

8^.  Une  autre  combinaison  qui  serait  encore  admissible  ,  consisterait  à 
supprimer  les  dents  de  la  roue  en  ne  lui  laissant  que  des  flancs^  tandis  que  la 
crémaillère  n'aurait  point  de  flancs  et  porterait  elle  seule  des  dents  cycloidaies; 
mais  il  nous  parait  bien  superflu  de  tracer  ici  une  figure  nouvelle  pour  ce  cas 
particulier. 

Fie.  20.  854.  EifGEENAGB  X  FLÀRGS,  intérieur.  Lorsque  le  plus  petit  cercle  O'x^' 
doit  étrç  placé  dans  l'intérieur  du  grand  OaS ,  la  meilleure  disposition  con- 
siste à  mettre  les  flancs  af^  bsj  af>^...  sur  la  petite  roue  ,  et  à  faire  porter 
les  dents  AZB,  A'Z'B\.«..  par  la  plus  grande.  Le  profil  AZ  est  alors  une  ëpi- 
cycloïde  intérieure  (n"*  474)  décrite  par  le  cercle  V  qui  roule  en  dedans  de 
la  circonférence  aê  ;  et  l'étendue  précise  du  flanc  af  s'obtiendra  encore  en  dé- 
crivant du  centre  0  l'arc  Z^it,  puis  du  centre  0'  l'arc  m/*.  Quant  à  la  profondeur 
de  l'entaille,  elle  devra  s'étendrejusqu'àlacirconférenceyA^'doot  le  rayon  sera 
déterminé  par  le  cercle  mZ.  La  roue  menante  devra  être  celle  qui  porte  les 
dents,  par  les  UM>tifs  déjà  expliqués  au  n""  850  »  afin  que  la  poussée  ne  s'exerce 
qu'après  la  ligne  des  centres. 

Fie.  21.  855.  Si ,  au  contraire  ,  on  voulait  &ire  poiler  les  dents  par  la  petite  roue 
0V&  I  et  placer  les  flancs  sur  la  grande  roue  ai  dont  le  centre  est  fictiveuient 
représenté  par  O  (car  il  tombe  réellement  hors  des  limites  de  l^fig.  21) , 
11  faudraiti  pour  tracer  le  profil  az^  décrire  un  cercle  YSA  dont  le  rayon  VA 
serait  la  moitié  de  OA  ,  et  faire  rouler  ce  cercle  V  sur  la  circonférence  a'6' 
qu'il  enveloppe  I  ce  qui  fournirait  une  épicycloïde  du  genre  de  celle  que 
nous  avons  considérée  aunM77«  Quant  au  flanc  FAG»  il  devrait  d'aboixl 
s'étendre  de  A  en  G  jusqu'à  la  circonférence  GH'G^  décrite  avec  le  rayon  00' 
4~  O'x ,  afin  de  laisser  un  libre  passage  à  la  dent  azb  ;  et  ensuite  on  devrait 
le  prolonger  vers  le  centre  de  A  en  F ,  pour  recevoir  la  poussée  du  profil  az. 
En  effet  ,  si  d'après  la  règle  générale  du  n""  833 ,  on  veut  trouver  quel  est  le 
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poiot  de  Tenyeloppée  kO  qui  viendra  en  contact  avec  le  point  z  de  l'enveloppe 
az,  il  iaudra  transporter  le  point  j;  en  M  sur  la  circonférence  V,  au  moyen 
d'un  arc  zH  décrit  du  centre  O';  puis ,   ramener  le  point  M  en  F  par  un  arc 

MEF  décrit  du  centre  O.  Ainsi  AF,  A,F,, seront  les  seules  portions  des 

flancs  sur  lesquelles  s'exercera  la  poussée  des  dents;  et  tandis  que  le  contact  x 
s  avancera  de  a^  vers  z^  sur  la  petite  roue,  sur  la  grande  il  marchera  en  sens 
contraire  de  A,  vers  F,;  de  sorte  que  le  chemin  total  parcouru  par  ce  contact 
étant  plus  grand  que  dans  les  autres  cas,  le  frottement  augmentera  consi- 
dérablement« 

Mais  il  y  a  encore  un  autre  inconvénient  plus  grave  ,  résultant  de  J'en«- 
taille  qu'il  faut  pratiquer  dans  la  petite  roue  pour  permettre  au  flanc  AF  de 
tourner  librement*  Car,  pendant  la  révolution  des  deux  cercles  O  et  O'  autour 
de  leurs  centres  immobiles ,  la  courbe  parcourue  par  le  point  F  sur  le  petit 
cercle  mobile  est  la  même  (n'^SOS)  que  celle  quUldéèrirait  sur  le  plan  fixe  de 
ee  cercle,  si  l'on  fusait  rouler  la  circonférence  c£  sur  «  ^;  donc  cette  courbe 
est  une  épicydoide  à  nœud  6X¥(iz  qui  viendrait  raccorder  en  z  le  profil  az , 
comme  nous  Tavons  prouvé  dans  un  cas  semblable  au  n^  841.  Par  censé* 
quent  il  faudra  éviter  la  roue  O  suivant  le  contour  FAff,  lequel  enj^vera  une 
petite  portion  du  profil  az;  d'où  il  résultera  que  la  dent  azb  nffcommettcei*a 
à  être  en  prise  qu'un  peu  après  la  ligne  des  centres.  Mais  ce  qui  est  bien  plus 
grave,  c'est  que  la  base  de  la  dent  se  trouvera  tellement  affiiiblie  par  celte 
entaille,  qu'elle  n'offirira  plus  de  résistance  suffisante;  et  consëquemment  le 
système  d'engrenage  représenté  dans  la  fig.  21  ,  doit  être  proscrit  dans  la 
pratique. 

8ô6.  L'engrenage  intérieur  ne  peut  pas  être  aioirEOQinB;  c'est-à-dire  qu'il  est 
impossible  de  donner  à  chaque  roue  des  dents  et  des  flancs  à  la  fois.  En  effet, 
si  l'on  superpose  les /^.  ^  et  21  de  manière  à  faire  coincider  les  deux  rayons 
désignés  par  O'a,  on  verra  bien  que  le  profil  AZ  serait  recouvert  par  le 
flanc  AF,  et  qu'il  faudrait  détruire  ce  dernier  pour  pouvoir  exécuter  l'autre  : 
de  même,  dans  la  roue  0\  le  flanc  af  ne  peut  coexister  avec  l'entaille 
aïF. 

857.  Engrenage  a  lanterne.  On  dés^ne  sous  ce  derniernom  une  espèce  Pl.  67, 
de  tambour  composé  de  deux  tourteaux  ou  plateaux  circulaires,  égaux,  parai-   Fig.  22. 
lèles,  et  réunis  par  des  cylindres  droits,  nommés  fuseaux^  dont  les  bases  sont  les 
cercles  t?,  o\  o";  les  centres  de  ces  petits  cercles  sont  situés  tous  sur  une  circon- 
férence aL&  qui  forme  lé  cercle  primitif  àe  celte  espèce  de  roue,  et  la  /Ty.  22 
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représente  une  coupe  faite  entre  (es  deux  plateaux  par  un  plan  qui  leur  est 
parallèle;  c'est  pourquoi  les  cercles  e^c^  &'^•...  sont  GOu¥erts  de  hachures. 
Celle  lanterne  est  mise  en  mouyemént  par  une  roue  O  dont  le  cereh  primitif 
est  af;  les  dents  de  celle-ci  sont  ordinairement  taillées  à  part  et  énniiite  îm- 
plantées  dans  le  corps  de  la  roue  :  alors  on  les  nomme  des  atttieheng^  lesquels 
s'exécutent  en  bois  très«dur,  tandis  que  les  fuseaux  qui  s'usent  pluatMe  par 
le  frottement^  sont  quelquefois  en  fonte.  Cegenre  d'engrenage  né  s'MoploieqiAe 
pour  de  fortes  machines  où  Ton  n'a  pas  besoin  d'une  grande  précisién  dans 
les  mouvements;  car  il  n  o£Fre  pas  autant  de  douceur  et  de  régularité  que  l'en- 
grenage à  flancs. 

Après  avoir  choisi  (n«  S36)  deux  nombres  entiers  n^  n%  qui  soient  entre 
eux  comme  les  rayons  des  circonférences  e£,  afs^^  on  divisera  la  première  en 
n  parties  égales  AÂ'^  A'Â'',....,  lasecondeenn'parties^galesa€i',ad^i....;d'oà 
il  résultera  aussi  A  A'  «s  atf  :  on  marquera  les  bases  des  dents  AB,  A'BV-  •  •  ^ales 
au  plus  à  la  moitié  d'une  division  A  A';  puis,  en  prenant  un  arc  ae  plus  petit 
que  le  quart  de  la  division  aa'^  on  emploiera  la  corde  dé  cet  ai^e  pour  âé^ 

erîre  tous  les  cercles  <>,  (?^  (^'^, qui  seront  les  baseit  des  fuseaux*  Celafeit, 

comme  le  profil  AZ  doit  être  l'enveloppe  (n«  808)  de  Pespace  qui  serait 
parcouru  par  le  cercle  o  dans  l'hypothèse  où  la-  circonférence  o^S^  roulerait 
sur  aS  immobile,  on  observera  d'abord  que  le  point  e  décrirait  alors  une  épi* 
cycloide  cl  facile  à  construire  {tk^  471);  si  donc^de  divers  points  deeelte 
épicycloide  et  avec  un  rayon  constamment  ^1  à  la  (ïorde  ùa^  on  décrit  plu- 
sieurs arcs  de  cercle,  il  suffira  de  ti*acer  une  courbe  AZX  qui  leur  soit  tan* 
gente^  pour  obtenir  le  profil  demandé  par  un  moyen  plus  expéditif  que  la 
construction  par  points  indicpiée  au  n*  8^. 

858.  Cette  branche  AZill  de  t'enveioppe  du  petit  cerete  e  ,  se  prolongerait 
dans  l'intérieur  de  la  cireonfiirence  aw  jusqu'à-  un  point  de  rebroussement  in- 
diqué par  t  dans  la  fig,  10  de  la  PL  65;  et  comine  à  l'époque  où  Tenv^-' 
loppée  toucherait  TenTeioppe  en  ce  point  e\  latfe  e^  du  fiiseau  aui.*ait  déjà 
dépassé  la  ligne  des  centres  OCV y  rien  ne  s'opposerait  k  ce  que  l'on  gardât  ce 
prolongement  de  AZX  :  mais,  pour  plus  de  facilité  dans  la  pratiqué*  on  ter^ 
mine  ce  profil  au  point  ^qui  répond  à  A  sur  la  fig.  2ii,  et  pour  lequel  le  con- 
tact arrive  quand  ce  point  A  est  parvenu  sur  la  droite  00'  (n*  835). 
Ainsi,  dans  l'engrenage  à  lanterne,  les  dents,  ne  seront  jamais- en  prise  avant 
la  ligne  des  centres. 

859.  Quant  à  l'ealaille  nécessaire  pour  que  les  fuseaux  se  meuvent  libre^ 
menti  on  pourrait  lui  donner  pour  contour  le  demi^cercle  déoriisurla  corde 


CHAPITRE  lY.— DES  ENGRENAGES  CYLINDRIQUES.  407 

de  Tare  AB'  cpoiq^e  diamètre  ;  mais  on  9e  ooQteate  ardioairement  de  tracer 
la  poi'tîoii  derayoa  AG  un  peu  plus  grande  que  la  corde  oc,  et  de  décrire  du 
pdÎQt  O  Tare  de  cerofe  GH'  terminé  aussi  au  rayon  B'H^  Il  est  Yrai  que  la 
dir*oite  AG  n'fst  pas  rigoureusement  tangente  au  profil  AZ,  puisque  la  normale 
coromijipe  à  cette  courbe  et  à  Tépieycloïde  0/,  serait  la  corde  ac  (p?  823)  ;  mais 
l'aréle  taillante  qui  en  résultera  en  A  sera  très-obtuse ,  et  d'ailleurs  on  pourra 
radoucir,  sauf  i  ce  que  la  dent  pe  commence  à  se  trouYcr  en  prise  qu'un  peu 
plus  tard. 

860.  Il  est  bon  d'echanfriner  les  dents,  mais  sans  cesser  de  remplir  la  con* 
dition  du  o?  844,  i^n  que  le  mouYcment  se  continue  sans  A^oup$.  Pour  cela , 
on  tirera  la  droite  Ae'  qui  étant  normale  (n""  823)  à  l'enYeloppee  à'a'b'  et  à 
lenYeloppe  \'Z\  déterminera  leur  point  de  contact  (9  :  et  alors  il  sufiSra  de 
prendre  un  rayon  un  peu  plus  grand  que  Oob  pour  décrire  la  cireonférenos-  à 
laquelle  commencera  rëchanfrinement.  Sî  cette  normale  ko  fournissait  un  point 
X  qui  fut  aju-dessus  de  la  section  Z^  des  deux  profib  symétriques^  les  fuseaux  se- 
raient ^rop  écartés  pour  remplir  la  condition  du  n^  844;  et  dans  ce  cas,  il  fau- 
drait augmenter  le^r  qombi*e  n  en  faisant  aussi  Yarier  le  nombre  n  des  dents 
de  la  roue ,  de  manière  que  le  rapport  des  nombres  n  et  n  restât  toujours  le 
même  que  celui  des  rayons  &  et  R'  des  cercles  primitifs  odS  etaf\ 

861.  Çréhai&Urb  a  fuseaux.  Lorsque  le  rayon  ft'  deYient  infini ,  le  cercle  Fig.  23. 
primitif  «  C^  se  réduit  à  une  droite ,  et  la  lanterne  dcYient  une  crémaillère  XY. 

Dans  ce  cas ,  la  courba  çl  décrite  par  la  droite  a'S'  roulant  sur  oS,  étant  une 
développante  de  cercle,  la  courbe  équidîstante  AZ  sera  aussi  une  déYcloppante 
de  dtS,  engendrée  par  le  point  a;  de  sorte  qu'on  peut  tracer  immédiatement  cette 
dernière,  sans  recourir  à  cL  L'entaille  AGH'B" s'exécutera  oonmie  ci-dessus  ; 
et  ici  la  normale  kc'  coïncidant  toujours  avec  «'£%  les  points  de  contact  wde  tous 
les  profils  des  dents,  se  trouYeront  constamment  sur  la  ligne  a!&  ;  donc,  pour 
échanfriner  les  dents ,  il  sufiira  de  tracer  une  circonférence  avec  un  rayon  un 
peu  plus  grand  que  Oa. 

862.  CaâiAi(.LiâB  avec  um  lautbrnb.  Si,  dans  l^fiy.  22,  on  supposaitau  con-  Fig.  22. 
traire  le  rayon  R  infini ,  la  roue  O  deYiendrail  une  crémaillère  armée  de  dents 

qui  conduiraient  lalanterne  0^  Dans  ce  cas,  la  courbe  0/  serait  une  ojfcloide  or* 
dinaire  décrite  par  le  point  c  du  cercle  cl6'  qui  roulerait  sur  la  ligne  aS  dcYcnue 
droite;  et  le  profil  AZ  dcYant  être  une  courbe  équidistante  de  cette  cycloïde , 
on  le  construirait  par  des  arcs  de  cercle,  comme  au  n^  857. 
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Pl.  G8  ^^^'  Engrenage  a  diêtelop?ahte.  Après  avoir  déterminé  ,  comme  au 
FiG.  24-  n*"  836 ,  les  divisions  égales  AA%  aâ ^  ainsi  que  les^basesdes  dents  AB,  aj^^sur 
les  cercles  primitifs  c&.  ol&  ^  dont  les  rayons  sont  représentés  par  R ,  R%  on  tra- 
cera par  le  point  A  une  droite  TAT^  faisant  un  angle  arbitraire  avec  la  ligne 
OAO';  et  des  centres  0, 0',  on  décrira  deux  nouveaux  cercles  CD ,  CD',  tangents 
à  cette  droite  TAT'  :  les  rayons  de  ces  cercles  atiœilimreêse  trouveront  évidem- 
ment proportionnels  à  R  et  R'.  Cela  posé,  en  faisant  rouler  la  droite  TAT' sur 
la  circonférence  CD,  le  point  A  décrira  une  courbe  FAZ  développante  de  ce 
cercle;  et  la  même  droite  roulant  ensuite  sur  CD',  le  point  a  décrira  aussi  une 
développante  faz  de  cette  dernière  circonférence.  Or  on  a  vu  (n*  829)  que  ces 
deux  courbes  FAZ  et  faz  étaient  respectivement  enveloppe  et  enveloppée  ; 
donc  (n""  808)  ce  sont  là  les  proBls  conjugués  qu'il  faut  adopter  pour  les 
dents,  afin  qu'il  passe  par  la  ligne  des  centres ,  dans  le  même  temps  ,  des  arcs 
égaux  AA'  et  aa'  mesurés  sur  les  cercles  primitifs. 

864.  Pouréchanfriner  les  dents,  en  satisfaisant  à  la  condition  du  n*  844  , 
on  observera  qu'ici  le  point  a  où  la  droite  AT'  rencontre  la  développante  aV, 
est  précisément  le  pied  de  la  normale  abaissée  du  point  A  sur  cette  courbe  ; 
donc  il  faudra  prendre  le  rayon  du  cercle  d  echanfrinement  au  moins  égal  à 
O^.  De  même,  pour  les  dents  de  la  roue  0^  le  rayon  analogue  devra  égalerou 
surpasser  un  peu  la  distance CKor'.  Quanta  Tentaille  nécessaire  pour  donner 
passage  auxdents,  après  avoir  continué  la  développante  ZAF  jusqu'à  son  origine 
F  sur  le  cercle  auxiliaire^  on  prolongera  celte  courbe  (s'il  le  faut)  suivant  un 
rayon  FGO,  jusqu'à  une  profondeur  telle  que  OG  soit  un  peu  moindre  que  la 
différence  entre  O'O  et  O'z  ;  semblablement ,  pour  le  creux  de  la  roue  O' ,  le 
rayon  O'^  du  fond  de  l'entaille  devra  être  un  peu  moindre  que  la  diflSérence 
entre  00'  et  OZ.  On  doit  observer  qu'ici  les  dents  seront  en  prise  tant  avant 
qu'après  la  ligne  des  centres  ;  à  moins  qu'on  ne  réduisit  les  dents  de  la  roue  me- 
née O'  à  ne  pas  dépasser  le  cercle  primitif,  suivant  la  forme  gabh  :  mais  alors 
l'engrenage  ne  serait  plus  réciproque. 

865.  Quoique  nous  ayons  laissé  arbitraire  l'angle  TAO  =  (f  formé  par  la  tan- 
gente aux  cercles  auxiliaires  avec  la  ligne  des  centres ,  il  est  convenable  que 
cet  angle  soit  au  moins  égal  aux  trois  quarts  d'un  angle  droit,  afin  que  les 
entailles  à  pratiquer  dans  les  deux  roues  n'aient  pas  trop  de  profondeur.  En  ou- 
tre, nous  ferons  observer  que  ce  système  d'engrenage  est  souvent  préféré  par 
les  constructeurs  modernes ,  à  cause  des  deux  avantages  suivants  : 

La  largeur  des  dents  va  toujours  en  augmentant  jusqu'à  Textrémité  infé- 
rieure EF ,  ce  qui  les  rend  susceptibles  d'une  plus  grande  résistance  ;  tandis 
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qiie^  dan»  la  /Sgr*  14,  les  flancs  convergent  vers  le  eenire,  et  la  base  des  dents  se 
trouTe  quelquefois  bien  affaiblie» 

2^  Quand  un  engrenage  a  déTelofipantê  est  exécuté ,  on  peul  diminuer  ou 
augttieDtép  d'tine  petite  qoamtité  la  distance  00'  primitivement  adoptée  pour 
récartement  des  axes,  sans  que  le  système  cesse  de  fonclionner  aussi  réguliè* 
remeitl^  et  cela  est  prédeûx  dâins  la  pratique  où  il  est  souvent  très-difficile  de 
placer  ks  axéa  rfgourebsëment  à  là  même  distance  qu'on  a  supposée  dans  Te- 
pure.  Poui^  justifier  cette  latîtndci  imaginons  que,  dans  la  fiff.  24,  on  ait  abaissé 
le  ceuf re  0  areè  les  eereles  aS  et  CD,  et  qu'ils  aient  pris  les  positions  O^,  a^S^ 
C^Dj  (lé  lecteur  les  tracera  aisément);  alors,  si  l'on  mène  une  tangente  com- 
mune eut  deux  dirconférences  G^D^,  C'D"^,  cette  droite  coupera  la  ligne  des 
centres  en  un  point  A^  qui  divisera  la  distance  O^O^  en  deux  parties  dont  le 
rapport  sera  encore  le  même  que  celui  des  rayons  des  circonfeVences  C.D^  et 
OnV.  D'ailleurs  celte  nouvelle  laiigénte,  eii  roulant  tour  à  tour  sur  ces  deux  cir- 
ccnférenoes»  décrira  par  lepOiâlÂ.  les  mêmes  développantes  ÂZ  et  aj;  qui 
fondaient  déjà  les  ptt>fil8  des  dents  de  l'engrenage  primitif;  seulement  ces 
dévelôpi^ntés  se  toudbëront  par  d'autres  points  correspondants  que  dans  la 
premièl^  poailtdÉI  dé  Tengi^enagé.  Donc  le  nouveau  système  fonctionnera 
conamé  t'aùetén,  et  en  produisant  des  vitesses  angulaires  qui  auront  le  même 
rapport  que  dans  le  premier  cas. 

866*  CateAmiKE  à  déMêf  obh't/ues.  iLorsque,  dans  la  figure  précédente,  on  Fie.  25 
supposé  que  le  cerclé  pHttiilifd'ff' acquiert  un  rayon  infini,  ce  cercle  se  chanjje 
en  une  droite  et  la  roué  O'  en  Une  crémaillère  XYà  dents  obliques,  dont  les 
profils  gaz^  jfc^js'^,...  sont  dés  droites  perpendiculaires  à  TT';  car  le  cercle 
auxiliaire  CD'  ayant  pour  rayon  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  0'  sur 
TT'.  vient  se  confondre  avec  cette  dernière  droite;  et  comme  le  point  de  con- 
tact s'e'loi^fe  éô  même  temps  à  l'infini,  ^i  Ton  Veut  faire  rouler  la  droite  TT' 
sur  ceUè  circonférence  dégénérée  en  ligne  droite,  chaque  point  a  décrira  une 
perpendicalaire  ^nt  à  la  ligne  ÏT .  Les  contacts  des  dents  conjugue'es  seront  en- 
core ici'  plàoés  tous  sur  là  droite  TF,  en  a^  tt^  œ\  mais  la  poussée  s  exerçant 
suivteintilnettot4^âte  htjaz^  c'eist-^à-direàuifânt  TT'quî  est  oblique  à  la  direction 
XY  du  meiutemeiltv^uô  doit  prèfidré  la  Cî^éttiàillère,  il  en  résultera  un  frotte- 
meut  ^oti^tdél^fiblè  dâiisi  les  coulisses  qui  maintiennent  cette  pièce;  c'est  pour- 
quoi le  sy^tdnié  dé  le  fig.  25  est  moins  avahtagenxque  celui  de  la  crémailîère 
droite  (j%v  18).  Au  s(Jr|)lus,  cette  dernière  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la 
/?</•  25  :  celui  oâ  la  drofte  arbitraire  TAT'èerait  menée  à  angle  droit  sur  AO. 

52 
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FiG.  26.  867.  L'engrenage  à  développante  peut  être  iiitéuisue;  c'est  lorsque  les  deux 
cercles  primitifs  «S,  a'S'  sont  embrassés  l'un  par  lautre.  Alors,  après  avoir 
mené  sous  un  ang[le  arbitraire  la  droite  T AT',  et  avoir  tracé  les  deux  cercles  in- 
térieurs CD,  CD",  tangents  à  celte  droite  el  concentriques  avec  0  et  0',  il 
faudra  encore  foire  rouler  la  droite  TAT'  successivement  sur  les  circonfé- 
rences CD,  CD",  pour  engendrer  les  profils  GAZ  et  gaz  qui  seront  toujours 
des  développantes  de  cercle.  Mais  ici  les  deux  points  de  contact  de  cette  tan- 
gente commune  TAT^  étant  d'un  même  côté  par  rapport  au  point  A,  les  dé- 
veloppantes tourneront  leur  concavité  dans  le  même  sens;  et  il  en  résultera  un 
frottement  beaucoup  plus  considérable  ,  par  suite  des  petites  imperfections 
inévitables  dans  l'exécution  des  profils  matériels.  Aussi  le  système  actuel,  et  en 
général  tous  les  engrenages  intérieurs,  sont  rarement  employés  dans  la  pratique. 
Nous  ajouterons  seulement  qu'après  avoir  prolongé  la  développante  jsa/jus- 
qu'à  son  origine  /*sur  le  cercle  C'D'^  on  devra  limiter  l'autre  développante  ZA 
au  point  oorregpondant  G-^  pour  trouver  celui-ci,  il  faudra (n"*  834) ramener  le 
point /en  p  sur  la  tangente  TAT',  au  moyen  d'un  arc  décrit  du  point  O, 
puis  transporter  le  point  f  en  G  par  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  O.  En- 
fin, on  prolongera  le  profil j2^/*suivant  un  rajonfgO\  d'une  quantité  suffisante 
pour  que  l'entaille  permette  à  la  dent  de  la  roueO  de  se  mouvoir  librement. 

Pl.  68  ^^^'  CAMES  ET  PILONS.  Soit  ABZ  l'axe  d'une  tige  verticale  qui  doit  alterna- 
FiG.  27.  tivement  monter  de  la  quantité  AB  et  redescendre  ensuite  librement^  abandon- 
née à  son  propre  poids.  Pour  produire  ce  mouvement  rectiligne,  analogue  à 
celui  de  la  crémaillère  du  n""  851 ,  on  emploie  une  roue  dont  l'axe  horizontal 
est  projeté  en  0,  et  dont  le  cercle  primitif  of  est  tangent  à  la  verticale  AZ;  el 
Ton  arme  cette  roue  de  cames  ou  dents  AX,  A,X,,  A,X,^  assez  éloignées  les 
unes  des  autres  pour  laisser  au  pilon  le  temps  de  retomber  deB  en  A  avant 
d'être  saisi  par  la  dent  suivante.  Le  profil  antérieur  de  ces  cames  doit  être  une 
développante  AXY  du  cercle  aS;  car  cette  courbe  aura  la  propriété  (n^  851) 
de  toucher  constamment  le  mentofift^l  horizontal  M  du  pilon,  dansun  point  qui 
demeurera  sur  la  droite  AZ  toujours  normale  à  la  développante  AXY,  quelque 
position  que  prenne  cette  courbe  pendant  la  rotation  autour  du  point  O.  L*é- 
tendue  précise  AX  qu'il  faudra  donner  à  ce  profil  pour  qu'il  conduise  le  men- 
tonnet  depuis  A  jusqu'en  B,  s'obtiendra  (n*834)  en  décrivant  avec  le  rayon  OB 
un  arc  de  cercle  qui  viendra  couper  la  développante  A  Y  au  point  demandé  X. 
On  pourrait  terminer  la  came  par  le  rayon  AO;  mais  pour  éviter  de  feux  con- 
tacts, hors  de  la  verticale  AZ,  ce  qui  ferait  déverser  la  tige  et  produirait  des 
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froltements  nuisibles^  od  eachancrit  la  came  suivant  une  petite  cqurbe  AD  ar- 
bitraire, laquelle  doit  raccorder  le  rayon  AO  déjà  tangent  à  AX. 

869*  Quant  au  mentonnet  sur  lequel  la  came  exerce  sa  poussée  dans  la 
direction  verticale  AZ ,  c'est  une  pièce  horizontale  et  rectangulaire  qui,  dans 
les  anciennes  machines  ^  se  fixait  en  avant  de  la  tige  du  pilon ,  comme  on  le 
Yoilfig.  28;  et  la  saillie  EB  devait  égaler  la  différence  entre  les  rayons  OAet 
OX  delà  fig*^  :  mais  comme  alors  la  poussée  de  la  came  passait  fort  loin 
du  centre  de  gravité  du  pilon  ,  il  en  résultait  im  couple  de  forces  qui  tendait 
à  déverser  la  tige  et  produisait  un  frottement  considérable  sur  les  Jumelles  G 
en  g  entre  lesquelles  se  meut  cette  pièce.  Pour  éviter  cet  inconvénient  grave , 
surtout  quand  le  point  du  pilon  est  considérable ,  on  emploie  ordinairement 
la  disposition  proposée  par  Montgolfier ,  et  qui  est  représentée  dans  la  fig.  29. 
Ici  la  tige  ou  le  manche  du  pilon  est  formée  de  deux  parties  TM  et  T^N,  réunies 
par  des  jumelles  latérales  J  et  j\  de  sorte  que  Tintervalle  de  M  à  N  offre  un 
vide  dans  lequel  la  dent  AX  de  la  came  peut  pénétrer ,  et  en  agissant  sur  la 
face  horizontale  M  qui  fait  Toffice  de  mentonnet ,  cette  came  soulève  bien  le 
manche  dans  la  direction  de  son  axe  ABZ ,  pour  l'amener  de  A  en  B.  Arrive 
dans  cette  dernière  situation  ^  le  pilon  ne  retombe  pas  encore,  parce  qu'il 
reste  à  la  came  à  parcourir  la  demi-e'paisseur  du  mentonnet  ;  mais  ce  petit 
temps  perdu  deviendra  presque  insensible,  en  échanfrinant  la  denta^r  suivant 
la  courbe  indiquée  par  des  points  ronds  ,  ce  qu'il  faut  toujours  faire  pour  ne 
pas  laisser  subsister  des  parties  aiguës  ou  des  arêtes  vives  qui  entameraient  les 
surfaces  et  pourraient  produire  des  arcs-boutements. 

870.  Une  autre  combinaison,  indiquée  fig.  30 ,  est  employée  dans  les  mines 
où  les  pilons  doivent  avoir  un  poids  considérable.  La  tige  T,  est  d'une  seule 
pièce,  maison  la  garnit  de  deux  mentonnets  latéraux  m',m\  sur  lesquelsagis. 
sent  les  deux  branches  x\œ"  {fig.  31)  de  lajcame  a^rquialors  est  fourchue.  Nous 
supposons  ici  que  les  trois  cames  projetées  verticalement  sur  ax.^  a^œ^ ,  a^œ^  , 
sont  fourchues  et  servent  à  faire  mouvoir  le  manche  T,,  tandis  que  les  cames  à 
dent  unique  AX,  A,X,,  A.X.agissentsur  le  manche  TMT,  ;  car  on  adapte  ainsi 
sur  le  même  arbre  autant  de  rangs  de  cames  qu'il  y  a  de  pilons  à  faire  mou- 
voir,  avec  le  soin  de  faire  correspondre  les  cames  de  diverses  séries  à  des 
rayons  différents  OX  et  0^,  afin  que  les  tourillons  ne  supportent  pasenméme 
temps  le  poids  de  tous  les  pilons.  Les  trois  dents  de  chaque  série  sont  en 
fonte ,  et  coulées  d'un  seul  jet  avec  l'anneau  qui  re'unit  leurs  bases  ;  et  cet  an- 
neau ,  polygonal  à  Tintérieur ,  s'adapte  sur  l'arbre  de  la  roue  qui  est  en  bois  et 
offre  le  même  nombre  de  pans. 
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871.  Pour  mwnteoir  les  tiges  des  piloDs  toujours  dans  la  même 
verticale  ,  tout  en  leur  laissant  la  liberté  de  monter  et  de  descendre  ,  oa  les 
enferme  entre  deux  pièces  horizontales  et  parallèles  (G,  G'),  (^,  G")  nonuiiées 
jumelles;  et  celles-ci  sont  reliées  entre  eUes,par  des  e»/r«-fai#s«  qui  empêchent 
aussi  la  tige  de  s'écarter  à  droite  ou  à  gauche  dans  la  direction  de  l'axe  O'O''. 
Un  second  rang  de  jumelles  (G, ,  G"),  (^,,G"),  est  placé  dans  la  partie 
infeVieiu*e,  mais  à  une  hauteur  telle  qu'il  ne  gène  pas  la  course  dq  piloB.  Les 
signes  en  forme  d'X  que  l'on  yoit  sur  Tépure  indiquent ,  en  charpente  ,  des 
bouts  de  pièces  ou  des  sections  faites  perpendiculairemeat  aux  fibres  du 
bois. 

Pl.  64,  872.  Des  EXCENTRIQUES.  Dans  quelques  machines  ,  on  emploie  une  sorte 
FiG.  8.  de  roue  dont  le  contour  extérieur  n'a  pas  pour  centre  de  figure  le  centre  du 
mouvement  de  rotation ,  et  qui  a  pour  but  de  faire  alternativement  monter 
et  descendre  une  tige  verticale  AZ ,  mais  graduellement ,  et  non  pas  brus- 
quement comme  dans  le  cas  des  pilons  dont  nous  venons  de  parler.  Ce  con- 
tour forme  donc  une  courbe  excentrique  qui  peut  offrir  plusieurs  variétés  ; 
mais  il  suffira  d'en  citer  un  exemple ,  celui  que  Ton  désigne  sous  le  nom  de 
courbe  en  cœur.  Soit  AA^  la  hauteur  dont  la  tige  doit  monter  :  après  avoir 
partagé  cet  intervalle  en  parties  égales  ,  4  par  exemple  ,  on  en  fera  autant 
pour  la  demi-'circonférence  décrite  avec  le  rayon  OA^;puis,  sur  les  di^vers 
rayons  01 ,  02,  03,  on  prendra  les  distances 

OB  =  OA,,     OC  =  OA„    OD=OA„     0E  =  0A,, 

et  la  courbe  ABCDË  ,  jointe  à  la  branche  symétrique  AB'QD^ ,  composera 
l'excentrique  demandée.  En  effet,  la  tige  AZ  étant  retenue  dans  la  même  di- 
rection verticale  par  les  guides  m  et  n,  lorsqu^on  fera  tourner  la  roue  au- 
tour de  son  axe  0,  et  que  le  rayon  vecteur  OB  aura  pris  la  position  OA, , 
la  poussée  oblique  qu'elld  exerce  sur  la  tige  aura  fait  monter  celle-ci  et  aura 
transporté  son  pied  A  en  A, .  puisque  ce  dernier  point  coïncidera  avec  B. 
De  même,  quand  le  rayon  OC  sera  devenu  vertical ,  le  pied  A. se  trou- 
vera transporté  en  A, ,  et  ainsi  de  suite  jusqu^à  ce  que  OE  coïncide  avec 
OA^  ;  puis,  le  mouvement  de  rotation  continuant  dans  le  même  sens  ^  la 
branche  ED'C'B'A  laissera  redescendre  la  tige  graduellement  depuis  A^  jus- 
qu'en A. 

875.  Ce  système  ne  s'emploie  que  dans  les  cas  où  il  ne  feut  pas  exercer  un 
grand  effort  sur  la  tige  ;  et  alors  même  on  doit  chercher  à  diminuer  les  frot- 
tements dus  à  la  poussée  oblique.  Pour  cela  on  garnit  le  pied  de  la  tige  d'un 
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gaht  mobile  autour  de  Taxe  horizontal  À  ,  et  l'on  adopte  pour  contour  de  la 
roue  mie  coxirhéabededStiaifai  soît  equidiataiïte  de  l'excentrique  primitiye  ; 
cette  nouvelle  courbé  se  trace  en  la  rendant  tangente  à  des  arcs  de  cercle 
décrits  de  divers  points  de  ÂBCD....  avec  un  rayon  constamment  égal  à  celui  du 
galet.  Par^là  le  mouvement  rêctilîgne  de  la  tige  demeure  le  même  que  dans 
le  premier  cas,  et  au  Ueu  d  un  frottement  de  glissement^  on  n'a  plus  qu'un 
frottement  de  ronlement,  lequel  est  beaucoup  moindre. 

874.  Quand  on  veut  éviter  le  changement  un  peu  brusque  de  vitesse  qui 
a  lieu  aux  points  extrén^es  A  et  A^,  on  divise  l'intervalle  AA^  en  parties  iné- 
gales, au  moyen  d'une  demi-circonférence  décrite  sur  cette  distance  comme 
dkimètre,  et  que  Ton  partage  en  arcs  égaux;  les  ordonnées  de  ce  demi-cercle 

fournissent  les  points  A,,  A,,  A,, ,  et  la  courbe  ÂBCDE  construite  comme 

ci-^lessus,  ne  présente  plus  de  points  saillants.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
de  tracer  {excentrique  dans  cette  nouvelle  hypothèse. 

875.  REMARQUES.  Nous  avons  fait  observer  diverses  fois  que  pour  tel 
système  d'engrenage,  la  poussée  des  dents  ne  s'exerçait  qa^après  la  ligne  des  cen- 
tres ^  dans  le  sens  du  mouvement;  tandis  que  pour  tel  autre  système,  il  y  avait 
des  dents  en  prise  avant  la  ligne  des  centres.  Cette  distinction  est  importante  à 
iaire^  à  cause  des  inconvénients  graves  que  présente  souvent  le  dernier  de  ces 
deux  cas. 

D'abord,  on  doit  se  rappeler  que  dans  tous  les  engrenages  examinés  ci-des- 
sus Jes  profils  des  dents  ne  roulent  pas  simplement  l'un  sur  l'autre,  mais  qu'il 
y  a  aussi  un  glissement  (n^^  817^))  lequel  est  parfois  assez  considérable,  comme 
on  l'a  vu  aux  n^**  853  et  834.  De  là  résulte  un  frottement  qui  est  proportionnel  à 
la  pression  exercée  par  les  dents  l'une  sur  l'autre,  et  qui  absorbe  une  partie  de  la 
force  motrice  :  or  cette  perte  de  force  est  plus  considérable  pour  deux  dents 
qui  sont  en  prise  avantia  ligne  des  centres,  que  pour  deux  dents  analogues  qui 
ne  seraient  en  contact  qu'après  la  même  ligne.  Cette  proposition,  que  l'expér 
rience  confirme,  s'établit  par  des  principes  de  mécanique  et  par  des  calculs  dont 
l'exposition  nous  éloignerait  trop  du  but  graphique  de  cet  ouvrage;  c'est  pour- 
quoi nous  nous  contenterons  de  la  justifier  par  les  considérations  suivantes. 

S76.  Admettons  que,' dans  la  fig.  5^2  ,  O'soit  la  roue  menante  et  qu'elle  p^  gg 
tourne  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  ^".  II  peut  arriver,  soit  par  suite  du  Fig.  32. 
trop  petit  nombre  des  dents,  soit  par  suite  de  quelque  irrégularité  dans  leur 
exécution,  qu'à  une  certaine  époque  la  poussée  des  deux  roues  ne  s'exerce  plus 
que  par  un  seul  point  m  qui  corresponde  au  dernier  élément  du  profil  aV  : 
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alors  ia  pointe  ^'^  ou  plutôt  l'arête  vive  qui  est  projetée  sur  ce  poiot,  sera  com- 
parable au  tranchant  d'un  ciseau  dont  les  faces  seraient  syme'triques  par  rap- 
pçrt  au  plan  diamétral  0V\  Or,  tant  que  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens  ^^ 
le  contact  marche  de  m  vers  A'';  et  Tangle  O V A'"  étant  aigu,  le  ciseau  ne  fait 
que  frotter  sur  la  surface  Gf'hTz!'  et  la  polir  sans  lentamer.  Mais,  si  nous  chan- 
geons les  rôles,  et  que  O  devenant  la  roUe  menante,  elle  tourne  danslesensde 
la  flèche  9 ,  alors  le  tranchant  du  ciseau  marchera  de  tn  vers  C,  du  côté  de 
l'angle  obtus  OVC  :  conséquemment  il  tendra  à  pénétrer  dans  ia  surface 
A"G'',  il  Fentamera  légèrement  et  apportera  beaucoup  plus  de  résistance  au 
mouvement  de  rotation  de  l'engrenage  ;  quelquefois  même,  sous  leffort  d'une 
grande  pression,  laréte  z"  pénétrera  assez  avant  dans  la  surface  A'^"  pour  ne 
plus  pouvoir  se  dégager,  et  il  y  aura  un  arc-ibou/emen^  qui  arrêtera  subitement 
la  machine  ou  qui  fera  rompre  l'une  des  dents  ainsi  engagées.  C'est  pour  cela 
qu'il  faut  toujours  échanfriner  les  dents,  et  avoir  soin  d'adoucir  encore  les 
arêtes  qui  résulteraient  de  cette  troncature. 

877.  Mais,  lors  même  que  ces  précautions  ont  été  prises ,  il  reste  toujours 
des  aspérités  inévitables  sur  le  bois  ou  la  fonte  qui  ont  servi  à  former  lesdents; 
et  ces  aspérités  produisent,  quoique  d'une  manière  moins  prononcée,  des 
effets  analogues  à  ceux  que  nous  avons  décrits  au  n"*  précédent.  D'où  l'on  doit 
conclure,  conformément  à  l'expérience,  que  le  frottement  et  la  perte  de  force 
motrice  sont  toujours  plus  considérables  pour  deux  dents  qui  se  poussentavant 
la  ligne  des  centres,  que  pour  celles  qui  sont  en  contact  après  cette  ligne.  En 
outre,  dans  le  premier  de  ces  cas,  il  peut  encore  y  avoir  arc-boutement,  quoi- 
que la  dent  azti'  soit  échanfrinée ,  si  par  quelque  légère  irrégularité ,  il  ar- 
rive que  la  poussée  des  deux  roues  ne  se  fasse  que  par  le  dernier  élément  du 
profil  conservé  a!'z'\  et  que  la  pression  soit  considérable.  Ainsi  nous  pouvons 
poser  ce  principe  général  :  dans  tout  engrenage  û  faut^  autant  que  possible , 
éviter  que  les  dents  commencent  à  entrer  en  prise  avant  la  ligne  des  centres. 

878.  Pour  remplir  cette  condition ,  le  premier  moyen  serait  de  supprimer 
dans  une  des  roues,  0^  par  exemple,  toutes  les  portions  de  dents  qui  seraienten 
dehors  du  cercle  primitif  a  C\  ainsi  que  le  montrentles/îgf.  17, 18,20^22,23,  et 
d'exiger  que  la  roue  0  fût  toujours  la  roue  menante,  soit  à  droite,  soit  à  gauche; 
car  alors  on  voit  bien  que  la  poussée  ne  s'exercerait  jamais  qu'après  la  ligne 
des  centres.  On  pourrait  obtenir  le  même  avantage  dans  l'engrenage  à  déve- 
loppantes de  la  fig,  24,  si  l'on  réduisait  les  profils  des  dents  de  0'  aux  parties 
intérieures  jf/à,  heb^,.,.  Les  engrenages  de  ce  genre,  ou  une  seule  des  roues 
peut  mener,  sont  dits  non  réciproques. 


CHAPITRE  IT.  —  DBS  ENGRENAGES  GTLlNBRIQtJES.  415 

879.  Hais  cette  disposition  offrirait  des  inconvénieDis  dans  les  grandes  ma- 
chines, à  mouvements  rapides,  à  résistances  très-inégales,  où  les  vitesses  sont 
rcfgularisées  par  l'emploi  des  volants.  Car  alors,  en  raison  des  petites  variations 
périodiques  que  su bil  la  vitesse,  età  cause  du  jeu  qui  doit  toujours  exister  entre 
les  dents  (  n«  837  ) ,  chacune  des  deux  roues,  tout  en  continuant  de  marcher 
dans  le  même  sens»  se  trouve  tantôt  m^nan^ô  et  tantôt  tnenée  :  or,  pour  remplir 
ce  double  rôle,  elles  doivent  toutes  deux  être  armées  de  dents  saillantes  en  de- 
hors des  cercles  primitifs,  comme  on  le  voit  dans  \sLfig,  52,  où  l'engrenage  est 
dit  réciproque.  Ainsi,  pour  conserver  cet  avantage  sans  retomber  dans  l'inconvé- 
nient d'avoir  des  contacts,  tant  eif^avant  qu'en  arrière  de  la  ligne  des  centres,  il 
faudra  démaigrir  les  dents  du  cAté  opposé  à  celui  où  lemouvement  doit  avoir  lieu, 
c'est-à-dire  enlever  les  parties  que  nous  avons  couvertes  de  hachures  dans  la 
pg.  32;  mais  le  système  ne  pourra  fonctionner  que  dans  unseul  sens,  celui  qui 
est  indiqué  par  les  flèches  9  et  9  (*). 

880.  Limite  du  nombre  des  dents.  A  la  pousse'e  d'un  couple  de  dents  doit  suc-  Fig  .  3S. 
céder,  sans  interruption  aucune,  la  poussée  d'un  autre  couple,  afin  d'e'viter  les 

chocs  rétrogrades  que  Ton  nomme  des  à^coups  :  il  faut  donc  qu'à  l'instant  où 
les  deux  dents  GAZ  et  gaz  commencent  à  se  toucher  sur  la  ligne  des  centres  en 
A,  les  dents  G'A'Z'et  ga^z  du  couple  précédent  soient  encore  en  prise.Or, 
en  abaissant  la  normale  kx  sur  le  profil  a'g*  (rectiligne  ou  non),  on  sait  que  le 
pied  X  de  celte  normale  doit  être  (  n"  81 0  )  le  point  de  contact  de  l'enveloppée 
afg'  avec  l'enveloppe  A'Z';  si  donc  ce  point  x  se  trou  veau-dessous  du  sommet 
71  de  la  dent  de  la  roue  0,  la  condition  demandée  sera  remplie  ;  sinon^  il  y 
aurait  des  à-coups,  et  pour  les  éviter,  il  faudra  rapprocher  les  dents  en  aug- 
mentant leurs  nombres  n  et  n\  qui  devront  toujours  être  choisis  proportion- 
nels aux  rayons  R  et  R'  des  cercles  primitifs.  Il  suit  de  là  que  le  nombre  n' 
des  dents  de  la  petite  roueadmet  un  minimum,  qui  varie  avec  la  nature  des  pro- 
fils et  avec  le  rapport  des  vitesses  angulaires;  aussi,  en  cherchant  à  déterminer 
par  le  calcul  la  position  du  pied  de  la  normale  A^,  M.  Savary  a  trouvé  les  li- 

R' 
mites  suivantes,  ou  (i  désigne  le  rapport  ^quiesttoujoursmoindreque l'unité. 

Dans  un  engrenage  à  flancs W  =  ou>  10  (1 -j-m); 

Dans  un  engrenage  à  lanterne n'=ou>   7  +  4ju; 

Dans  un  engrenage  à  développantes.     .     .     .  /i'=ou>16-j- 2;u. 


(*)  Ce  procédé,  ainsi  que  les  remarques  prëcëdeutes,  sont  tirées  des  Leçons  que  M.  Savary f 
arait  rédigées  pour  son  cours  de  Machines  à  Tëcole  Polytechnique. 
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Nous  ne  rapportoad  point  icilescskHik  qui  oonduisent  à  ces  résultats,  parce 
qu'ils  peuTTent  être  ayautageusemeol  rèmpiacés,  daas  chaque  exemple,  par  la 
vérrâcation  graphique  citée  plushaut^  laquelle  u'exige  que  le  tracé  proTÎ^oire 
de  deui  dents. 


pfliAPITRE  V. 

De9  engrenayeê  o^kiqùês. 

Pl.  69.  881.  On  appelle  ainsi  le  système  de  deux  roues  dont  les  axes,  au  lieu 
ric.  1.  (l'être  parallèles  ,  vont  se  rencontrer  sous  un  angle  quelcotique.  Soient  Z'O' 
et  ZV  ces  deux  axes,  situés  ici  dans  le  plan  Tertical  de  notre  épure;  on 
commencera  par  tracer  dans  Tangle  O'ZV,  une  droite  Z'A'  telle  que  les 
deux  perpendiculaires  abaissées  d'un  quelconque  de  ses  points  sur  les  deux 
axes,  soient  en  raison  inverse  des  vitesses  angulaires  (  n^  805)  que  l'on  veut 
imprimer  aux  deux  roues,  c  est-à-dire  en  raison  inverse  des  nombres  de  tours 
que  ces  roues  doivent  faire  dans  un  même  temps  :  ces  nombres  étant  assignés 
par  la  question,  la  détermination  graphique  de  la  droite  Z'A'  est  trop  facile 
pour  nous  y  arrêter  davantage.  Ensuite ,  selon  la  grandeur  plus  ou  moins 
considérable  que  Ton  voudra  donner  aux  deux  roues,  on  choisira  sur  la  droite 
Z'A'  un  point  A'  plus  ou  moins  éloigné  de  Z',  et  duquel  on  abaissera  sur  les 
axes  les  perpendiculaires  A'0\  AV  ;  ce  seront  là  les  l'ayons  des  cercles  pri-r 
mitifs^  lesquels  serviront  de  bases  à  deux  cônes  de  révolution  Z'A'O'  et  Z'AV 
dont  chacun  sera,  pour  ainsi  dire,  le  noyau  d'une  des  roues. 

8B^.  Maintenant,  pour  obtenir  entre  les  vitesses  angulaires  le  rapport  as- 
signé ci-dessus ,  il  suffira  évidemment  dé  faire  tourner  les  deux  cônes  pri- 
mitifs autour  de  leurs  axes  immobiles ,  de  telle  sorte  que  les  circonférences 
A^O'  et  A^o'  prennent  des  niiesses  qhsoliies  qui  sdieiït  ^ale^  (n?  896).  O^,  pour 
remplir  cette  condition  au  moyen  de  la  poussée  de  deux  dents  correspon- 
dantes, il  faut  terminer  ces  dents  par  deux  surfaces  coniques  ayant  leur  soin- 
met  commun  en  Z\  et  dont  l'une  soit  Venveloppe  de  l'espace  que  parcourrait 
l'autre,  si,  en  laissant  tout  à  fait  immobile  le  cône  Tlk!0\  on  faisait  rouler  sur 
celui-là  le  cône  Z^AV  qui  entraînerait  avec  lui  la  surface  de  sa  dent;  car^ 
en  appliquant  ici  les  détails  que  nous  àVons  dôtihés  aux  h*«  808  et  909 ,  oa 
verra  bien  que  ce  roulement  amène  les  deux  cônes  primitifs  daûs  la  même 
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niuation  refative  que  s^ih  !k\aienl  tourné  autour  de  leurs  axes  immobiles,  el 
de  manière  à  faire  parcourir  c/at  atir«  égaux  par  deux  points  quelconques  des 
Giroonférences  A'O  et  AV. 

883.  D'après  ce  principe  ,  la  solution  la  plus  simple  s'obtiendra  en  fbr-*  Fie.  1 . 
mant  :  1<»  la  denidela  petile  roue  avec  un  plan  mené  par  l'axe  ZV,  et  qui 
reçoit  le  nom  de  flanc:  2<*  la  dent  de  ta  {];rande  roue,  arec  une  surface  co- 
nique qui  soit  constamment  tangente  à  ce  flanc^  dans  toutes  les  positions 
qu'il  occupera  pendant  le  roulement  du  cône  primitif  Z'AV;  et  Ion  va  voir 
que  ce  cône,  enveloppe  du  flanc,  a  pour  base  une  ëpicycloîde  sphé- 
rîque. 

Dans  le  plan  du  cercle  primitif  dont  le  rayon  est  A'  Of  (plan  que  nous  ap* 
pelierons  \eplan  auœiliaire  de  projectioUi  et  qui  est  rabattu  ici  avec  ce  cercle 
miyant  A'Ge'),  traçons  une  circonférence  k'Vo'  qui  ait  pour  diamètre  le  rayon 
A  V,  et  faisons-la  rouler  successivement  :  1  ®  sur  le  cercle  primitif  du  rayon  O'A', 
en  conservant  toujours  entre  leurs  plans  l'inclinaison  marquée  par  l'angle 
o'AOC;  52*  dans  l'intérieur  et  dans  le  plan  du  cercle  primitif  qui  a  pour  rayon 
o'k\  Pendant  le  premier  mouvement  de  rotation  ,  un  point  quelconque  de 
la  Circonférence  mobile^  par  exemple  celui  qui  est  rabattu  en  m  sur  le  plan 
horizontal ,  décrira  ime  épicycloide  sphérique  dont  nous  savons  trouver  la 
projection  horizontale  DM  (n*  482),  et  dont  le  cône  générateur  A'SV  s'obtient 
en  élevant  par  le  centre  </  la  perpendiculaire  m  S' sur  le  plan  du  cercle  mobile: 
de  sorte  que  cette  ëpicycloîde  est  située  tout  entière  sur  la  sphère  décrite  avec 
le  rayon  S'A^  d'ailleurs,  si  Ton  rabat  le  point  (M,  M^)  en  F  sur  le  plan  auxi^ 
liaire,  on  sait  (n*  470)  que  la  droite  projetée  suivant  (A'M,  A'M'),  «t  qui 
a  pour  Traie  position  A'F  dans  le  plan  auxiliaire  ,  se  trouve  être  une  nor- 
male de  l'épicycloîde  an  point  (M,  M^).  D'un  autre  côté,  pendant  la  ro* 
tatîoQ  du  cercle  A'Po' sur  A/Ge/,  le  même  point  générateur  (M,  M')  oo  F  dé- 
crira une  ëpicycloîde  rectitigne  (n»  475)qui  sera  précisément  la  droite  o'FG. 
Cela  posé ,  si  Ton  conduit  un  plan  par  cette  droite  4>TG  et  par  l'axe  Z'o\ 
je  dis  que  ce  plan  méridien  sera  tangent  au  cône  qui  aurait  pour  sommet  le 
point  T  et  pour  base  l'épicycldlide  projetée  sur  DM.  Eu  effet,  si  Ton  ob- 
serve que  le  plan  méridien  en  question  a  pour  trace  verticale  ZVX,  el  pour 
trace  sirr  le  plan  auxiliaire  la  ligne  oT  elle-même  ,  on  recomnaitra  aisément 
que  ce  plan  est  perpendiculaire  sur  la  droite  rabattue  suivant  AT,  et  pro- 
jetée suivant  (A'M,  A'M');  or,  puisque  cette  droite  est  normale  à  l'épicycldilde, 
il  est  certain  que  leplan  méridien  XVF  contient  la  tangente  de  cette  courbe  au 
point  (M,  M')  ;  et  comme  il  passe  awsi  par  le  sommet  Z'  du  cône  épicy- 
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cloïdal ,  il  sera  bien  tBDgeat  à  cette  surfece,  tout  le  long  de  la  génératrice  qui 
réunira  le  sommet  Tl  avec  le  point  F  relevé  en  (M,  M^). 

D'ailleurs^  ce  contact  continuera  de  subsister  le  long  d'une  génératrice  va- 
riable sur  ce  cône  épicycloidal,  pendant  que  le  cône  primitif  ZVA'  roulera 
sur  le  cône  Z'O'Â';  car  ,  pour  toutes  les  positions  du  point  F  sur  le  petit 

cercle,  les  deux  cordes  A'Feto'F,  A.'F,  eto'F. se  trouveront  toujours 

perpendiculaires  Tune  à  Tatltre.  Donc  le  plan  Z VF  est  bien  propre  à  former 
le  ^lu?  d'une  dent  delà  roue  ZVA^  puisqu'il  sera  touché  constamment  et 
conduit  par  la  dent  que  termine  le  cône  épicycloidal  [Z%  DM] ,  de  la  même 
manière  que  si  le  cône  primitif  ZVA'  roulait ,  sans  glisser,  sur  l'autre  cône 
TlQ'k!  :  ce  qui  remplit  bien  la  condition  du  n^  8A2. 
FiG.  1 .  884.  Il  reste  à  trouver  l'étendue  précise  que  doit  avoir  le  flanc  pour  cor- 
respondre à  un  arc  limite  DM  de  l'épicycloïde.  Â  cet  effet ,  rabattons  le  flanc 
ZVF  sur  le  plan  vertical,  autour  de  l'axe  ZV  :  dans  ce  mouvement^  le  point 
F  décrira  l'arc  de  cercle  F/*  dont  le  centre  est  en  o'\  et  la  droite  Jlf^er^  le 
rabattement  de  la  géneVatrice  de  contact  qui  aboutit  au  point  (M,  M'). 
Mais,  à  l'époque  où  le  flanc  passait  par  l'origine  D  de  l'épicycloïde  ,  il  tou- 
chait le  cône  épicycloïdal  suivant  la  génératrice  projetée  sur  OD,  laquelle  se 
rabattra  évidemment  sur  11  Si.  Donc  l'angle  A'Z'/* mesure  en  vraie  grandeur 
sur  le  flanc  ,  lespace  angulaire  qui  a  été  conduit  et  touché  par  la  dent  épi- 
cycloïdale,  pendant  que  le  flanc  a  roulé  depuisle  point  D  jusqu'en  (M,  M'). 
Ce  sera  donc  à  cette  partie  angulaire  A'Z/ qu'il  faudra  restreindre  l'exécu- 
tion du  flanc  ,  si  la  dent  est  réduite  à  la  portion  de  cône  <pii  correspond  à 
l'arc  DM. 

885.  Mais  ce  procédé  ne  serait  pas  d'une  application  commode  dans  Té- 
pure  générale  qui  va  suivre,  attendu  qu'alors  nous  ne  connaîtrons  immédiate- 
ment que  la  projection  horizontale  M  de  l'extrémité  de  Tare  DM,  avec  la  sphère 
Tlk'Vo  sur  laquelle  est  située  l'épicycloïde.  Dans  ce  cas  ,  il  faudra  rabattre  le 
point  M  en  R ,  projeter  ce  dernier  en  F  sur  le  grand  cercle  de  la  sphère  ,  et 
abaisser  sur  Taxe  Z'O'  la  perpendiculaire  P'K'  qui  représentera  le  parallèle 
sur  lequel  doit  être  situé  le  point  de  répicydoïde  projeté  en  M.  Alors  ce  pa- 
rallèle P'K^  coupera  le  cercle  générateur  qui  a  pour  diamètre  AV,  suivant  une 
corde  projetée  au  point  M";  on  rabattra  cette  corde  suivant  M'F  qui  fera 
connaître  le  point  F,  duquel  on  déduira  /et  le  reste  comme  ci-dessus. 
Pl.  69,  ^^6*  T$acé  de  l'épure.  Soient  Z'O' et  ZV  les  axes  des  deux  roues,  situés  dans 
FiG.  2.  le  plan  vertical  de  projection  ;  soient  aussi  A^O'  et  AV  les  rayons  des  oerole* 
primitifs  que  l'on  déterminera  comme  il  a  été  dit  au  n**  881  :  ces  deux  cercles 
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aoDt  représentés,  sur  les  deux  plaas  {fig.  3  et  4)  perpendiculaires  aux  axes^ 
par  les  circonférences  OÂ  et  oa.  Après  avoir  choisi  deux  nombres  entiers  n  et  n 
qui  soient  entre  eux  dans  le  même  rapport  que  les  rayons  primitifs,  on  di- 
visera la  circonférence  OA  enn  parties  égales  AA^,  A,  A,,....  et  la  circonférence 
oa  en  n'  parties  égales  cui^^  a.a,,....;  etil  arrivera  nécessairement  (n""  836)  que 
les  di visions  AA^  et  aa,  seront  de  même  longueur  absolue.  Ensuite,  on  subdi- 
visera chacun  de  ces  arcs  en  deux  parties  dont  une  AB,  destinée  à  former  la 
base  de  la  dent,  soit  moindre  que  l'autre  BA,  d'environ  un  douzième  de  Tare 
total  AA,  {voyez  n*  837). 

887.  Cela  posé,  dans  le  plan  du  cercle  primitif  AV,  et  sur  ce  rayon  comme  Fio.   2 
diamètre,  décrivons  un  cercle  qui  est  rabattu  ici  suivanteu^'A;  puis,  faisons- ^^  ^* 
le  rouler  sur  la  circonférence  O'A',  en  maintenant  entre  leurs  plans  l'inclinaison 
primitive  O^AV.  Dans  ce  mouvement,  lepoint  (A,  A')  du  cercle  mobile  décrira 

une  épicycloide  située  sur  la  sphère  qui  a  pour  rayon  ^'A';  et  pour  construire 
cette  courbe  sans  déplacer  le  contact  actuel  A  des  deux  cercles,  on  prendra  deux 
arcs  égaux  km  et  AI,  d*où  Ton  déduira  {n^  482)  les  projections  M,  M'  dun  point 
de  répicycloîde  qui  aurait  son  origine  en  I;  mais  comme  l'origine  est  réelle- 
menten  A,  on  verra  bien  qu'il  suffit  de  prendre  l'arc  pyi  égal  à  RM,  pour  ol>- 
tenir  un  point  fi  de  la  projection  horizontale  k^iX  de  l'épicyclolde  demandée. 
Alors  le  cône  qui  aura  pour  base  cette  épicycloïde  et  pour  sommet  le  point 
(Z',  0),  formera  (n""  883)  la  dent  qui  commence  en  (A, A');  mais  il  reste  à  en 
trouver  les  intersections  avec  les  deux  surfaces  coniques  inférieure  et  supé- 
rieure qui  terminent  le  noyau  de  la  roue,  et  dont  nous  n'avons  pas  encore  parlé. 

888.  Parle  point  A' menons  une  droite  indéfinie  A'Q^,  formant  avec  A7/  un 
angle  un  peu  plus  grand  que  90^;  puis,  après  avoir  marqué  la  longueur  AV 
que  Ton  veut  donner  aux  dents,  menons  la  droite  a  V  parallèle  à  A^Q',  et  fai- 
sons tourner  ces  deux  parallèles  autour  de  l'axe  vertical  (0,  O'Z');  nous  pro- 
duirons ainsi  deux  cônes  de  révolution  que  Ion  terminera  à  deux  cercles  hori- 
zontaux Q'Q",  YT",  assez  écartés  pour  que  le  solide  qu'ils  comprendront  offre 
une  ré^tance  suffisante  :  ce  solide  forme  ce  qu'on  appelle  Venrayure  qui  est 
quelquefois  évidée,  comme  dans  la  PL  66;  tandis  que  la  partie  coqiprise 
entre  les  deux  cônes  décrits  par  A'Q' et  a  Y' forme  la  couronne  dans  laquelle 
sont  taillés  les  dents  et  les  creux,  et  qui  devra  être  prolongée  jusqu'à  une  cer- 
taine limite  Z'NT'  dépendant  de  la  saillie  que  Ton  voudra  donner  aux  dents, 
comme  nous  Texpliquerôns  tout  à  1  heure  (n®890). 

Quant  à  la  petite  roue,«  on  tirera  la  droite  HJq'  dans  une  direction  à  peu  pi^ 
symétrique  de  A'Q'  par  rapport  à  la  ligne  A'Z';  puis,  du  point  a'  on  mènera 
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a^v'  parallèle  à  A  9%  et  l'on  terminera  les  deux  cônes  qne  ces  parallèlesdécri*- 
ront  autour  de  ZV,  par  les  deux  cercles  de  Tenrayure  9  V  et  ^q\  Enfin,  on 
prolongera  ces  mêmes  cônes  jusqu'à  la  limite  TJmip  que  nous  ttllon*  apprendre 
à  assigner  pour  la  saillie  des  dents  de  cette  seconde  roue. 

889.  Revenons  maintenant  au  cône  épicjcioïdal  qui  avait  son  sommet  en 
(0,  Z')  et  pour  base  l'épicycloïde  projetée  sur  AftX,  et  cherchons  la  courbe 
ÂCL  suivant  laquelle  se  projette  son  intersection  avec  le  cône  inférieur  décrit 
par  la  révolution  de  la  droite  A'Q/.  Comme  cette  épicyelolde  est  située  sur  la 
sphère  du  rayon  ê'k\  si  nous  coupons  cette  surface  et  les  deux  cônes  ci-dessus 
par  un  plan  vertical  tel  que  OX  ^  et  que  nous  le  rabattions  sur  le  plan  vertical 
autour  de  Taxe  (0,0'Z%  on  verra  bien  que  le  point  X  se  transportera  en  \*^  et 
que  Z^X\  sera  le  rabattement  de  la  génératrice  du  cône  épicydoîdal;  donc,  en 
prolongeant  cettedroile  jusqu'en  L' où  elle  coupe  la  ge'nératrice  Q'A'P',  et  en 
ramenant  par  un  arc  de  cercle  le  point  L#  en  L  sur  OX,  ce  dernier  point  L 
appartiendra  à  la  projection  demandée  ACL. 

890.  De  là  on  déduira  la  courbe  BD  symétrique  de  AC  par  rapp<Mrt  à  la 
li^ne  milieu  de  la  dent^  sur  laquelle  ces  courbes  iraient  se  rencontre!*;  mais,  en 
les  prolongeantainsi,  les  deux  faces  coniques  delà  dent  se  couperaient  suivant 
une  arête  vive,  ce  que  l'on  doit  éviter  avec  soin  (n""*  845  et  8761);  c'est  pour- 
quoi on  échanfrine  la  dent,  en  traçant  un  arc  de  cercle  PCD  placé  un  peu  au- 
dessous  du  point  de  section  des  courbes  ACet  &D,  et  il  en  résulte  une  nouvelle 
£ace  conique  ayant  pour  sommet  le  point  (Z",  0)  et  pour  base  un  are  de  la  cir- 
conférence (PCD»  PPO'Cest  ce  cercle  d'échanfrinement  qui  détermine  la  li- 
nûte  ZT^  dont  nous  avons  parlé  au  n""  888;  et  la  vraie  mesure  de  la  saillie  que 
présentent  les  dents  au-<lessua  du  cône  primitif  Z'A'O^est  exprimée  par  l'angle 
A'ZT'. 

Le  cône  supérieur  de  la  couronne,  décrit  par  la  révolution  de  la  droite  (r Y', 
sera  coupé  par  les  faces  coniques  de  la  dent,  suivant  des  coorbes  ay^  Sf^  évi- 
demment semblables  avec  AC  et  BD,  puisque  les  génératrices  aY  et  k'Q  sont 
parallèles;  de  sorte  qu'on  pourra  tracer  ces  courbes  au  moyen  de  rayons  vec^ 
teurs  propoilionnels. 

891  •  Quant  à  la  petite  roue ,  après  avoir  tracé  un  cercle  horijEontal  sur 
(OA,  O'A")  comme  diamètre,  on  fera  rouler  le  cône  droit  S'Ao^sur  le  cône 
S'AV  :  le  point  (A',  a)  du  cercle  mobile  décrira  une  épicycloîde  située  sur  la 
sphère  du  r*ayonS'A\  et  dont  on  construira  la  projection  afx'  sur  le  plan  auxi- 
liaire delà  fig.  4;  puis,  en  imaginant  un  cône  qui  ait  pour  base  cette  épicy- 
cloîde et  pour  somnœt  le  point  lZ',o),  on  cherchera  l'intersection  de  ce  eône 
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épicydoSdal  avec  le  cône  de  la  couronne  dëcrit  paria  révolution  de  la  droite 
h!q  autdurde  Taxe  ZV,  ee  qui  fournira  la  projection  aoàu  contour  de  la  dent. 
De  là  on  déduira  par  symétrie  les  diverses  courbes  b^d^^  a^c^^...^  que  Ton  cou- 
perai, avant  leur  rencontre,  par  le  cercle  d'échanfrinement  j^é/^e^,  lequel  fera 
connaître  le  point  p'  et  la  saillie  A'Z'p^  que  présenteront  les  dents  de  cette  roue 
au  dehors  du  cône  primitif  Z'âV.  Nous  ne  faisons  qu'indiquer  ces  diverses 
opérations,  parce  qu^elIes  sont  toutes  semblables  à  belles  que  nous  avons  effec- 
tuées pour  la  première  roue* 

Remarque.  Quoique  la  saillie  de  la  dent  ait  pour  limite  rigoureuse  la  droite 
Z'p\  il  sera  bon,  afin  de  laisser  quelque  jeu  à  la  machine,  de  tracer  une  autre 
droite  Z'p'^un  peu  plus  écartée  dç  Taxe,  et  de  considérer  cette  dernière  comme 
la  limite  fictive  de  la  dent,  quand  il  s'agira  tout  à  Theurede  déterminer  l'éten- 
due des  fluncs  et  des  entailles  de  la  grande  roue. 

892»  Limitée  dêâftanes.  Nous  avons  vu  au  n*^  883  que  les  flancs  de  la  grande 
roue  qui  seront  conduits  par  les  dents  de  la  petite,  sont  les  plans  verticaux  OÂ, 
OA,,  0A,,«..;  maïs  pour  déterminier  la  partie  utile  de  ces  plans,  c'est-a-dire 
celle  qui  est  suoceasivement  touchée  par  la  portion  de  cône  épicycloïdal  cor- 
respondante à  Tare  fipi^c,  il  Faudi  a  recourir  à  la  méthode  du  n""  885.  Ainsi,  du 
point  p''  où  ia  génératrice  extrême  Tp"  du  côùe  épicycloïdal  rencontre  le 
grand  cercle  (Vp^S!  delà  sphère  qui  contient  Tépicyclolde  en  question,  abais- 
sons sur  Taxe  ZV  la  pei*pendioulaire  p*'k*i  elje  coupe  le  diamètre  CXA'  du 
cercle  générateur  au  point  3  que  l'on  projettera  eh  5  sur  la  circonférence  de  ce 
cerde;  on  rabattra  le  point  3  en  4  sur  le  plan  vertical,  et  la  droite  Z%  que  l'on 
prolongera  jusqu'en  F',  qû  elle  rencontre  lecôneinfe'rieurde  la  couronne,  fera 
eohnaitre  la  partie  angulaire  A'Z^F'  du  flanc  qui  seule  est  conduite  par  la  dent 
correspondante  à  Faro  oto.  Toutefois,  cx>mme  la  droite  Z'P  rencontre  aussi  le 
oône  supérieur  de  la  ccMironne  au  point  f',  on  doit  dire  que  la  grandeur  précise 
du  flanc  est  do^ofnée  par  le  trapèze  AVipT'.  dont  les  angles  F'  et  (f'  fourni- 
ront sur- le  plati  horizontal  les  circonférences  auxquelles  il  faudra  terminer  les 
côtés  des  flancs  AP^  00^^  BË,«... 

Ptei^'  la  petite  rofie,  on  trouvera  d'util  manière  semblable  les  côtés  des  flancs 
af,  be^....^  en  opérant  sui;  la  génératrice  Z'P'  du  cône  épicycloïdal  qui  forme  la 
dent  de  ta  (grande  '  noué* 

893.  Limites  dee  entailles.  Au  lieu  de  faire  tourner  les  deux  roues  autour  de 
leurs  axea  tnimpbiles>  nous  pouvons,  d'après  t0  principe  du  n"*  809,  laisser  le 
cône  Z' A'<y  «tttièrement  fixeet  faire  rouler  isur  celui-là  le  cône  Z'AV  qui  en- 
traînera aveoltû  ladenteonrespondante  à  Fane  oo.  Pendant  cette  rotation,  Faréte 
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exlréme  JJji'  de  la  dent  engendrera  une  surface  conique  ayant  son  sommet  en 
Z',  et  pour  base  répicycloïde  rallongëe  qui  sera  dëcrite  par  le  point  m' où  cette 
arête  ya  couper  le  plan  du  cercle  mobile  AV  ;  et  les  intersections  de  celte  sur* 
face  avec  les  deux  cônes  qui  terminent  la  couronne  de  la  grande  ixnie,  indî* 
queront  évidemment  les  limites  de  l'entaille  à  pratiquer,  pour  que  la  dent  de  la 
petite  roue  puisse  se  mouvoir  librement. 
FiG.  2  Afin  de  construire  sans  confusion  cette  éptcycloide  ratlongée  qui  sera  tout 
6^  »^*  entière  sur  la  sphère  xy  décrite  avec  le  rayon  Tlx\  transportons  le  triangle 
Z'A'O'  dans  la  situation  JI'hl*Qi'\  et  en  traçant  la  droite  h!*œ  égale  et  paral- 
lèle à  AV,  nous  aurons  les  projections  o?^'  et  x  du  point  génétateur  quand  il  est 
arrivé  dans  le  plan  vertical  ;  d^ailteurs  le  cercle  oi'y'  décrit  avec  la  distance 
ZV  pour  rayon I  représentera  la  sphère  qui  contient  l'épicycloide  cherchée. 
Cela  posé,  si  nous  traçons  le  cercle  hl'^*'  avec  le  rayon  Qi' El  \  et  le  cercle  A'^^"^ 
avec  un  rayon  oiî!  choisi  égal  à  o'A",  ce  dernier  sera  le  rabattement  du  cercle 
mobile  qui  doit  rouler  sur  laulre  ;  de  sdrte  qu'en  prenant  deux  arcs  égaux 
A''M  =  K'm^  et  en  prolongeant  le  rayon  d'tn  d  une  quantité  mG  égale  a  A^'jr', 
le  point  G  serait  le  rabattement,  et  jr,  g\  les  projections  du  point  générateur 
quand  la  rotation  aurait  fait  parcourir  l'arc  A"M,  si  lorigine  de  cette  rotation 
était  en  M;  mais  comme  cette  origine  est  vraiment  en  k\  on  verra  bien  qu'il 
faut  tracer  la  circonférence  gihl  et  porter  lare  gi  de  A  en  i  pour  obtenir  un 
point  de  la  projection  Ix  de  l'épicycloide  demandée. 

.  Maintenant,  il  faut  imaginer  un  cône  qui  ait  son  sommet  en  Z"  et  pour  base 
répicycloïde  projetée  sur  Ix^  et  en  chercher  rintersectioa  avec  le  o6ne  inférieur 
de  la  couronne  de  la  grande  roue,  lequel  aura  pour  génératrice  sur  la/Sgr*  5^ 
la  droite  A 'Q'  menée  parallèlement  à  A'Q'  de  la  /^.  2.  D'abord  ,  la  généra* 
trice  Tj:'x"  du  cône  épicycloïdal  fournira,  par  sa  rencontre  avec  A"Q'\  un  point 
vX'%  X)  de  Tintersection  demandée.  Ensuite,  considérons  la  génératrice  quel-* 
conque  projetée  sur  07,  et  rabattons-la  sur  le  pian  vertical  :  le  point  de  l'épi*- 
cycloïde  projeté  en  /  étant  à  la  même  hauteur  que  g\  U  se  transportera  en  k 
sur  la  sphère  xy'  ;  la  génératrice  sera  donc  rabattue  suivant  Z"k' ,  et  alors  elle 
coupera  A''Q''au  point  {r\r)  ;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  plusqu'à  ramener  par  un 
arc  de  cercle  le  point  r  en  LsurO/,  pour  obtenir  un  point  de  la  courbe  E'XX 
suivant  laquelle  se  projette  horizontalement  l'intersection  des  deux  cônes  ci* 
dessus  indiqués. 

894.  C'est  cette  courbe  £"LX  qu'il  faudra  transporter  sur  la  fig.5  suivant  £H , 
avec  le  soin  de  placer  Iç  point  £"(que  nous  allons  apprendre  à  déterminer  )  à 
rexirémité  E  du  flanc  B£,  et  le  sommet  X  sur  le  cercle  iimiie  THG^  lequel  se 
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déduit  du  point  T' OÙ  la  couronuede  la  roue  esl  rencontrée  par  Taréte  ZyV. 
Quant  au  point  F'  de  la  fiff.  5,  si  Ton  se  représente  bien  la  rotation  du  cône 
primitif  Z'AV  sur  le  cône  immobile  Z'A'O^^  on  reconnaîtra  aisément  qu'il 
faut  prolonger  le  cercle  B'^Â"  d'une  quantité  A^U"  égale  à  l'arc  b^u  delsififf.  4; 
puis,  tirer  le  rayon  O'^U*"  sur  lequel  on  prendra  la  longueur  WE"  égale  au 
flanc  BE  de*la  fig.  3. 

Sur  le  cône  supérieur  de  la  couronne,  le  cercle  limite  Qyi  sera  fourni  par  le 
point  6'  où  la  génératrice  NVV  est  coupée  par  la  même  arête  Z'pV;  et  la 
courbe  e»?  éisinl semblable  à  EH,  elle  se  déduira  de  celle-ci  par  des  rayons  yec^ 
teurs  proportionnels. 

La  projection  terUcale  des  courbes  qui  forment  le  contour  des  dents,  se 
conclura  de  la  projection  horizontale  en  ramenant  les  divers  points  de  celle- 
ci  sur  les  cercles  horizontaux  auxquels  ils  appartiennent;  mais  ce  tracé  que 
nous  avons  effectué  ici,  ne  doit  être  regardé  que  comme  un  complément  de  la 
représentation  graphique,  car  il  est  entièrement  inutile  pour  le  constructeur; 
aussi»  sur  le  plan  vertical  de  la  petite  roue,  nous  n'avons  figuré  qu'une  simple 
cciipe. 

895.  Développement  des  panneaux.  Pour  exécuter  cet  engrenage,  il  est  né*  Fia.    6, 
cessairede  connaître,  en  vrdie  grandeur^  les  intersections  des  diverses  Faces  de 

la  dent  et  du  creux  avec  les  deux  cônes  de  la  couronne  qui  sont  engendrés  par 
la  révolution  des  droites  parallèles  P'A'Q'  et  NW  autour  de  Taxe  O'Z'. 
Oo  développera  donc  cea  deux  surfaces  coniques  parla  méthode  du  n^  25 1, 
en  cherchant  d'abord  la  position  de  leurs  sommets  sur  cet  axe;  ainsi,  pour  le 
cône  P'A'Q'  par  exemple ,  on  décrira  avec  son  apothème  une  circonférence 
sur  laquelle  on  prendra  des  arcs  égaux  en  grandeur  absolue  à  PC,  CD,..«.«; 
et  sur  les  rayons  qui  aboutiront  à  ces  points  de  division,  on  portera  les  lon- 
gueurs des  portions  de  génératrices  comprises  entre  le  cercle  FF'  et  les  divers 
points  projetés  en  A,  B,  E,  H,.... 

896.  Après  avoir  taillé  le  solide  de  l'enrayurè  et  de  la  couronne,  on  appli--' 
quera  sur  les  deux  parois  coniques  correspofMiantes  à  PQ'etMT',  les  pan-* 
oeaux  dont  nous  venons  de  parler,  construits  en  carton  flexible,  afin  qu'en 
les  faisant  fléchir,  ils  puissent  coïncider  entièrement  avec  ces  surfaces;  dans 
cot  état,  les  courbes  transfbrmées  auront  repris  leur  forme  primitive  à  doubte 
courbure,  et  Ton  tracera  alors  sur  les  parois  coniques  le  véritable  contour 
des  dents  et  des  creux.  Ensuite,  il  n'y  aura  plus  qu'à  exécuter  les  surfaces 
coniques  dirigées  vers  le  sommet  Z',  au  moyen  de  l'arête  d'une  règle  c^e  l'on 
promènera  sur  les  contours  inférieur  et  supérieur,  avec  le  soin  de  Tappuyer 


424  UYBE  IX.-ADOITIONS* 

en  même  temps  sur  les  points  de  repèr$  qui  correspondent  à  une  méue  généh 
ratrice,  points  qui  sont  donnés  par  le  tracé  même  des  panneaux. 

897.  Remarque.  A  l'égard  des  entailles,  nous  avons  voulu  expliquer  la  mé- 
thode rigoureuse  qui  servirait  à  enlever  le  solide  minimum^  et  laisserait  ainsi 
aux  dents  la  plus  grande  résistance  possible;  mais,  dans  la  pratique,  et  pour 
ne  pas  ajouter  aux  difficultés  d'exécution  que  présente  cet  engrenage,  on  se 
contente  de  déterminer  les  cercles  limites  THG ,  617 ,  au  moyen  des  deux 
points  de  section  T\  $\  marqués  sur  le  plan  vertical  de  la  fig,.  9i,  et  Ton  pro* 
longe  en  ligne  droite  les  côtés  des  flancs  BB,  AF,  &,.—  jusqu'à  ces  deux  cir- 
conférences limites;  ou  bien,  on  raccorde  leurs  extrémités  avec  ces  circon- 
férences par  une  petite  courbe  arbitraire,  mais  située  visiblement  en  dehors 
de  la  limite  rigoureuse  EH.  Cette  simplification  qui  devra  toujours  être  em- 
ployée, ne  nuit  en  rien  à  la  marche  régulière  de  l'engrenage;  mats  il  n'en  est 
pas  de  même  pour  la  suivante. 

898«  Méthode  approximative.  Pour  éviter  la  longueur  et  les  difficultés  que 
présente  le  tracé  des  épicycloïdes  sphériques,  beaucoup  de  constructeurs  se 
permettent  d'y  substituer  àe%  épicycloïdes  planes  ,  qu'ils  déterminent  de  la 
manière  suivante.  Après  avoir  iGixé  les  rayons  primitifs  AX)/etÀV^  ils  mènent 
par  le  point  A'  et  perpendiculairement  à  la  génératrice  Z'Â^,  un  plan  que  j'ap- 
pellerai pla^  auxiliaire  et  qui  va  couper  les  axes  des  roues  en  deux  points 
que  je  désignerai  par  0,  et  0,  ;  dans  ce  plan  auxiliaire  ils  décrivent  deux 
cercles  avec  les  rayons  0,A^,  o,A',  et  ils  opèrent  comme  si  ces  deux  circon- 
férences devaient  rouler  Tune  sur  l'autre»  ce  qui  n'est  pas  très-éloigné  de  la  vé- 
rité, du  moins  pour  le  court  intervalle  pendant  lequel  s'exerce  la  poussée 
d'une  même  dent. 

Ainsi,  après  avoir  rabattu  le  plan  auxiliaire  avec  les  deux  circonférences 
qu'il  renferme,  on  rapportera  sur  celles^i  les  divisions  égales  marquées  sur 
les  cercles  primitifs,  et  l'on  construira  les  proBIs  d'une  dent  de  chaque  roue, 
comme  pour  un  engrenage  cylindrique  (n""  838).  Ensuite,  comme  00  termine 
ici  les  couronnes  des  deux  roues  d'angle  par  les  surfaces  coniques  que  décri- 
raient les  droites  A'O^  et  k'o^  en  tournant  autour  des  axes  respectif} ,  les 
profils  construits  ci^dessus  remplaceront  les  panneaux  développés  sur  la  fig.  6; 
de  sorte  qu'il  suffira  d'appliquer  ces  profils  sur  la  couronne  même,  pour 
pouvoir  exécuter  les  diverses  facea  des  dents  et  des  creux ,  ainsi  que  nous 
l'avons  dit  au  n*  896.  -  *         ' 


Fin. 
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PcLge  11.  Ligne  21. 

On  aurait  pu  aussi  résoudre  cette  question  en  opérant  d'une  manière  analogue 
sur  le  rabattement  (AP,  A'P'),  avec  le  soin  de  chercher  ce  que  devenait  la  trace 
horizontale  (B,  B')  après  la  rotation  imprimée  à  la  droite  primitive. 

Page  19.  Ligne  20. 

Par  des  moyens  semblables,  on  pourrait  trouver  h  centre  et  le  rayon  d'un 
cercle  passant  par  trois  points  donnés  da/ns  ï espace.  Il  faudrait  construire  (n''  22) 
les  traces  du  plan  déterminé  par  ces  trois  points,  et  puis  rabattre  ce  plan  autour 
de  sa  trace  horizontale,  comme  dans  la  fig^  14,  en  cherchant  d'ailleurs  les  posi- 
tions que  prennent,  après  ce  rabattement,  les  trois  points  primitif,  ainsi  que  nous 
TaTons  fait  dans  cette  figure  pour  le  point  (G ,  C). 

Page  20.  Lâ^m  22. 

On  pourrait  aussi  résoudre  ce  problème  en  menant  d'abord,  comme  au  n""  44 , 
une  droite  qui  fit  avec  les  plans  de  projection  des  angles 

ar=90»  — a,  e'  =  90«  — g; 

et  ensuite ,  on  conduirait  par  le  point  donné  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
droite. 

Pa^e  21.  Lign>e  37. 

£n  renversant  les  opérations  du  n""  45,  il  sera  facile  de  résoudre  le  problème 
suivant  :  Par  une  droite  donnée  dans  un  plan  connu  par  ses  traces,  conduire 
un  autre  plan  qui  fasse  avec  le  premier  un  angle  déterminé  tù. 


f  )  On  ifidîqne  en  tète  de  chaqne  addition  la  page  k  laquelle  elle  se  fapporte  et  la  ligne  apris 
laqudie  OQ  doit  la  lîM.  -—  La  ligne  se  compte  en  descendant. 
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Pctge  23.  Ligne  33. 

Puisque  Tangle  de  la  droite  (CD,  CD')  avec  le  plan  horizontal  n*est  autre  chose 
que  l'angle  compris  entre  cette  droite  et  sa  projection  CD.  Or.  il  est  évident  que 
ce  dernier  angle  appartient  au  triangle  rectangle  qui  aurait  pour  base  CD,  et  pour 
hauteur  CC;  si  donc  on  rabat  ce  triangle  sur  le  plan  vertical,  suivant  CMC, 
Tangle  de  même  nom  sera  celui  qu'on  demandait. 

Semblablement ,  l'angle  delà  droite  (CD,  CD)  avec  le  plan  vertical  fait  partie 
d'un  triangle  rectangle  qui  aurait  pour  côtés  DD*  et  D'C;  si  donc  on  rabat  ce 
triangle  sur  le  plan  horizontal,  suivant  D'ND,  l'angle  de  même  nom  sera  l'angle 
de  la  droite  avec  le  plan  vertical  de  projection. 

47  bis.  Par  un  point  donné  p  mener  une  droite  qui  foêse  ï angle  a  omec  le  jplan 
horizontal  y  et  T  angle  g  avec  le  plan  vertical. 
FiG.  15  Prenons  d'abord  un  point  arbitraire  (C,  O)  dans  le  plan  vertical, et  traçons-y 

l)ig^  la  droite  CM'  qui  fasse  avec  la  ligne  de  terre  un  iingle  égal  à  a;  puis,  faisons 
tourner  cette  droite  autour  de  la  verticale  CC,  de  sorte  que  son  pied  décrive  un 
cercle  M'M  du  rayon  CM'.  Dans  toutes  ces  positions ,  la  droite  mobile  formera 
toujours  Tangle  a  avec  le  plan  horizontal;  mais  il  reste  à  choisir  celle  où  elle  aura 
en  même  temps  l'inclinaison  ê  sur  le  plan  vertical.  Or,  si,  après  avoir  construit 
l'angle  M'C$  égal  à  g,  nous  abaissons  sur  la  droite  indéfinie  C^  la  perpendiculaire 
M'J,le  triangle  rectangle  M'C^  représentera  évidemment  celui  qui  doit  être  formé 
par  la  droite  inconnue  avec  sa  projection  verticale.  Donc,  en  décrivant  l'arc  de 
cercle  ^D'  avec  le  rayon  C'^,  et  en  élevant  sur  la  ligne  de  terre  la  perpendicu- 
laire D'D  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  cercle  M'M,  on  déterminera  les  projections 
CD' et  CD  d'une  droite  qui  aura  bien  les  inclinaisons  a  et  g  sur  les  deux  plans  de 
projection. 

Ensuite,  il  n'y  aura  plus  qu'à  conduire,  par  le  point  p  donné  primitivement 
dans  l'espace,  une  droite  qui  soit  parallèle  à  (CD,  CD'). 

Page  36.  Ligne  38. 

CHAPITRE  IV. 

Des  polyèdres  réguliers. 

Un  polyèdre  est  dit  régulier  lorsque  toutes  ses  faces  sont  des  polygones  réguliers 
égaux ,  et  que  tous  ses  angles  solides  sont  aussi  égaux  entre  eux.  On  sait  qu'il 
n'existe  que  cinq  genres  de  polyèdres  qui  remplissent  ces  conditions ,  savoir  : 


ADDITIONS  SUPPLÉMENTAIBES.  S 

1*  h  tétraèdre ,  formé  par  quatre  triangles  équîlatéraax ,  assembles  trois  à  trois 
autour  d'un  même  sommet  ;  2""  Toctaèdre  ,  formé  par  huit  triangles  équila- 
téraox ,  assemblés  quatre  à  quatre  ;  S""  Ficosoèdrej  formé  par  vingt  triangles  équi- 
latéraux ,  assemblés  cinq  à  cinq  ;  4*"  Thexaèd/re  ou  cube,  formé  par  six  carrés  réunis 
trois  à  trois;  5*  k  dodécaèdre,  composé  de  douze  pentagones  réguliers,  assemblés 
trois  à  trois.  11  ne  saurait  y  en  avoir  d'autres ,  attendu  qu'un  plus  grand  nombre 
•de  triangles ,  de  carrés  ou  de  pentagones  réguliers ,  que  Ton  voudrait  réunir 
autour  d'un  même  point ,  donnerait  lieu  à  une  somme  d'angles  plans  qui  éga- 
lerait ou  surpasserait  360  degrés  ;  et  pour  prouver  l'existence  de  ces  cinq  corps 
réguliers ,  nous  allons  apprendre  à  les  construire. 

DU  TETRAEDRE.  Avec  le  côté  donné  /  du  polyèdre,  on  construira  sur  lePi.  9/6û, 
plan  horizontal  un  triangle  équilatéral  ABC;  et  au  centre  S  du  cercle  circon-  Fig.  1. 
sent,  on  élèvera  une  verticale  (S,  S' H')  dont  la  grandeur  sera  fournie  par  le 
côté  SK  du  triangle  rectangle  ASK  construit  sur  AS  comme  base ,  et  avec  une 
hypoténuse  AK  égale  à  AB.  Alors,  en  joignant  le  point  (S, S')  avec  les  trois 
sonunets  primitifs,  on  obtiendra  un  corps  formé  par  quatre  triangles  évidemment 
égaux  et  réguliers.  Les  angles  trièdres  sont  aussi  manifestement  égaux. 

OCTAÈDRE.  Avec  le  côté  l,  formons  dans  un  plan  horizontal  quelconque  un 
carré  (ABCD,  A'C)  ;  puis ,  par  le  centre  (S,  H')  élevons  une  verticale  que  nous 
prolongerons ,  au-dessus  et  au-dessous ,  d'une  quantité  S'H'  ou  S"H'  égale  à  la 
demi-diagonale  SB.  Alors ^  en  joignant  les  points  (S',  S)  et  (S",  S)  avec  les  quatre 
angles  du  carré ,  nous  formerons  un  corps  composé  de  deux  pyramides  quadran- 
gulaires ,  dont  les  huit  faces  seront  évidemment  des  triangles  équilatéraux  :  car 
cela  revient  à  faire  faire  au  carré  ABCD  un  quart  de  révolution  autour  de  sa 
diagonale  AC  ou  BD.  D'ailleurs  les  angles  solides  en  (S,  S') ,  (A,  A') ,  (B,  B') ,... 
seront  aussi  égaux,  puisque  chacun  d'eux  appartiendra  à  une  pyramide  quadran- 
gulaire  identique  avec  la  première  (SABCD,  S'A'B'CD'). 

ICOSAEDRE.  Avec  le  côté  donné  l,  et  dans  un  plan  horizontal  quelconque  ,  p^^  9  ^^ 
construisons  un  pentagone  régulier  (ABCDE ,  B'A'E')  ;  et  sur  son  axe  vertical ,  j-j^  3 
cherchons  un  point  (S,  S')  tel ,  qu'en  le  joignant  avec  les  sommets  du  pentagone , 
on  obtienne  cinq  triangles  équilatéraux.  Pour  cela ,  il  suffit  évidemment  de 
former  sur  SD ,  comme  base ,  un  triangle  rectangle  DSH  dont  l'hypoténuse  DH 
soit  égale  à  Z  ou  DE  ;  de  sorte  que  le  côté  SH  de  ce  triangle  fournira  la  hauteur 
inconnue  A'S'  de  la  pyramide  pentagônale 


(SABCDE,  S'B'E). 

Dans  un  autre  plan  horizontal  Q'M' ,  dont  nous  fixerons  plus  tard  la  distance 
au  plan  B'E' ,  traçons  on  second  pentagone  LMNPQ  égal  et  concentrique  avec 
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A6CD£ ,  mais  tourné  de  manière  que  ses  sommets  L,  M  ^  N ,...  soient  placés  aux 
milieux  des  arcs  que  soutendraient  les  côtés  CD ,  DE ,  EA  ,.*•  dans  le  cercle  cir- 
conscrit ;  puis ,  eu  prenant  la  distance  L'S"  égale  à  A'S' ,  formons  la  pyramide 
pentagonale 

tSLMNPQs  S"Q'M') 

évidemment  égale  à  la  précédente.  Maintenant ,  joignons  par  des  droites  chaque 
sommet  du  pentagone  supérieur  avec  les  deux  sommets  voisins  du  pentagone 
inférieur,  comme  (C,  C)  avec  (Q,  Q)  et  {L,L'),  (D,  D')  avec  (L,  L')  et 
(M, M'),...,  et  nous  obtiendrons  ainsi  une  zone  intermédiaire  composée  de  dix 
triangles  déjà  isocèles ,  mais  qu'il  faut  tacher  de  rendre  èquUatéraux  y  eu  choi- 
âssant  convenablement  Tintervalle  B'Q'  des  deux  pentagones,  intervalle  que 
nous  avons  laissé  ci-dessus  indéterminé.  Or,  pour  que  la  droite  (CL,  CL)  soit 
égale  à  LQ,  il  suffit  de  construire  le  triangle  LCK  avec  une  hypoténuse  I£.  égale 
à  LQ ,  et  le  côté  CK  donnera  la  difiBérence  de  niveau  qui  doit  exister  entre  C  et 
L' ,  ou  bien  Vintervalle  B'Q'  qu'il  fallait  mettre  entre  les  deux  peutagones  paral- 
lèles. On  aura  donc  ainsi  formé  un  corps  composé  de  vingt  triangles  équilatéraux, 
assemblés  cinq  à  cinq  ;  et  les  angles  solides  seront  aussi  égaux  entre  eux ,  parce 
qu'à  chaque  sommet  (C,  C),  (L,  L'),...  on  pourra  concevoir  une  pyramide  penta- 
gonale  identique  avec  la  première 

(SABCDE ,  S'B'E'). 

FîG.  4.  HEXAEDRE.  Après  avoir  construit  le  carré  ABCD ,  ou  élèvera  par  ses  quatre 
angles  des  verticales  (A,A'A"),  (B,B'B"),...  égales  à  AB  ;  et  en  réunissant  leurs 
extrémités  supérieures  par  un  autre  carré,  on  obtiendra  immédiatement  le  solide 
demandé  ,  lequel  n'est  autre  chose  qu'un  cube. 
Pl.  9  his  DODECAEDRE.  Dans  un  plan  horizontal  quelconque  B'A'E',  traçons  un  penta- 
FiG.  5.  Z^^^  régulier  ABCDE  dont  les  côtés  soient  égaux  à  la  longueur  /  assignée  pour 
les  arêtes  du  polyèdre;  puis,  à  chaque  sommet  (A,  A),  (B,B'),  (C,  C'),...  ajoutons 
deux  autres  pentagones  égaux  au  premier,  et  inclinés  de  manière  à  former  cinq 
angles  trièdres.  Par  là ,  nous  obtiendrons  une  calotte  composée  de  six  penta- 
gones, et  terminée  au  contour 

(  KRSTUVXYZ W ,  K'R'STU' V'X' Y'Z' W'  ) 

dont  nous  enseignerons  tout  à  l'heure  à  trouver  les  projections.  Traçons  encore  , 
dans  le  plan  horizontal ,  un  pentagone  LMNPQ  égal  et  concentrique  ajvec  ABCDE  ^ 
mais  tourné  de  manière  que  ses  angles  soient  aux  milieux  des  arcs  \que  soutea* 

\ 
{ 
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draient  les  côtés  AB,  BC,«..  dans  le  cercle  circonscrit;  puis,  sur  ce  pentagone 
LMNPQ ,  construisons  une  calotte  concave  identique  avec  la  précédente ,  et 
élevons  cette  dernière  le  long  de  la  verticale  (0,  L'A') ,  jusqu'à  ce  que  ces  angles 
saillants  et  rentrants  aillent  coïncider  avec  les  angles  rentrants  et  les  angles 
saillants  de  la  première  calotte.  Tout  cela  est  manifestement  possible,  puisqu'il 
ne  s'agit  que  de  réunir ,  à  chaque  sommet  du  contour ,  trois  pentagones  iden* 
tiques  avec  ceux  qui  ont  déjà  formé  les  angles  trièdres  (A^A') ,  (B,  B'),..,;  mais, 
il  restera  à  savoir  quelle  est  la  distance  verticale  G'H'"  qui  séparera  les  deux 
pentagones  horizontaux.  D'ailleurs ,  par  la  réunion  de  ces  deux  calottes ,  on 
aura  produit  un  polyèdre  composé  de  douze  pentagones  égaux ,  et  où  les  angles 
solides  seront  aussi  égaux  entre  eux ,  puisque  chacun  sera  formé  par  trois  pen- 
tagones identiques. 

Pour  construire  les  projections  de  ce  corps  avec  plus  de  clarté ,  commençoins 
par  la  calotte  inférieure  dont  nous  placerons  la  base  LMNPQ  dans  un  plan  hori- 
zontal G'QM'  choisi  à  volonté  ;  puis,  rabattons  sur  ce  plan  les  trois  faces  de  l'angle 
trièdre  (Q,  Q'),  en  traçant  les  deux  pentagones  P^zQ,  Qz'w?XjL,  identiques  avec 
LMNPQ.  Alors,  (în  opérant  comme  pour  chercher  les  angles  dièdres  (n"59),  il 
faudra  mener  par  les  points  rabattus  z  et  z'  deux  plans  verticaux ,  l'un  za  perpen- 
diculaire à  PQ,  l'autre  z'ê  perpendiculaire  à  QL;  ces  plans  se  coupant  suivant  la 
verticale  Z,  c'est  sur  cette  droite  que  viendront  se  réunir  les  points  z  et  z'  lorsqu'on 
recomposera  l'angle  solide,  et  conséquemment  Z  est  la  projection  horizontale  d'un 
des  sommets  du  polyèdre,  tandis  qu'une  de  ses  arêtes  sera  projetée  sur  ZQ  qui  doit 
évidemment  converger  vers  le  centre  0.  Quant  à  la  projection  verticale  Z',  on  ob- 
servera que  le  sommet  en  question  appartient  à  un  triangle  rectangle  qui  a  pour 
base  Za  et  pour  hypoténuse  az  :  si  donc,  on  construit  ainsi  le  triangle  aZ^,  le  côté 
Zi  indiquera  la  hauteur  G'H»  qu'il  faut  porter  sur  le  plan  vertical  pour  obtenir  la 
projection  Z',  d'où  l'on  déduira  l'arête  Z'Q'.  On  aurait  pu  aussi  remarquer  que, 
connaissant  la  projection  horizontale  ZQ  de  l'arête  en  question,  et  sa  grandeur 
absolue  qui  égale  PQ,  on  obtiendra  la  di£Férence  de  niveau  G'H'  en  construisant  un 
triangle  rectangle  dont  la  base  soit  ZQ  et  l'hypoténuse  PQ. 

Pour  le  sommet  rabattu  en  y,  il  est  certain  que  pendant  le  relèvement  de  la 
face  ^yzQP,  ce  sommet  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  y^O  perpendiculaire  à  la 
charnière  PQ;  et  que  sa  plus  courte  distance  y^  finira  par  prendre  une  position 
parallèle  à  a^.  Si  doue ,  on  prolonge  cette  dernière  jusqu'à  ce  que  ae  soit  égale  à  ^, 
et  qu'on  abaisse  la  verticale  eX,  le  pied  \  devra  être  rapporté  sur  y-y ,  pour  fournir 
la  projection  horizontale  Y  du  sommet  en  question.  Quant  à  la  projection  verticale 
Y',  on  l'obtiendra  en  remarquant  qu'elle  doit  être  à  une  hauteur  G'H"  égale  à  Xe. 
On  aurait  pu  obtenir  le  point  Y  en  observant  que,  par  suite  de  la  symétrie  des 
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deux  calottes,  la  distance  BY  doit  égaler QZ  qui  est  déjà  trouvée;  et  la  bautetir 
G  H  se  déduirait  de  cette  considération ,  que  la  droite  projetée  sur  Y7  a  pour 
Traie  grandeur  7OM. 

Enfin,  la  hauteur  ff'H'"  de  la  calotte  supérieure  doit  manifèstenaent  être  prise 
égale  à  G'ff,  ce  qui  permettra  de  tracer  les  projections  verticales  A',  B',  C,  IX,  E, 
correspondantes  à  A,  B,  C,  D,  E;  et  on  agira  semblableraent  pour  W,  K',  R',..-, 
après  avoir  tracé  sur  le  plan  horizontal  les  longueurs  CW,  LR,  DR....,  égales 
toutes  à  la  distance  QZ,  que  nous  avons  enseigné  à  déterminer. 

Page  62.  Ligne  28. 

Mener  à  un  cône  ou  à  un  cylind/re  un  plan  tangent  qui  soit  perpendiculaire 
à  un  plan  donné. 

Étant  données  les  deux  projections  de  Taxe  d'un  cylindre  de  révolution  ^  avec 
la  grandeur  de  son  rayon  ^  trouver  sa  trace  horizontale  et  son  contour  apparent. 

Page  124.  Ligne  21. 

^inflexion  aura  lieu,  dans  la  transformée,  aux  points  B,  et  D,;  car  aux  points 
correspondants  B  et  D  sur  le  cylindre  primitif,  le  plan  tangent  se  trouvait  évidem- 
ment perpendiculaire  sur  le  plan  sécant  PQR',  ce  qui  est  la  condition  caractéris- 
tique, comme  nous  Tavons  vu  dans  la  note  du  n""  226, 

Page  129.  Ligne  14. 

Du  point  d^inflexion*  Il  arrive  ordinairement,  comme  ici  dans  la  fig.  63,  que  la 
transformée  G"M"H"G"' ,  après  avoir  tourné  sa  concavité  vers  le  sommet  S",  tourne 
ensuite  sa  convexité  vers  ce  point,  et  dès  lors  il  doit  y  avoir  une  inflexion  entre 
G"  et  H".  Il  importe  de  pouvoir  assigner  l'endroit  précis  où  arrivera  cette  cir- 
constance,' et  pour  cela  il  faut  se  rappeler  le  lemme  suivant,  qui  est  bien  facile  à 
démontrer  :  Lorsqu'une  droite  est  oblique  à  un  plan ,  l'angle  qu'elle  forme  avec 
sa  projection  orthogonale  sur  ce  plan,  est  le  minimum  de  tous  ceux  qu'elle  fait 
avec  les  diverses  lignes  tracées  par  son  pied  dans  ce  même  plan;  et  le  maximum 
de  tous  ces  angles  est  celui  qu'elle  forme  avec  le  prolongement  de  sa  projection. 

Cela  posé  {fig.  64  bis)^  soil  PQR  le  plan  sécant,  et  ABMDEF  la  section  qu'il  trace 
dans  un  cJbnQ  quelconque  ;  \q  dis  que  la  transformée  de  cette  section  présentera 
une  inflexion  au  point  situé  sur  la  génératrice  pour  laquelle  le  plan  tangent  da 
cône  se  trouvera  perpendiculaire  au  pkm  sécant.  En  effet ,  si  nous  abaissons  la 
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perpendiculaire  ST  sur  le  plan  PQR,  et  que  nous  menions  la  droite  TMDP  tan- 
gente à  la  courbe  de  section ,  le  plan  STM  sera  bien  tangent  au  cône,  et  perpen- 
diculaire au  plan  sécant;  d'ailleurs,  les  deux  génératrices  infiniment  voisines  SM 
et  SD,  contenues  dans  ce  plan  tangent,  auront  évidemment  la  tangente  TMP  pour 
projection  orthogonale  sur  le  plan  PQR.  Or,  d'après  le  lemme  cité  plus  haut,  on 
aura 

angle  SMT  <  SMB ,    et    angle  SDP  >  SDE  ; 

donc,  lorsqu'on  développera  le  cône  sur  le  plan  tangent  SMT  supposé  immobile, 
l'élément  MB  de  la  courbe  ira  prendre  une  position  MB'  située  au-dessous  de  la 
tangente  MT,  tandis  que  l'élément  DE  occupera  une  position  DE'  supérieure  à  DP, 
Par  conséquent  la  transformée  Â'B'MDFF  offrira  bien  une  inflexion  au  point  M, 
on  autour  de  la  tangente  TMDP. 

Surface  développable  quelconque.  Le  théorème  démontré  ci-dessus  pour  un 
cône,  et  pour  un  cylindre  dans  la  note  du  n*"  226,  est  encore  vrai  pour  toute  sur- 
face développable  coupée  par  un  plan  ;  car  la  démonstration  précédente  n'exige 
nullement  que,  dans  la  fig.  64  bis^  toutes  les  génératrices  aillent  se  couper  au 
même  point  S  ;  elle  suppose  seulement  que  deux  génératrices  infiniment  voi- 
sines, comme  SM  et  SD,  sont  situées  dans  un  même  plan  qui  est  le  plan  tangent 
de  la  surface.  Or,  comme  cette  condition  est  toujours  remplie  dans  les  surfaces  dé- 
veloppables,  il  s'ensuit  que  le  théorème  précédent  est  encoure  vrai  pour  toutes  les 
surfaces  de  ce  genre. 

Pour  appliquer  ce  théorème  à  la  fig.  63,  nous  abaisserons  du  sommet  (S ,  S')  une 
perpendiculaire  (S'x",  XS)  sur  le  plan  sécant  PQR'  ;  et  par  le  pied  \  de  cette  droite , 
nous  mènerons  à  la  base  du  cône  la  tangente  Xp ,  qui  fera  connaître  la  génératrice 
Sp  sur  laquelle  sera  situé  le  point  de  la  section  où  se  produira  une  inflexion  dans 
la  transformée.  11  restera  donc  à  trouver,  sur  le  développement  du  cône,  la  posi- 
tion que  prendra  la  génératrice  projetée  actuellement  sur  Sp  ;  ce  qui  s'effectuera 
comme  au  u'  252. 

Observons,  toutefois, que  si  le  pied  0^,  V)  delà  perpendiculaire  abaissée  sur  le 
plan  sécant,  se  trouvait  en  dedans  de  la  base  ACBD,  il  n'y  aurait  plus  d'inflexion 
dans  la  transformée  de  la  section  ;  ce  qui  peut  arriver  pour  une  certaine  inclinai- 
son du  plan  PQR'. 

Page  150.  Idgne  21* 

Pour  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur  la  réunion  des  formes  les  plus  remar-pi.29i5û^ 
quables  que  peut  offrir  la  rencontre  de  deux  cylindres,  nous  avons  construit  sur   piQ,  7x 
la  fig.  71  :  1"  l'intersection  du  cylindre  vertical  (XY,X'X"Y"Y')  avec  un  cylindre      ^^ 
oblique  dont  la  base  est  le  cercle  (ÂB,  A'B');  il  y  a  ici  pénétration  et  deux 
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brancbes  séparées ,  parce  que  les  plans  limites  pqr  et  PQR  soDt  tangents  à  la 
même  base;  2*  Tint^rsection  du  même  cylindre  vertical  avec  un  cylindre  oblique 
ayant  pour  base  (CD,  Ciy) ,  et  Ton  trouve  ici  une  courbe  à  nœud  ,  parce  qu'an 
des  deux  plans  limites  pqr  et  ST  se  trouve  tangent  aux  deux  bases  à  la  fois  ; 
3**  Tintersection  du  premier  cylindre  XY  avec  le  cylindre  oblique  qui  aurait  poor 
base  (EF,  E'F),  et  il  y  a  ici  arrachement  parce  que  les  deux  plans  limites  pqr 
et  llï  sont  tangents  à  des  bases  différentes.  Du  reste ,  la  construction  de  ces 
courbes  n'a  pas  besoin  d'explications ,  d'après  la  méthode  générale  exposée  aux 
n**'  288 — 291  ;  nous  ferons^  seulement  observer  que ,  si  deux  génératrices  appar- 
tenant aux  contours  apparents,  comme  (X,X'X")  et  (FG,FG") ,  se  trouvaient 
dans  un  même  plan ,  la  courbe  présenterait  en  œ^  un  point  d'arrêt ,  où  l'une 
des  branches  serait  tangente  à  la  verticale  X'X' ,  et  l'autre  à  la  génératrice  FG'^ 

Page  159,  Ligne  11. 

Ainsi ,  généralement ,  chaque  point  de  section  entre  les  bases  ab  et  DE ,  indi* 
quera  l'existence  d'ane  branche  infinie  douée  d^asgmptote  ;  et  chaque  point  de 
contact  entre  ces  mêmes  bases ,  annoncera  la  présence  d'une  branche  infinie 
dépounme  dC asymptote*  Au  reste  ,  ces  deux  circonstances  peuvent  se  présenter 
à  la  fois  dans  l'intersectioïi  des  deux  mêmes  surfaces  coniques. 

Page  lli.  — Ligne  21. 

RniAR^^tJE*  La  Méthode  de»  sections  horizontales  qui  suffit  toujours  pour 
trouver  rintersectton  de  deux  surfaces  quelconques ,  quoiqu'elle  soit  souvent 
très-laborieuse  ^  est  susceptible ,  dans  certains  cas ,  d'une  modification  qui  la 
r^od  ti^avantageose,  et  que  tious  allons  expliquer  sur  un  exemple  asse^  simple 
pour  que  le  lecteur  puisse  tracer  lui-même  l'épure.  Désignons  par  S  on  cène 
qui  a  pour  base  ou  trace  horizontale  une  courbe  quelconque  B  ;  soit  S'  un  autre 
cône  dont  la  base  est  un  cercle  G.  En  coupant  ces  deux  surfaces  par  un  plan 
horizontal  quelconque ,  on  obtiendrait  deux  courbes  b  et  c  dont  la  dernière 
serait  un  œrde  ;  mais  l'autre  b  serait  une  courbe  qu'il  faudrait  construire  par 
points ,  ce  qui  serait  pénible.  Au  lieu  de  cela ,  imaginons  un  cône  auxiliaire 
St  qui  ait  le  même  sommet  que  S ,  et  peur  directrice  le  cercle  c  :  ces  deux 
cènes  S  et  S,  se  couperont  évidemment  suivant  une  ou  plusieurs  génératrices 
rectilignes  G ,  G'...  qui  passeront  nécessairement  par  les  points  m ,  ml..*  com- 
muns aux  sections  b  et  e.  Or  il  est  facile  de  trouver  ces  génératrices  ;  car ,  en 
prolongeant  le  cène  S^  jusqu'au  plan  horizontal ,  il  y  tracera  un  cercle  Ct  dont 
le  diamètre  s'obtiendra  trèi-aisèment  ;  et  alors  la  rencontre  des  bases  Bet  Çt  fera 
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couDaitre  les  projections  horizontales  des  génératrices  G,  G',...  lesquelles  à  leur 
tour  couperont  la  projection  du  cercle  c  aux  points  cherchés  m^  m  y...  qui  devaient 
être  communs  aux  courbes  A  et  c;  et  dès  lors  ces  points  appartiendront  à  l'in- 
tersection des  deux  cônes  primitifs  S  et  S'.  Tout  ceci  revient  à  dire  que  l'on  pro- 
jette perspectivement  les  sections  A  et  c  sur  le  plan  horizontal ,  au  moyen  de 
droites  issues  du  sommet  S. 

Cette  méthode ,  où  l'on  n'emploie  que  la  ligne  droite  et  le  cercle ,  sera  évi- 
demment applicable  à  la  combinaison  du  cône  S  à  base  quelconque  B,  avec  une 
sphère ,  un  conoïde ,  un  cylindroïde ,  ou  toute  autre  surface  dans  laquelle  les 
sections  horizontales  seront  des  cercles  ou  des  droites  ;  par  exemple ,  le  lieu  en- 
gendré par  un  cercle  variable ,  toujours  horizontal,  et  dont  un  diamètre  s'appuie 
constamment  sur  deux  droites  fixes. 

Si  la  première  surface  S  était  un  cylindre  à  base  quelconque  B ,  on  choisirait 
pour  la  surface  auxiliaire  S,  un  autre  cylindre  parallèle  au  premier ,  et  ayant 
pour  directrice  la  section  circulaire  c;  alors  la  trace  horizontale  G,  serait  un 
cercle  égal  à  c. 

Page  198.  Ligne  10, 

Oa  peut  encore  n'employer  que  le  seul  cône  YXY,  circonscrit  à  la  surface  S,  car, 
en  menant  à  ce  cône  un  plan  tangent  par  la  droite  ÂVB,  on  aura  évidemment  une 
solution  de  la  question. 

Page  316.  Ligne  5. 

Au  reste,  on  pourrait  assigner  la  grandeur  et  la  position  d'un  certain  cercle  de 
rayon  t,  qui  permettrait  de  représenter  l'angle  de  torsion  6  et  la  valeur  absolue 
de  la  cambrure,  sous  les  formes 

d^  ^        I 

Ô  =  —  ,  et  —  =  -, 
ï,  as       t 

analogues  aux  expressions  que  nous  avons  données  ci-dessus  pour  l'angle  de  con- 
tingence e  et  pour  la  courbure  de  la  courbe  ;  mais,  à  cet  égard,  nous  renverrons  le 
lecteur  au  Mémoire  de  M.  de  Saint-Venant^  cité  dans  la  note  ci-jointe  (*). 

Les  courbes  planes  et  les  courbes  cambrées  présentent,  quant  au  lieu  de  leurs 
centres  de  courtière  j  une  différence  essentielle  que  nous  allons  faire  ressortir. 


n  Les  deux  affections  d*UDe  courbe  gauche ..  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus ,  ont  d*abord  été  désignées 
sous  les  noms  de  première  courbure  et  de  seconde  courbure.  Mais ,  outre  Pinconvénient  d'appliquer  des  noms 
semblables  à  des  affections  de  nature  différente,  ces  dénominations  ne  semblent  être  que  des  numéros  d*ordre 

55 


10  ADDITIONS  SUPPLÉMENTAIRES. 

Page  318.  Idgne  21. 

Il  est  intéressant  d'observer  ici  que  la  courbe  UV,  arête  de  rebroussement  de  la 
surface  polaire,  a  pour  plans  osculateurs  les  plans  normaux  de  la  courbe  pri- 
mitive AMB,  car  les  tangentes  aSQ,  aS'Q'  sont  toutes  deux  dans  le  plan  ?'• 
D'où  il  suit,  d'après  la  note  du  n*  653,  que  Tangle  de  torsion  de  UV  est  égal  à 
Fangle  de  contingence  de  AB;  et  réciproquement ,  l'angle  de  contingence  de  UV 
est  égal  à  Fangle  de  torsion  de  AB ,  attendu  que  les  plans  normaux  de  la  courbe 
UV  sont  perpendiculaires  aux  tangentes  aSQ,  a'S'Q',  et  conséquemment  parallèles 
aux  plans  osculateurs  de  AB.  Toutefois,  il  faut  se  garder  d'étendre  cette  récipro- 
cité à  la  grandeur  même  de  la  torsion  ou  à  la  cambrure  de  UV  qui  n'égalera  pas 
la  courbure  de  AB,  non  plus  que  la  courbure  de  UV  n'égalera  la  cambrure  de 
AB;  car,  d'après  le  n*"  653,  il  resterait  à  diviser  les  angles  indiqués  ci-dessus  par 
les  éléments  respectifs  aa'  et  MM' ,  lesquels  ne  sont  pas,  en  général,  de  même  lon- 
gueur. 

Page  335.  Ligne  18. 
Remarque.  Si  l'on  compare,  dans  une  surface  quelconque,  deux  sections  nor- 


qui  ODl  encore  le  défaut  de  rendre  le  discours  traînant ,  et  de  produire  quelquefois  des  ambiguïtés  fâcheuses 
dans  une  démonstration  oii  il  s'agit  de  comparer  plusieurs  lignes  distinctes  que  la  clarté  de  la  rédaction  oblige 
à  nommer  :  la  première  courbe,  la  seconde  courbe.  Aussi»  d*autres  auteurs  avaient-ils  plus  simplement 
nommé  ces  deux  aifections  :  la  courbure  et  la  flexion  d*une  courbe.  Cependant  M.  Vallée,  dans  son  Traité  de 
Géométrie  descriptive,  objecta  avec  raison  que  le  sens  naturel  du  mot  flexion  se  rapporterait  plutôt  à  la  prë^ 
mière  courbure  qu'à  la  seconde ,  et  il  proposa  de  désigner  celle-ci  par  le  mot  de  torsion.  Ce  dernier  nom 
peint  assez  bien  la  transformation  qu'il  faut  faire  subir  k  une  courbe  plane  pour  la  changer  en  une  courbe  à 
double  courbure,  et  nous  Pavions  nous-même  adoptée  dans  nos  précédentes  éditions.  Mais  M.  de  Saint- Venant, 
dans  un  Mémoire  présenté  à  Tlnstitut  en  septembre  1844  et  inséré  dans  le  30«  cahier  du  Journal  de  V École 
Polytechnique,  fit  observer  que  les  mots  de  flexion  et  de  torsion  indiquaient  un  changement  de  forme  produit 
par  une  cause  extérieure  et  souvent  passagère ,  plutôt  qu'une  affection  constante  ;  que  d'ailleurs  il  était  néces- 
saire de  réserver  ces  dénominations  spéciales  pour  exprimer  certains  effets  mécaniques  qui  se  rencontrent 
danslathéoriedesvergesélastiques,et  dont  les  résultats  ne  coïncident  pas  toujours  avec  les  changements 

que  subissent  les  quantités  —  et  —  ;  c*est  ce  qui  Ta  conduit ,  par  des  raisons  très-plausibles ,  à  proposer  de 

nommer  ces  deux  affections  la  courbure  et  la  cambrure  ou  torsion  de  la  courbe.  En  effet ,  ce  dernier  mot  rap- 
pelle, par  son  étymologie  même,  l'espèce  de  courbure  que  produirait  le  mouvement  d'un  plan  qui  tournerait 
successivement  autour  de  diverses  droites,  et  c'est  bien  ce  qui  a  lieu  ici  pour  les  angles  compris  entre  les 
divers  plans  osculateurs  de  la  courbe  primitive.  En  outre,  il  propose  de  remplacer  la  dénomination  feusse  et 
incommode  de  courbe  à  double  courbure  par  celle  de  courbe  cambrée  j  plutôt  que  par  le  nom  de  courbe  gauche 
qu'avait  adopté  M.  Vallée;  car  ce  dernier  nom  serait  peu  d'accord  avec  la  nature  de  la  sur&ce  développable 
qui  est  formée  par  les  prolongements  des  éléments  de  la  courbe ,  et  qui  a  des  rapports  si  intimes  avec  la 
courbe  elle-même. 
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maies  dont  les  plans  comprennent  entre  eux  un  angle  droit,  leurs  rayons  de  cour- 
bure seront  donnés  par  les  formules 

—  =-cos«(p+j^8in«9,  _=^cos«(p'+-r6iû«ç', 

avec  la  relation  f  '  =  ^  +  90*;  d'où  il  suit  qu'en  ajoutant  ces  équations  membre  à 
membre,  on  aura 

y  I      I  ^  I      I 

ce  qui  montre  que  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  perpendiculaires 
Tune  à  l'autre,  quel  que  soit  l'angle  9 ,  est  toujours  constante  et  égaile  à  la  somms 

des  deux  courbures  principales.  La  somme  £-  +  57  a  été  nommée  quelquefois 

la  courbure  delà  surface;  mais  il  yaudraitmieux  appliquer  cette  dénomination 
à  la  moitié  de  cette  somme,  qui  se  trouverait  ainsi  une  moyenne  arithmétique 
entre  la  courbure  maximum  et  la  courbure  minimum..  D'un  autre  côté,  M.  Gauss 

a  désigné  sous  le  même  nom  de  courbure  de  la  surface^  la  quantité     — i=r    ou 

^  1/R.R' 

la  moyenne  géométrique  entre  les  deux  courbures  principales. 

Page  355.  Ligne  13. 
Revenons  à  une  surface  générale  S. 

Page  375.  Ligne  4. 

Traçons  deux  parallèles  a  et  ib  dans  une  direction  arbitraire ,  et  regardons-les 
comme  les  projections  de  deux  horizontales  qui  auraient  pour  cotes,  l'une  12"', 
l'autre  15"*;  dès  lors  ces  droites  a  ei  b  déterminent  un  certain  plan  P",  dont  il  est 
facile  de  trouver,  par  le  procédé  du  n"  779,  l'intersection  c  avec  le  plan  P,  et  l'inter- 
section d  avec  P'.  Or  ces  deux  sections  c  et  <2  se  coupent  en  un  point  a?,  qui  appar- 
tiendra évidemment  à  l'intersection  des  plansprimitifs  P  et  F  ;  puis,  on  en  trou- 
vera un  second  point  x\  en  tirant  deux  autres  parallèles  horizontales  a'  et  b'  :  de 
sorte  que  xx'  sera  la  projection  de  l'intersection  demandée,  et,  pour  achever  de 
déânir  cette  droite,  il  n'y  aura  plus  qu'à  trouver  les  cotes  des  pointa  x  et  a?,  ce 
qui  s'effectuera  par  l'un  des  moyens  indiqués  aux  n"^  763  et  778. 
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Page  381.  Ligne  24. 

....EGALES  dans  les  deux  cercles  ;  on, en  d'autres  termes, cfe  manière  que  les  points 
A  et  a  de  ces  circonférences  décrivent  toujours,  dans  un  même  temps j  des  arcs 
AA'  et  aa  qui  soient  égaux  en  longueur  absolus. 

En  effet,  en  appelant  V  et  Y'  les  vitesses  absolues  des  points  A  et  a,  il  en 
résultera  pour  les  roues  0  et  0'  des  vitesses  angulaires  (n"  806)  données  par  les 
formules 

V        ,      V 

et  si  V  =  V  à  toutes  les  époques  du  mouvement,   quoique  ces  vitesses  puissent 
varier  avec  le  temps ,  il  est  évident  que  Ton  aura  tx)ujours 


(0 


•  cû'  ;  :  —  :  —  :  :  A  :  Âj'. 
il     U' 


Ainsi ,  en  remplissant  la  condition  AA'  =  aa,  le  rapport  des  vitesses  angulaires 
des  deux  roues  demeurera  bien  constant ,  et  égal  à  celui  que  la  question  avait 
assigné. 

Page  382.  Ligne  16. 

FiG.  2  bis.  Si  on  conçoit  que  la  roue  0*  ait  tourné  de  manière  que  le  rayon  Oa  soit 
parvenu  en  O'a',  et  le  profil  ab  en  a!b\  l'autre  roue  0  aura  dû  tourner  d'un  angle 
AOA'  tel,  que  l'arc  AA'  =  aa'  ;  et  dans  cette  position,  la  courbe  inconnue  AB, 
transportée  en  A'B',  devra  aussi  toucher  le  profil  a'A'  en  un  certain  point  m'.  Un 
pareil  contact  devra  se  reproduire  pour  toute  autre  rotation  satisfaisant  à  1  égalité 
des  arcs  parcourus  par  les  points  A  et  a;  mais,  comme  dans  ce  genre  de  mouve- 
ment les  deux  profils  AB  et  ab  se  déplacent  simultanément,  il  n'est  pas  facile 
d'apercevoir  la  relation  géométrique  qui  doit  les  lier  entre  eux  :  tandis  que  cela 
deviendrait  fort  aisé,  si  l'un  de  ces  profils  demeurait  immobile.  Nous  allons  donc 
tâcher  de  ramener  la  question  à  ce  dernier  état. 

A  cet  effet,  et  lorsque  les  deux  roues  ont  déjà  pris  la  position  où  les  dents  sont 
devenues  A'B'  et  ab\  faisons  tourner  tout  le  système  autour  du  point 0, sans  al- 
térer la  situation  relative  d'aucune  de  ses  parties,  et  de  manière  que  le  rayoa 
OA'  reprenne  sa  position  primitive  OAZ,  et  le  profil  AB'  sa  première  situation  AB. 
Par  là ,  la  ligne  des  centres  00'  aura  décrit  l'angle  000»  correspondant  à  un  arc 


L 
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AA„  égal  à  AAr  :  le  cercle  0'  sera  devenu  le  cercle  0*,  et  le  profil  db  aura  pris  la 
position  a,i,,  qui  devra  évidemment  se  retrouver  tangente  au  profil  primitif  AB  , 
comme  cela  avait  lieu  pour  a  A'  et  A'B',  Mais,  puisque  les  arc^  A^A  et  Ata,  sont  les 
mêmes  que  AA'  et  ka\  qui  ont  par  hypothèse  la  même  longueur,  il  s'ensuit  que  ces 
arcs  AjA  et  A,aî  sont  aussi  égaux  entre  eux;  et  de  là  résulte  cette  conséquence 
remarquable:  le  cercle  0„  avec  son  profila^^^nest  autre  chose  que  ce  que  devien- 
drait le  cercle  0'  avec  son  profil  ab ,  s^i  Ton  faisait  rouler  ce  dernier  cercle  ^  sans 
glisser^  sur  la  circonférence  0  demeurée  entièrement  immobile,  ainsi  que  son 
profil  AB. 

Et  comme  il  en  serait  de  même  pour  tout  autre  angle  de  rotation,  satisfaisant 
à  la  condition  A  A'  =  aa\  on  peut  poser  ce  principe  général  :  Lorsque  deux  cercles 
tangents  0  et  0' tournent  autour  de  leurs  centres  immobiles^  de  manière  que 
leurs  circonférences  prennent  des  vitesses  égales.^  leurs  positions  relatives^  et 
celles  des  courbes  qu'ils  entraînent  avec  eux,  sont  les  mêmes  que  si  Ton  avait 
laissé  le  cercle  0  entièrement  immobile,  et  qu'on  eût  fait  rouler  le  cercle  0'  sur  le 
premier. 

D'après  cela,  on  voit  que  la  propriété  caractéristique  de  la  courbe  AB  peut  être 
énoncée  comme  il  suit  :  Le  profil  AB  doit  être  l'enveloppe  de  toutes  les  positions 
a^bi  azbz  .^•..,  qu'occupera  le  profil  ab^  lorsqu'on  fera  rocler  le  cercle  0'  sur  le 
cercle  0,  qui  demeure  entièrement  immobile.  Ainsi,  après  avoir  construit  un  cer- 
tain nombre  dépositions  0',,  O'j,  O'^,-.,  du  cercle  roulant  0',  avec  les  courbes 
correspondantes  a^b^^  «s^»,  a^A^,...,  il  n'y  aura  plus  qu'à  tracer  une  courbe  Aee^e^... 
qui  soit  tangente  à  toutes  ces  enveloppées»  Mais  ce  procédé  fort  simple,  qui  offri- 
rait déjà  une  approximation  suffisante  dans  beaucoup  de  cas,  acquerra  toute  la  pré- 
cision désirable,  si  nous  donnons,  comme  nous  allons  le  faire,  un  moyen  de 
trouver  la  position  même  des  points  de  contact. 

Observons,  d'abord,  que  l'enveloppe  de  toutes  les  courbes  ai,  «,4,,  asZ^g,..., 
n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  intersections  consécutives  i,  i" ,  t",...,  de  toutes  ces 
courbes  supposées  infiniment  voisines  ;  car  ce  lieu  aurait  évidemment  deux  points 
communs  avec  chacune  de  ces  enveloppées,  et  conséquemment  il  serait  tangent  à 
chacune  d'elles. 
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